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PROLOGO

E1 &dlgebra elemental es uno de los antecedentes primordiales para
las carreras del drea fisico-matemdtica a nivel licenciatura. Ello
se debe a que esta importante rama de las matemiticas es una base
fundamental para el estudio de otras que, como el cdlculo diferen-
cial e integral, constituyen las herramientas tedricas necesarias

para el desarrollo de las diversas disciplinas que se estudian en
las carreras de la mencionada drea.

Pero como el lapso transcurrido desde que se estudian estos concep

tos en el nivel medio superior hasta retomarlos en la licenciatura

es prolongado, resulta necesario que el alumno "repase" dichos con-
ceptos para evitar tropiezos al abordar los de su carrera.

" E1 presente material es un compendio de los conceptos bdsicos del
dlgebra elemental, que puede utilizarse como apoyo didactico tanto
en los cursos de matemdticas en el nivel medio superior como en las

""" materias consecuentes.

La obra cuenta con elementos diddcticos que tienen por objeto faci

Titar el estudio y permitir un mayor aprovechamiento del mismo, por
medio de una metodologia de autoaprendizaje. I

Para lograrlo se recomienda al alumno que se apoye en otros elemen
tos como son la asesoria académica, la consulta de otras fuentes de
informacidn, a fin de aclarar dudas sobre conceptos de la asignatura
que lo requiera, o bien para profundizar en ellos.

Es importante mencionar que para alcanzar los propdsitos expuestos
en esta obra se sugiere que el alumno comprenda y utilice los elemen
tos de apoyo diddctico incluidos en su propia estructura.

A continuacidén se presentan dichos elementos, a fin de que el mate
rial se utilice adecuadamente.

En Ta unidad aparecen:

a) Introduccion.  Muestra un panorama general del contenido.

b) Objetivo gereral. Indica la conducta que debe lograr el alum
no al finalizar el estudio de 1a unidad.

Los elementos didacticos con que cuentan los médulos son:

a) Cuadro sindptico.

Es Ta sintesis del contenido presentada en
forma: esquemdtica.




c)

Objetivos especificos. Se desglosan del objetivo general de

la unidad.

Ejercicios propuestos.  Son actividades a desarrollar por el
alumno, con el propdsito de reafirmar la comprensidn y de apli
car el contenido. Asimismo le permiten comprobar si ha logra-
do los objetivos de aprendizaje propuestos.

Al final de la obra se encuentran:

a)

d)

Examen de autoevaluacién. Tiene por objeto que el alumno pue-
da verificar por cuenta propia si ha alcanzado el minimo necesa
rio de los objetivos de aprendizaje correspondientes a la uni-

dad.

Soluciones del examen de autoevaluacién. Permiten comprobar o

cotejar sus respuestas.

Soluciones de los ejercicios propuestos. Contienen las respues

tas correctas de los ejercicios.

Bibliografia bdsica. Tiene como finalidad que el alumno consul
te las obras allf mencionadas, cuando se requiera profundizar en

los temas que contienen.

Por G1timo, es de justicia agradecer a todas las personas que de al-
guna manera colaboraron en la creacioén de este material, muy especial
mente a las licenciadas Irma Hinojosa F&lix y Marfa Cuairdn Ruidiaz
que trabajaron intensamente con los autores para hacer la adaptacién

pedagdgica.
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UNIDAD I ALGEBRA ELEMENTAL

|
|

OBJETIVO GENERAL

¢

Al finalizar el estudio de esta.unidad, el alumno:

Aplicard los conceptos, principios y teoremas basicos del al-

'gebra elemental, para la resolucidn de problemas matemdticos.

INTRODUCCION

E1 contenido de esta unidad presenta conceptos, definiciones,
principios y teoremas bdsicos del algebra elemental, asi como
su desarrollo y demostraciones concretas en ejemplos resueltos.

Los temas fundamentales que se presentan en la unidad son o-
peraciones algebraicas con sus propiedades elementales, los
productos notables en diversos problemas de multiplicacién y
de factorizacidén, y las operaciones con radicales en donde se
utilizardn las leyes de los exponentes y radicales.

Posteriormente se estudiardn las ecuaciones, desigualdades e
inecuaciones, logaritmos y tecria de conjuntos, con el objeto
de que el alumno tenga Tos elementos necesarios para relacic-

‘nar la tecria y su aplicacién en todas las operaciones alge-

braicas.

i
1




MODULO 1 TRADUCCION DEL LENGUAJE COMUN
AL LENGUAJE ALGEBRAICO Y VICEVERSA

CUADRQO- SINOPTICO

Traduccidn del lenguaje comin al lenguaje algebraico:

1. 1Identificar las cantidades que son variables y las que son constan
tes.

2. Analizar las relaciones entre ellas.

¢ 3. Obtener la expresidn algebraica que represente las relaciones exis
tentes.

Traduccidén del lenguaje algebraico al lenguaje comin:

1. Enunciar las expresiones algebraicas, sustituyendo letras, nimeros,
simbolos y signos por su equivalente en el lenguaje comin.




1.1

Objetivos especificos

Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

1. Dado el enunciado de un problema, traduciri la proposicidén a una
expresidn algebraica.

2. Dada una expresibn algebraica, la traducird al lenguaje comin.

TRADUCCION DEL ENUNCIADG DE UN PROBLEMA A UNA EXPRESICON ALGEBRAICA

Para solucionar muchos problemes de Ingenieria se procede fundamental-
mente con modelos que en su mayoria son matemdticos. E1 mas comin de
los Tenguajes matemdticos es el Algebra, que permite expresar por medio
de letras y signos una regla o proposicidn representativa de una situa-
cidn tedrica o real. Asi pues, una expresién o férmula algebraica es
el modelo materdtico representativo de un fenémeno o problema.

i

Definicidén: Fdrmula es la expresidn algebraica de una regla relati
va a un problema o fendmeno tedrico o real.

E1 valor numérico de una expresidn algebraica se-obtiene sustituyendo
las letras que la componen con nimeros representativos de un caso parti
cular.

Para obtener la expresidn algebraica que representa un problema dado
es necesario identificar a partir de su enunciado, las cantidades varia
tles y las constantes, y establecer enseguida Tas relaciones entre am-
bas. Después, se procede a representar estas operaciones, eligiendo le
tras para expresar a las variables y a las constantes involucradas, que
pueden cambiar de un caso particular a otro.

En general para representar variables se usan las dltimas letras del
abecedario y las primeras para las constantes. Con esto se obtiene la
expresidn algebraica de un problema dado que permite representarloten
una forma abreviada. -

1,2

Ejemplo 1

Expresar algebraicamente el hecho de que el volumen de un cono, es
igual a la tercera parte del producte del 3rea de la base por la al-
tura.

Solucidn

Sea r el radio de la base, h la altura del cono, V su volumen y da-
do que el &rea de la base es T por el cuadrado del radio, el volumen
estard representado por:

% r2 h

<
n
W=

Ejemplo 2

En un problema de movimiento rectilineo, se sabe que el e§pacic Tu
corrido por un punto mdvil es el espacio inicial ya re§o¥r%do por e..
punto antes de empezar a estudiarlo, mas la veloeédad inicial por el
tiempo, mas la mitad del producto de la aceleracidn por gl cuadraqo
del tiempo. Escribir una expresidn que indique el espacio recorrido
en un tiempo cualquiera.

Solucidn

Sea e el espacio recorrido al cabo del tiempo t, ep el espéclo ind—
cial, vo la velocidad inicial y a la aceleracidn. Se tendrz enton-
ces que:

1
e:eo-l-Vot"'—z‘atz

TRADUCCION DEL LENGUAJE ALGEBRAICO AL LENGUAJE COMUN

Para su total comprensién y empleo es indispensable saber interpretar
las expresiones algebraicas resultantes de un proceso, 0 de la formula-
ci6n de un modelo motemdtico. De ahi la necesidad de §aber traslader al
lenguaje comin todas las operaciones que indican los signos y gue deben
efectuarse mediante las cantidades expresadas con letras. Este proceso
se ilustra con los siguientes ejemplos.




Ejemplo 3

Sabiendo que el volumen de un prisma de base hexagonal estd dado
por la formula:

Donde P es el perimetro de la base, a es la apotfma de la’mlsma yh
es la altura del prisma, enunciar en lenguaje comun esta formula.

Solucidn

El volumen de un prismé de base hexagonal es igual a'la’mitad del
producto del perimetro de la base por 1a apotema multiplicado por la

altura.

Ejemplo &

crgm
Traducir al lenguaje comiin la expresion:

(a + b)? = a® + 2ab + b2

Solucidn

El cuadrado de la suma de dos nimeros es igual al cuadrado del pri-

mero, mas el doble producto del primero por el segundo, mds el cua-
drado del segundo.

Ejemplo 5

En general en un movimiento:

_ v

[}

Donde E es la energia cinética, m es 1a masa y V es la velocidad.
: -
Traducir esta expresidn al lenguaje comun.

Solucidn

La energia cinética adquirida por un cuerpo al desplazarse, es ton
igual a la mitad del producto de su masa por el cuadrado de su velo-

cidad. ; "

Ejercicios propuestos

1.

2.

Expresar algebraicamente la proposicién: La suma de un niimero
x disminuido en la unidad, m3s la mitad del niimero aumentado en
la unidad m3s el triple del cuadrado del nimero es 8.

Escribir algebraicamente el siguiente enunciado: La resisten-
cia R a la flexidén de una viga de seccidn rectangular, es pro-

porcional al producto de la base b por el cuadrado de la altura
h de la seccidn.

La temperatura C en grados centigrados es igual a las nueve
quintas partes de la diferencia de la temperatura F en grados

Fahrenheit menos treinta y dos. Expresar esto en lenguaje alge
braico. i

Expresar algebraicamente que: La suma de dos niimeros, multipli
cada por uno de ellos es igual al cuadrado de &ste mis el pro-
ducto de los dos nfimeros.

Traducir al lenguaje comfin la expresidm.
(a - b)? = a? - 3a% + 3ab? - b°
Escribir en lenguaje comiin la igualdad:

2, 3 (x-5)

x 2

=4x + 1

El volumen de una esfera estZ dado por la férmula

v =-§ 7 r®, donde r es el radio de la esfera. Tradueir dicha

férmula al lenguaje comiin.
3 {u=B\ LA

: s 4 5o g
& e R

I

,}(.“'.




MODULO 2 OPERACIONES ALGEBRAICAS

CUADRO SINOPTICO

Propiedades:
- Existencia.
— Unicidad.
Adicidn - Conmutatividad.
: - Asociatividad.
i - Propiedad aditiva de la igualdad.
i
i Operacidn inversa de la adicién.
£ Sustraccidn Si a > b la diferencia a - b es positiva.
i Si a < b la diferencia a - b es negativa.
i l Propiedad sustractiva de la igualdad
a-b=a+ (-b)
Propiedades:
- Existencia.
- Unicidad.
oL o ~ Conmutatividad.
Multiplinnaiin - Asociatividad.
- Propiedad multiplicativa de la igualdad.
~ Propiedad distributiva de la multiplicacifn respec-
to a la adicidn.
e S Operacifn inversa de la multiplicacidn.
Divisidn Propiedad divisoria de la igualdad.
- 1 a 1
Ri =, 8z =
( eciproco de a es 5 b a b
Leyes de los signos Leyes de Tos exponentes
'» (+) (+) () ()] =
= (1) . = () m n m+n 8 Sl
(+) (=) a =a b o0
] O]
(@™ = 2™
1 (+) () _ = (=) Fp) <) .
(+) (-) (ab)™ = a™p™ L
() ) b
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Objetivos especificos

Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

1. Reducird los términos semejantes de una expresidn algebraica.
2. Efectuarid adiciones con polinomios.

3. Efectuara sustracciones con polinomios.

4. Multiplicard polinomios.

5. Dividirid polinomios.

6. Dividird un polinomio en x entre un binomio de primer grado de la
- forma x + a, aplicando la divisidn sintética.

2.1 REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES

A cualquier factor de un término algebraico se le 1lama coeficiente de
los factores restantes. Asi, en el término 2ax, 2 es el coeficiente de
ax, a es el coeficiente de 2x y x es el coeficiente de 2a.

Frecuentemente se considera como coeficiente s6lo al factor nimerico
del término. E1 coeficiente numérico de ab en el término 6ab es 6. FE1
coeficiente literal de b%x en el término ab®x es a.

Términos semejantes son aquéllos que difieren Unicamen

i Definicidn:
t 2xy, =4xy, Xy. )

e en sus coeficientes, como l
7~

.

La reduccidon de términos semejantes se lleva a cabo sumqnqo algebraica-
mente los coeficientes y anotando el resultado como coeficiente de la

-

I

T ——

2.2

2:2.1

2. Unicidad.

4. Asociatividad.

gg:gﬁ ggggg ?Sstgqos_elloj. Ante; de empezar a operar es conveniente or
erminos de acuerdo a las potencias descendentes n
dentes de una literal. anohin -

Ejemplos

Reducir los t€rminos semejantes:

1. 2a® - 3ab + b® ~ 5a + 4a? + ab - b? = 6a® - 2ab - 51

2. 8x%y +.4x*y? + 6x%y - 9x%y% - 10 - Sxy? 4 3 - 6xy? - 232y
Ordenar primero y-enSeguida efectuar la reduccién se obtiene:
4x3y2 - 9x3yz + 8x2y + 6x2y - 2x2y ~ 5xy2 - 6xy2 - 10+ 3=

= - 5x3y2 + lzxzy - llxy2 =17

OPERACIONES DE ADICION Y SUSTRACCION, MULTIPLICACION,
DIVISION DE POLINOMIOS Y DIVISION SINTETICA

ADICION

e ”

e s e s = - .
Def1n1c}on: Adicidn es la operacidn que tlene por objeto reunir
dos g‘mas expresiones algebraicas llamadds sumandos en una sola ex-
presion algebraica llamada suma.

Propiedades

1. Existencia. Siempre es posible efectuar la adicidn de dos o mis

nimeros siendo el resultado otro niimero.
Dados dos nimeros cualesquieraay b, existe un solo ni

mero ¢ que es la suma de los sumandos a y b: a+b=c¢c

3. Conmutatividad. Siendoa ¥ b dos niimeros cualesquiera, se tiene:

a+b=>b+a

Sia, by c son tres nimeros cualesquiera, entonces:
(a+b) +c=a+ (b + ¢)

5. Propiedad aditiva de la igualdad.
a, b ¥ c tales que a = b,

Dados tres nimercs cualesquiera
entonces:a + c = b + ¢

Estas propiedades pueden generalizarse a cualquier nimero de sumandos.

11




12 E1 simétrico de un nimero, es el nimero que sumado a éste da como resul
Para efectuar con facilidad una adicién de polinomios conviene: tedo cero. Asi el simétrico de un nimero positivo a es el nimero nega-
tivo -a, ya que: a + (-a) = 0.
- Ordenarlos de acuerdo a las potencias descendentes o ascendentes de :
una misma literal. La operacidon que consiste en restar de un nimero.a, otro niimero b, es
T ’ P . equivalente a 1a de sumar al nimero a el simétrico de b,0 sea:
. Eﬁggégtgdgo#z;zadebago de otras de modo que los términos semejantes 2k B ok 25 AsT 12 -7=124(7) =5 o bien:
4 =10 =4+ (-10) = 5 - (6xy - 3x + 4y) = - 6xy + 3x - 4y
P En la adicién y en la sustraccion de expresiones algebraicas se requie-
b i re frecuentemente emplear simbolos de agrupacidn. Un paréntesis precedi
JempLo : do del signo mds puede suprimirse sin hacer ningiin otro cambio y que un
T 1 S t paréntesis precedido del signo menos puede suprimirse cambiando el signo
¢ WUmAL.L0S pollnomlos. ; de cada unc de Tos términos que agrupa. Asi:
5%x% - 4x + 7, x + 2%, 3+ 6x - x° | (52 - 3x +2) =5a-3x+2
, ; i
; La sustraccién de polinomios se 1leva a cabo colocando el sustraendo
Solucidn i debajo del minuendo, de modo que queden en columna los términos semejan-
i tes y efectuando la sustraccidn término a término para determinar la di--
% ferencia.
5%% = bx + 7++....sumando i
2%% + 5w e ' LIy
_iz + 6: + B zﬁxggz ; Otro procedimiento es:
X woR T o
+ L s y .
6x" + 5x +10 SHlE - Escribir el minuendo.
- Cambiar el signo a todos los términos del sustraendo y escribirlo de
bajo del minuendo, y
222 SUSTRACCION - Efectuar una suma.
Definicidén: Es la operacidn inversa a la adicién y se define como
sigue: a-b=c si a=b+ c, siendo a el minuendo, b el sus-

traendo y ¢ la resta o diferencia.

i
l { Ejemplos
!

Propiedades

Si el minuendo a es mayor que el sustraendo b (a > b), la diferencia

c=a-bes positiva (c > 0) y si el minuendo a es menor que el sus- |

traendo b (a < b) Ta diferencia ¢ =a -1b es negativa (c < 0).

1. Encontrar la diferencia de los polinomios:
(6a® + 2a%b - 3ab? + b®) - (ab® - 4a’b + 2a%)
. ; Solucidn

Primer procedimiento Segundo procedimiento

Si el minuendo y el sustraendo son iguales (a = b), la diferencia es _6a® + 2a%b - 3ab® + b® -+-+- minuendo .-+ 6a® + 2a%b - 3ab2 + b?
cero (a-b=0). Asi: 2a® - 4a%b + ab? +i%. sustraendo «-.--2a° + 4a%b - ab?
4a® + 6a’b - Lab® + b° resta o diferencia 4a’ + 6a%b — LB
9-7=2 (2>0); 5-8=-3 (-3<0); 6-6=0 3 0 G & e
Propiedad sustractiva de la igualdad. Si a, by c son niimeros cud

lesquiera y a=b, entonces: a-c=b-c

- <
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2. Restar
7 ~ bxy® + 4x® - 2x%y  de 7x° - /2 xy - x%y - 6xy®
cambiando los signos en el sustraendo.
Solucidn .
7x} - xy - 6xy® - JZxy

“4x3 - 2x%y - 6xy® + 7
3 + X’y + Oxy’ - J3 xy - 7

753 - x%y - 6xy® - V2 Xy
-4x% + 2x%y + 6xy® -
3+ Xy +0xy’ - 3 xy - 7

o sea que la diferencia es

3xd + xzy =igfs By =

MULTIPLICACION
Definicidn: La multiplicacidn tiene por objeto encontrar un niime-
ro P, el producto, que sea con respecto al multiplicando M, lo que
el multiplicador m es respecto a la unidad.
En simbolos P =M x m
Propiedades

1. Existencia. Siempre es posible efectuar la multiplicacién con dos
o mis nfimeros cualesquiera (factores) y el resuitado (producto) es
un nimero.

2. Unicidad. Para dos nimeros dados cualesquiera a y b, existe un so
To nimero c, que es el producto de los factores a y b; ab = c.

3. Conmutatividad.
ab = ba

Si a y b son dos niimeros cualesquiera entonces:

4. Asoctatividad.
(ab) ¢ = a. (be)

5. Propiedad multiplicativa de la igualdad. Sean'a, by c, niimeros
cualesquiera tales que a = b, entonces; ac = be

6. Propiedad distributiva de la multiplicacidn respecto a la adicidn. .

Siendo a, b y ¢ tres nimeros cualesquiera, se tiene:

it

a (b+c) ab + ac

Dados tres nimeros cualesquiera a, b y ¢, entonces:

RO ——

Estas propiedades pueden generalizarse a cualquier niimero de factores.

Regla de los signos de 1a multiplicacién. E1 producto de dos factores
de signos igquales es positivo: (+) (+) = {#), (=) (-) = (+), y el
producto de dos factores con signos contrarios es negativo:

) =) =) > ) ) =06

En general, el producto de un nimero cualquiera de factores es positi-
vo, si el nimero de factores negativos es nule o par, y dicho producto
es negativo si el nimero de factores negativos es impar.

Para Tlevar a cabo la muitiplicacidn de expresiones algebraicas, hay
que tener en cuenta las tres siguientes leyes de los exponentes, en don
de a y b son niimeros cualesquiera y m ¥ n son enteros positivos.

I. a@an = am e

TE. (aM® = 4™

III. - (ab)™ = a"p"

NOTA: Las leyes de los exponentes en general se tratan con

mds amplitud en el M8dulo 5.

E1 producto de dos o mds monomios puede obtenerse empleando 1a regla
de los signos y las tres leyes de los exponentes.

Ejempios

Multiplicar:

1. (3a%x) (~2ax) = -6a"x?

2. (abc?) (-4ab3c) (—2a2bc2) = 8a'b"c’

300 3yh? 5xty?) = (9x*y®) (-5xPy?) = -45xTy®

" Producto de un monomio por un polinomio. Para efectuar esta multipli-
cacidn hay que tener en cuenta la ley distributiva de la multiplicacidn
respecte a la adicién, y lo ya tratado acerca del producto de dos mono-
mios.

Producto de un polinomio por otro polinomio. En esta operacion convie-
ne escribir el multiplicador debajo del multiplicando, ordenando ambos
con igual criterio de potencias descendentes de una misma literal, y es-
cribir en columnas de términos semejantes los productos del multiplica-
dor por el multiplicando, para efectuar con facilidad las sumas de di-
chos términos y obtener el producto buscado.

15
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Ejemplos
Multiplicar:
1. a%b (2ax - 3by) = a’t (2ax) + a%b (-3by) = 2a%bx - 3a2b2y

s —3cxy2 (5x% - 2a%cx - 7c2yz) =
(—3cxy2) (5x2) + (-3exy?) (-2a%cx) + (=3cxy?) (-7c?yz) =

+ 62t 2 o2+ ?lcaxyaz

n

= -15¢x° y
3. (x® + ax - 2a%) (3a® + x* - 2ax) =

XZ % gx = 2a2 ......... % % e BT S R 8 e Multiplicando

2 7B 00 ooy o8 W S w8 S R 8 " G
X = 2ax _+ 3a® ° lftultiplicador
x' + ax° - Zafx‘

- 2ax® - 2a%%* + Aan
3azx + 3a’x - 6a"

X = ax’ - a’x’ + 7a’x - 62" cveeninen Producto

Evidentemente los tres renglones anteriores al producto se obtienen
de multiplicar vespectivamente cada término del multiplicador por el
multiplicendo.

DIVISION

Defiricidn:
tablece asi:

FEs la operacifn inversa de la rmultiplicacidn y se es-

|
|
{ %—= c; b#0, sia=hbc
i

Donde a es el dividendo, b es el divisor y c es el cociente.  Aqui es
necesario que b no sea cero (b # 0) ya gue la divisidn entre cero no es-
td definida.

Cabe recordar que Ta operacion de dividir un nimero a entre un numero
b # 0 también puede escribirse:

atb=c y en algunos casos a:b=c

SRS

i

o

Propiedades

Propiedad divisoria de la igualdad.
ra, tales que a =b y ¢ # 0, entonces:

b
c

Si a, by c son nimeros cualesquie

ol

E1 reciproco de un nimero es el que, multiplicado por &ste, da como pro
ducto la unidad. Asi el reciproco de un nimerc:

a#0 es é- ya que a ('— J =1

Entonces la operacién de dividir un ndmero cualquiera a entre un nimero
b # 0, es Ta misma que multiplicar a por el reciproco de b

a__ X
T

Regla de los signos de Ta division.

tivo si el dividendo y el divisor tienen signos iguales:

(1 - (+)

I8
(& =)

Dicho cociente es negativo si los signos del dividendo y el divisor son

contrarios:

-0 o

A continuacién se anctan leyes de los exponentes aue se requieren para
efectuar facilmente divisiones. En ellas ay b # 0 son nimeros cuales-
guiera y m y n son enteros positivos.

~
<
—
o
N
5
]
[
5[5

siendd0 m>n (m waycr gue n)

Para dividir un monomio entre otro monomio hey que tener en cuenta la
regla de los signos de ia divisidn y las leyes de los exponentes que in
velucran a dicha operacidn.

ET cociente de dos niimeros es posi

17



18

Para dividir un polinomio entre un monomio, se divide cada término del
polinomio (dividendo) entre el monomio (divisor), sumando los cocientes
obtenidos para encontrar el cociente buscado.

Ejemplos
Dividir:

1. 6a%? entre -2a%x =

Solucidn
6a’x? _ 6 a’ §i _
—2a’x 2" afx T
2. -15x"%yz = -3x%y =
Solucidn

-15x"yz _ =15 x* ¥ 2 _ o
= - -l OF- 28 B St

3. (4a’bx’® - 6ab®x? - 2a3b“x“) + 2abx? =
Solucidn

-2a’p"x"
2abx”

~6ab?x?
2abx”

4a’bx3
2abx”

4a%bx® - 6ab®x® - 2a’p"x"*
2abx?

= 2ax - 3b - a?b¥x?

Para dividir un polinomio entre otro polinomio se procede como sigue:

lo. E1 dividendo y el divisor se ordenan segiin las potencias descenden
tes de una misma literal.

‘20. Se divide el primer término del dividendo entre el primero del di-

visor, siendo el resultado el primer término del cociente. Se mul
tiplica todo el divisor por este término y se resta al dividendo
el producto obtenido.

30. Se toma la diferencia obtenida como nuevo dividendo y se repite el
proceso anterior para obtener el segundo término del cociente.:

4o. Este proceso se repite hasta obtener una diferencia nula, o de gra
do inferior a Ta del divisor que constituye el residuc.

e

R S S i
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Si en una division el residuo es nulo, indica que el dividendo es milti
plo del divisor, o bien que el dividendo es divisible entre el divisor.
Puede explicarse también diciendo que el divisor es factor del dividendo.

As?, si el polinomio P es divisible entre el polinomio q el cociente C
es:

ol

Si el residuo no es nulo entonces:

P R
- 4=
Q Q

Donde R es un residuo de grado menor que el del divisor. Una expresidn

equivalente a la anterior es:

P=QC+R LB
Ejemplos
Dividir :
1. x> -84 - 5% entre x+ 7 ﬁ
Solucidn F

x = 12 «+e++... Cociente

Divisor: x + 7 !iz - 5x - 84 +++---Dividendo
%% 4 7x *++++++++«Producto por x
-12x - 84
-12x - 84 ...... Producto por -12
0 + 0 «ovvne Residuo nulo

Evidentemente x> - 5x - 84 es divisible entre x + 7, zsi puede

escribirse:

2. x* - x%y + 8xy? - x%y? - 5y* entre xy - 2y° +x’
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2.2.5

Solucidn

x? - 2xy + 3y2
2 +xy - 2y |X° - X'y - x°y° + 8xy° - 5y
% + X37 -2){2

=2’y + x7y° + 8xy3

4 =25y -2x%y% + bxy®
3x°y° + 4xy® - sy*
©3x%y2 + 3xy® - 6y"
e

9

2 2

En este caso el residuo no nulo xy® + y", implica que x
no es factor del dividendo, y se escribe.

b g8, 3.3 3 4 -3 4
e x‘\,z x°y* + 8xy 5y=xz—2xy+3y2+;z%—+L‘z‘

% + xy - 2y° xy - 2y

+ xy - 2y

DIVISION SINTETICA

Una forma simplificada de dividir un polinomio en x entre un binomio de
Ta forma x - r es aplicar la division sintética. Esta operacidn se pue-
de disponer convenientemente en tres renglones procediendo como sigue:

En el primer renglén se escriben los coeficientes gel polinomio ordena-
do segin potencias descendentes de x: ag, aj, az, ... a_, anotando un
cero en el lugar del cceficiente de cada potencia que nonaparezca. - El
nlmero r se escribe aparte, a la izquierda.

Se repite el coeficiente ag abajo de s mismc en el tercer rengidrn. Se
multiplica ap por r y se escribe el producte debajo de a; en e! secundo
rengién. Se suma a; con el producte apr y la suma a; + apr se escribe
en el tercer rengldn debajo de apr. Esta suma se multiplica por r, se
escribe el producte en el segundo rengién debajo de a, y se suma cen ap
escribiendo la suma en el tercer renglén.

Se sigue este procedimiento hasta zuctar los coeficientes del primer
rengldn, obteniende en el tercer rencién, tantos nimeros como coeficien-
tes hay en el primero.

Estos nireros, hasta el pendltimo, son los coeficientes de las poten-
cias descerdentes del cociente y el G1timo nimero de la derecha es el re
siduc. -

I
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Ejemplos
Dividir

1. 3x® - 22 -7 entre x - 2

2 3 =226 -7
fE 6 8 16
: I 348 9
o= :
i i Residuo
i !
l Coeficientes de x?, x y término indepen-
i diente respectivamente
{
r con signo contrario
Queda

3 2
EL - S N
=2 x -2

2. 4x* + 18x + 10x% - 9 entre x + 3

Solucidn

5 10 O 18 -9
=5 -12 6 -18 0
-2 6 0 -9

Que representa-

4x* + 10x® +18x -9 _ , 3 _ .2 .9
=3 = 4x 2% 4 6% 5 5

Ejercicics propuestos

Peducir términos semejantes:

1. 2ab - 3a? + 5b% - ab + a® - b?
2. 6x2 -3+ 4x-5-2x" +x

2 3 2

2
3. ad - 4x? + 5a%x - 3ax® - x° + ax® - 2ax

b4e oy szy -5xy?+ 2 5y -/3 ¥ 2 - 2x%y

193

i
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Sumar los polinomios dados en cada caso.

5. 7a-9+3a% 6~ a’+4a, 2a%- 5a

6. 4x> - 3xy + yz, 2xy + x% + 3y2, 9y2 - xy + 5%2 + 7
x% 4 6xy - 2

7. 5ax® - 2a%x? + adx, 3a% + 2x% + 7a2x2, 6a’x - 3ax®
x3 +a®+8

Restar los siguientes polinomios.

8. x* - 4x® +2x -5 menos - x® + 2x% - 3x - 3

9. 2a + b4by - 2cy2 + dy3 menos 2dy3 - 2by - a + 3cy2

10. Dados A =x*+2x% - 3x +1; B = 2x® - x% + 4x - 7;

C=d —® 6w = D

a) Calcular: A+ B - C
b) Hallar: A-B-C
c) Obtener: B - A-C

Efectuar las multiplicaciones.

11, (5ab?) (4a’b)

12, (-7x%%) (2axy)

13.  (-4a®x)® (3ax?) °

14, ° (7byz®) (-2ab2z)?

Multiplicar un monomio por un polinomio.
15. xy? (x% - 2y + &)

16. 12a%by (5ax? - 3b2xy - 4aby?)

17. (3x - 7b) por (x% + 2bx - 2b%)

+ a?,

B S

Multiplicar un polinomio por otro,
18. (x? + y2 - 3xy) por (2 - 3y + 2x)
19. (2" + 2% + ab + ab® + b*) (a - D)

o=

20. Gy - 29" + %) Qy* % - 25)
; .

Efectuar las siguientes divisiones.
21, (-4a"b?) = (-2a%b)
22. 18x2y"z3 = 3x2yz2
23, (-27a%bx%y%) + (9bx’y)
24, (2a%bx - 3a2b2y) entre a’b
25. (4ab®x® - 8b%x%y) + (-2b2x)
26. (21x%y? - 35ax%y%z + 49x*y) = (7x%y)
Dividir un polinomio entre otro.
27. 2x* - 4 - 11x - 5z entre 2x + 1
28, (x*+4x-3x% - 7))t (x -1+ x2)
29, (3x% - SXy3 + 39" - x*) ¢ x* + ¥? 2xy)
4

30 x + y“
i +.

x* - x"y +.xy° - y

-

Dividir y contestar, aplicando la divisién sintética.

3. P+ Tx -2+ 45%) ¢ (x+2)

32, (x* - x* %% - 2) ¥ (x - 1) ;Es factor (x - 1) del dividendo?
33, (4x* - 3x% 4 3% + Iy = (x +-%]
34, (ES divisible (x* - x + 5 - 5x%) entre (x - 5)?

23
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MODULO 3 PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION

CUADRO SINOPTICO

PRODUCTQS NOTABLES

CASOS DE
FACTORIZACION

1. Cuadrado de una suma

\

(a + b)? = 2ab + b°

I
[si)
+

o

. Cuadrado d. +na dife
rencia.

i

(a - B)% = a% - 2ab + b2

Trinomio cuadra-
do perfecto (ca-
so 3).

(8%)

. Binomios conjugados.

(a+b) (a~-1)

2 2
=a" -b

]

Diferencia de
cuadrados (caso
2).

4, Producto de dos bino
mios que tienen un
término comin.

(x+a) (x+0b)
=x* + (a + b)x + ab

Trinomio de se-
gundo grado (ca-
so 5).

5. Producto de dos bino
mios con un término
semejante y el otro
no comin.

(ax + b) (ex + d) =

= ac:® + (ad + be)x + bd

Trinomio de se-
gundo grado (ca-
so 7).

6. Cubo de la suma de
un binomic.

(a +b)? =

= a® + 2a% + 3ap? + 1°

7. Cubo de la diferen~
cia de un binomio.

(a-1)?=
= a® - 3a%b + 3ab? - b°

Cubo perfecto
(caso 9).

8. Factores cuyo produc
to da una suma de cu
bos.

(a+ D) (a® - ab + b2)

=a¥+p?

0

. Factores cuyo produc
to da una diferencia
de cubes.

(a - b) kaz + ab + bz) =

o gd - p?

Binomio de la
forma:

T ¥ yn (caso 6).

10

Preducto de dos bine
mios que mo tienen

un té&rmino comun.
e

(a+b) (c+4d) =
= ac + ad + bc + bd

Polinomio de cua-
tro términos (ca-
so 4).

25



Objetivos especificos

L. (@a+1b)? = a® + 2ab + p2
2. (@a-1b)?=a%- 2ab+ 127

I (@%b} fa-Bywal- 3o

4o (x+a) (x + b) = x2 + (a +b) x + ab

5. (ax +b) (cx + d) = acx® + (ad + bc) x + bd 7

Al finalizar el estudio de este mddulo, el alumno: 3 4
6. (@+1b)° = a® + 3a%b + 3ap2 4 p? -

1. Desarrollarid expresiomnes algebraicas, haciendo usc de los pro- 3 3
(a - 1) = a® - 32%b + 3ap2 - p?

ductos notables:

~J

- Binomio al cuadrado. 8, (a+1b) (a?~ ab + b2) = 2% 4+ 33

a¥ - pd

n

~ Binomios conjugados. i
e . . oo , i ¢ 9. (a-b) (a® + ab + b?)
Producto de dos binomios que tienen un término comin y otro i

no comin. | 10. (a+b) (e +d) =ac+ad+be+ bd

— Cubo de un binomio.
- Producto de dos binomios sin términos comunes o semejantes.
Aplicando la propiedad asociati i
sociativa de la adicién y 1a i i i
ad piedad as propiedad distri-
butiva de 1a multiplicacidn respecto a.la adicién, 1los prgductos ngtgj

> bles pueden aplicarse también en a uno
- Monomio factor comun. [ 1 a1 ]g S dOnde apare
se cuenta ca i ’ S caso parentemente no
. ’ n el tipo correspondiente de producto.

2. Factorizard expresiones .algebraicas segiin los casos:

~ Diferencia de dos cuadrados.

- Trinomio cuadrado perfecto. ]
Ejemplos

- Polinomio de cuatro té&rminos.
- Trinomio cuadrado de la forma x°> + (a + b)x + ab. { Desarrollar-
" - Binomios de la forma x" + y® donde n puede ser par o impar. -
- Extraccién de un factor lineal de la forma x + b de un pelino L. (3x+2)? + (4x - 3)% = 9% 4 12 + 4 + 16x% - 24x + 9 =
mio en x. = 25%% - 12x + 13
~ Polinomio que es cubo perfecto. ; ' ‘ 2. (Sax 4 2b) (Sax - 2b) = 25225 _ gp?
35 (x+35) (x+4) - (2x+3) (3x-6) =
=x2+9x+20—[6x2+(_. 12 + 9) X-18]=
oW n—— L 4 = x* + 9x +20 - 6x® + 3% + 18 = = 5x2 4 125 + 38
: 4. (2x + y)3 - 3y - x)3 Il

]

; , &x® + 3 (4x?) y + 3 20 o8 THu 8

La frecuencia con que se presentan algunos productos suciere la conve- : + 5 a 2 )32, W o et 200~ 2 (95%) x +
niencia de memorizar las férmulas de los productos notables, éstas que ) & - Y

se presentan a continuacidn y que pueden comprcbarse de manera facil™ -
multiplicando directamente.

-
i

8x° + 12x2y + 6xy? + y? = 27y3 + 27xy2 - 9x2y +x% =
9x3 + 3x2y + 33xy? - 26y3
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3.2

50 (x+1) &P -x+ D)+ &+ +4) (x-2) =
=x*+1+x*-8=22%-7

6. (2x + a) (3y - b)

6xy - 2bx + 3ay - ab

7. (3+z+3) (3-2-3) =[5+ (z+3)]
=yl - (z+ N2 =3"-22-62-09

v
1
.
N
+
D
Nt
L=d
1t

8. (M+2v-3N2=[(u+2v) -3]%=
m+2v)2 -2 (u+2v) 3+09=
W2 4 4uv + 4v2 - 6U - 12v 4+ 9

I

i

FACTORIZACION

La factorizacién consiste en: Dada una expresidn algebraica que es el
producto de ciertos factores, determinar éstcs. E1 probleme de la fac-
torizacidn puede tratarse segiin Tos casos que se presentan enseguida,
Ta mayor parte de los cuales se fundamentan en los preductes netables.

Se presenta cuandc tcdos los términcs
Por ejenplo:

Caso 1. Monomio factor comin.
de la expresidon contienen un mismo factor.

ax +ay - az =a (x+y - z)

" Caso 2. Diferencia de dos cuadrados. La diferencia de los cuadrados

de dos expresiones algebraicas puede descompcnerse como el producto de
dos binemios formados con la suma y la diferencia de dichas expresiones,
como sugiere el preducto notable He. 3.

a? - b%2=(a+b) (a-1)

Caso 3. Trinomio cuadrado perfectc. Debe confirmarse que existan los
cuadrados de dos expresicnes con signc (+) y el deble producto de ellas
con signo (+) o (-). Este caso corresporde a los productes notatles 1
y 2.

a® & 2ab + b% = (a « b)2

B,

Caso 4. Polinomio de cuatro términos como el que aparece en el produc
to notable No. 10. Se puede proceder por partes asociando los térmi-

nos des a dos, aplicando el caso 1 y velviendo a aplicar éste:
ac+ad +bet+bd=a (c+d) +b (c+d) = (a+b) {4 d)

Caso 5. Trinomio cuadrado de la forma:

;] %2+ (a+b) x+ab= (x+a) (x+b)

estezcaso estd sugerido por el productc notable Mo. 4. FEI coeficiente
qe x° es uno, y el coeficiente de x se puede descomponer en la suma de
COS numercs a y b cuyo producto es el término independiente.

Caso €.

' 5 - n -
a2 Binomios de Ta forma x & y™ en que n es un ndmero entero po
sitivo. .

Eueden distinguirse cuatro subcasos ya sea que n sea par o imper, y el
signo (+) ¢ (~). Se podrd extraer un factor (x +7y) 0 (x -y) como se
consigra en la siguiente tabla.

| n } signo

1l factor

f a) impar - X= ¥

! b) impar + x+y

3 c) par - x-y) x+vy)

: d) par + No es factorizable

OEI sutcaso a) tiene una verificacign parcial en el producto notable No.

T

E1 subcaso b) 1a tiene en el producto notable Nc. 8.

E1 subcaso ¢) se basa en principio en el caso 2 de factorizacicn.

Caso 7. Trinomio cuadrado de la forma:

acx® + (ad + be) x + bd = (ax + b) (cx + d)
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Resulta ser el producto de dos binomios, uno de ellos con un término
semejante y el otro no comin. Este caso estd sugerido por el producto
notable No. 5.

E1 coeficiente de x se puede descomponer en la suma de dos niimeros (el
nimero ad y el nimero be), que mu]tig]icados (ad * be) den como produc-
to, el producto del coeficiente de x*, (ac) por el término independien-
te (bd); (ad - be) = (ac) (bd). .

Una vez obtenidos dichos nlmeros (ad y be) se descompone el trinomio
en una expresidn de cuatro términos descomponiendo segiin:
(ad + be)x = adx + bex y Se aplica el caso 4 de factorizacidn.

Caso 8. Extraccidbn de un factor lineal, es decir de primer grado de la
forma x + b de un polinomic en x.

Conviene buscar en forma tentativa los factores de la forma x * b que

pueda tener el polinomio por medio de la divisidn sintética, sabiendo
que un residuo nulo implica el haber dividido entre un factor.

Caso 9. Polinomio que es un cubo perfecto. Este caso se basa en los
productos notables 6 y 7. Se trata de polinomios de cuatro términos en
los que deberdn revisarse cuidadosamente 1os cubos de dos términos y
los triples productos del cuadrado de un término por el ctro con los
signos adecuados.

a® + 3a%b + 3ab?® + b? = (a +1b)d

a® - 3a%b + 3ab? - b® = (a-1)?

Ejemplos

Factorizar indicando el caso correspondiente .

1. 2ax® - 6a®x? + 10a’x = 2ax (x* - 3ax + 5a). (Caso 1)
2. 9a%x* - 16b%y? = (3ax?® + 4by) (3ax?® - 4by). (Caso 2)
3. x2 - 6ax 4+ 9a% = (x)2 - 2 (%) (3a) + (-3a)%2 = ¥ baw it

= (x - 3a)%. (Caso 3)
4. 3xy - 5% + 6bay - 10a = x (3y - 5) + 2a (3y - 5) =

= (x + 2a) (3y - 5). (Caso 4)

Factor probado

x? - 4x - 21, -4 =3-17y (3) (-7) = -21, queda
x2 - bx - 21 = (x+3) (x- 7). (Caso 5)

come

x% - 27 = x* - 3%, (Casc €), con n impar, signc (-). Se pue-
de extraer el facter (x - 3), el otro factor se puede escri-
bir tomande como modele el producte notakle 9, o bien se puede
obtener dividiendo (x® - 27) + (2 - 3) queda :
2227 = (x-3) (% +3x+ )

16a" - 81p* = ('_Za)'+ - (3b)“, (Caso 6), con n par, signo (-) ce
pueden extraer les factores (2a - 3b) y (2a + 3b) Puede co-
menzarse aplicando el casc 2, vy volvienco a aplicarlo.

16a* - 81b* = [ (2a)* ] - [ (3p)%]?

[(2a)% - 30)%] [ (2a)* + (30)7] =
(2a - 3b) (2a + 3b) (4&® + 9t7%)

]

6x> - 13x - 5. (Czso 7). Se deben buscar dos nimercs gine su-—
mados den -13 y multiplicecdos den -30 = 6 (=5). Dichos nime-
ros son -15 y 2. Se descormpone:
6x% - 13x - 5= 6x% - 15x + 2% - 5 y se aplica el caso 4.
6x> - 15x + 2x - 5 =

=3x (2x - 5) + (2x ~5) = (3x + 1) (2» - 5) asi
que: 6x% - 13x - 5= (3x + 1) (2x - 5)

x® - 4x? - 4x + 16.
empleard el casc 8.

Aunque puede aplicarse aqul el casc 4, se

A s T - i - s 2 * 3 i 0

i

Divisiln sintética Conclusidn

x+ 1 :}l 1 -4 -4 16 (x + 1) No es factor
-1 5 -1
1 -5 1 1540
x -~ ] +1] 1 -4 -4 16 (x - 1) Ye es factor
L =3 =7
1 -3 -7 940
x+ 2 =2 1 =4 -4 16 {(x + 2) ¢1 es facter
-2 12 -16
1 -6 8 0 =R
/ -

31
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Come un misme factor puede repetirse, se pruebz nuevamente el
facter obtenido.

X + 2 :EJ 1 -6 & El factor (x + 2) no
-2 16 se repite.
1 -8 2440

no- 2 2 1 -6 8 (x - 2) ST es factor.
2 -8
1 -4 0 -R

Los coeficientes 1 y -4 que resultar representan al ccziente
x - 4, asi que el peolinomio dado gueda factorizado como sigue:

2 - 4x® - hx 416 = (x4 2) (x - 2) {x - 4)

10, %°- 19x + 30. (Case 8). Si se precede con cuidade puede abre
viarse la escritura de la divisidn sintética operando mental-
mente y ne repitiendo los coeficientes del dividendo cuando un
divisor propuesto une ses factor. Por ejemplo:

Factor

Yactor probado Divisién sint@tica Propuesto y conclusién

4+ 1 5 1 € ~19 4+ 30 (x + 1) Y¥c¢ es factor
1 -1 -18 48 +

| Al 1 1 =18 + 1240 (= ~1) V& es factor.
. x + 2 =2 1 -2 -15 46040 (x+ 2) Nic es factor.

¥ - 2 +2] 1 é -15 Q =R (x - 2) 81 es factor

#3

%~ 2 jﬁd 1 o (x -~ Z) No se repite.

%+ 2 :El 1“ (x + 3) MNc es factor

x -2 +3[ 1 (x - 3% 81 es facter.

1 ¥ 5 representan a1l ccciente (x + 5) que también es factor, & -
per lo cual queds-

11

12.

13,

3, . ’ L
8x® + 12ax? + 6a’x + a’,aigservandc las potencias de » y de a,
la expresiér dada puede escribirse:

8x® + 12ax? + 6a%x + a® = (2x)% + 3 2x)%a 4+ 2 (2x)a? + &°

. ) 3 ~ ,
que corresponde al desarrollo de (2x + a)®, caso 9. Oueda-

8x¥ + 122x? + 62%x 4 a’ = (2% + a)s

x® - 2xy + y9 - 16. Los tres prireros términos forman €l cua—
drado de (x - y) y 1€ es el cuzdrndo de 4, as3 que pueden apli
carse los casos 3 vy 2 para tener:

¥2 - 2xy +y2 - 16 = (x - y)2 - 42 =

=(x-y+4) (x-y-4

Factorizar y mwultiplicer los factores:

(20)2 - (14)2 = (29 - 14) (29 + 14) =
= 15 (43) = 645

Ejercicios propuestos

Desarrollar

1. (3x + 4y) (3x - 4y)

2. (5x + 2a)?

3. (a® + ab)?

4o (bx - 7) (4x + 6) -
5. (2 -4 (-1
6. (3y - 222)°

7. (3m + bxy)?

8. (v+2a) (v’ ~ av + a?)
9. (4y* + 6y + 9) (2y ~ 3)
10. (3% - 4y) (2% 4 53)

A+l 4L -

(a-b+c) (a+b+e)

33
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13 (x+y+1) B+y+x)

14, (ax + 7) (3y + b)

Factorizar aplicando el case indicado, cuando se sediale.

15, (caso 1). 3ax® - 6a3xy + 9a’bx

16. (cases 1y 2). 8a? - 32p2 =

17. (caso 2). 16x% - (2y - 3)

18. (caso 3). Ya? + 12ab + 4b

19. (caso 4). 12vy + 9cy +

20. (caso 5). m? + 2m
21, (caso 2, dos veces
22.. (caso 6). x° - 97

23, (caso 7). 10x% -

3x

15

casoe

=3

24, (caco 8). x% - 7x + Ly? -

25. (caso 9). z® + 322 + 3z +

26, 4x*y? - (z + 1)2 =

28, a® - 4ab - 21p% =
29, - 8%+ 16 =

30. b® - 6b% + 12b - 8
31. 3xy + 9ax - ay - 3

32, 8a® +1=

33. 122% - 1122 + 22

34, x% - 3x - 4% + 18

35. Factorizar'y rultiplicsr los dos factores:

a) (52)% - (48)2 =

b) (55)% - (35)2

27. 4x® (p+q) - 64 (p + q)

2

a

2

2

Jex + 4x?

6). 8Ix* - loy"* =

10 =

. MODULC 4 FRACCICONES

CUADRC SINOPTICT
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Polinomio que es mGltiple de dos ¢

Miltiple comin.
mis pclinomios.

MGltiplo com@n con el mervr grade po-
sible.

Minimo comin miltipl .

Cociente de dos expresicnes algebrai-
cas.

Fraccién.

Grado del numeradcr < grade del dene-—
minador.

Fraccidn propia,

Grzdo del numerader s gradc del denc-

Fraccidn inpropia.
minador.

Cuando numeradcr y denorinacor son ex

Fraccidn algebraica
presicres racionales enteras.

simple.

Numerador o denominador con una o mas

Freccidn compuesta.
fracciones.

-
Fraccién simple dende los expenentes

Fraceidn racignzl en x.
de x son enteros y pcsitivos.

Fracciones simples que sumadas dan

Fracciones parciales.
una fraccidn racional.
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Objetivos especificoes

Al finalizar el estudic de este mddulo, el alumno:
L. THallard el minimo comir miltiplo de dos o mAs polinomios.
2. TIdentificard cuindo una fraccidn simple es propia o impropia.

3. Dada una fraccifn impropia la transformai3 en la suma de una
expresifn entera y ura fraccifn prapia.

4. Reducird uma fraccidén simple a sus té€rminos mis sencilles.

2. Efectuard cperaciones de adicién, sustraccidn, multiplicacidn
¥ divieidn de fraccicnes simples.

6. Simplificard fracciones compuestas.

7. TDescompondrd fracciomes racionales en sumas de fraccicnes par—
ciales.

CENFRALIDADES

S1 un polinemio es divisible entre otrc se dice que el primero es mil-
tiplo del segunde. Asi:

2 - %% es miltiplode x -1

Todo polinonic que es miltiplo de dos o mds pelinomios se 1lama mdlti-
plo comin de éstos. Asi:

es miltiplc comln de  (2x + 3y) y (2x - 3y)

Dos o mis polinomics tienen mds de un wiltiplc cemin.

E1 miniro coniin mdltiplo (M.C.M.) ce dos o més polincmios es el mGlti-
plo comiin que tiene el meror grade posible.

Ertonces, el M.C.I1. de dos o mds polincmios es igual al preducto de to
dos los factores diferentes de estes polincmios tomance cada facter con
el mayor exponente que aparezca.

Ejemplos

1. Determinar el M.C.M. de:

x? + 2%y + yz 5 Al

Conviene primerc facterizar los pelincmios dados:
2 2 N2

"+ 2xy +y° = (x4 y)

¥ -y = Gxty) x-y)

Los factores diferentes scn-

(x+7%)y x-¥)

El meyor exponente con (ue aparece (=+7y) vee 2y el de
(x - y) es 1.

Luego M.C.M. = (x + )% (x - ¥)
2. Obtener el M.C.M. de

w -k, ¥ -8 y x% - 4x? +bx

Tacterizando

¥2 - b= (x+2) (x-2)

2 o= (x - 2) (24 2x+4)

2

X% - Lx® 4+ by =% (x - 2)°

Luego M.C.M. = (x + 2) (x - 2)2 (xz + 2% + 4)x
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Se sabe que una fraccién es el cociente de dos cantidades que toman
los nombres de nurerador y denominacor. Asi en la fraccién p, pes el
rumerador y Q # 0 es el denominador. Q

Las operacicnes con fracciones se efectlan en Algebra del mismoc modo
que en Aritrnética.

Siendo la divisién la operaciér en la que se originan las fracciones,
tode 1c relativo a dicha operacidn es aplicable a las fracciones.

Urna fraccién algebraica es simple cuandc el numerador y el denominador
scn expresicnes racicnzles enteras, esto es, cuando los exponentes que
aparecen son solamente enteros positivos.

Son fraccicres simples:

3 2x + 1
x-2 x¥+2x+4 x -2

$i el grado del numerador es menor que el grado del deneminador se tra
ta de una fraccidn propia.

¢i el grado del numerador es mayor ¢ igual que el grado del denomina-
dor la fraccién es impropia.

Pe las tres fracciones anteriores las dos primeras son propias, la ter
cera es impropia.

Cespués de efectuar la divisidn indicada en una fraccidn impropia, és-
ta se puede escribir ccmo la suma de un polinomio (el cociente), mds
una fraccidn propia (el residuo) entre el denominador.

Para cperar con fracciones es fundamental el siguiente teorema: 3i el
rumerador y el dercminador de una fraccién se multiplican o dividen por
una misma cantidad nc nula, el valor de la fraccidn no se altera. Asi:

Las fracciones asi determinadas son fracciones equivalentes.

4.2 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

Una fraccion estd totalmente simplificada o reducida a sus términos

‘mis sencillos cuando no existe ningln factor comiin al numerador y deno-

minador distinto de uno.

Cuando una fraccién no estd totalmente simplificada, puede s1mpx1f;gig
se dividiendo numerador y denominador entre sus factores comunﬁs. o
ello conviene factorizar primero numerador y denominador para hacer
simplificacidn.

Ejemplos

Simplificar.
2+ x-6_(x-2) (x+3) _x+3

e x° - 5x + 6 x-2) (x-23) x -3
Evidentemente la fraccidn dada no estd reducida a Sis term:ggi
nés sencillos, el factor comin guesee DPIesenta €n &L MUMELaco
y denominador es (x - 2) gwe Se elimina al dividir numerador y
denowminador entre dicho factor. ‘qy .
- Jppdd (-4 (x - 3)

2. e

6= x  (&-x) (4+7x)

Se observa que el factor (4 - x) del denominador es el simétri
co del factor (x - 4) del numerador, luego transformando el nu
merador al multiplicarlo dos veces por (-1) + (x-4) (x- 3) =
= (4 - x) (3 - x) queda el factor comun (4 - x) que puede redu
cirse.

2 _ 70412 (k-4 x-3 _(4-%x) 3-x 3-%
= 16 -Xx‘ = (Z —x) G+x) G-x) (Gt+x) b4tx

3. Efectuar la divisién indicada en la fraccién impropia y simpli
ficar, si es posible, el resultado.

2%x% - 3x* - x + 4
x° -1

Efectuando la divisidn:

2x - 3
x% -1 12x3 - 3x" - x+ 4
2x} -2x
T -3k +x

-3){2 + 3
= 1
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4.3

4.3.1 Adicidn y sustraccidn.

p¥

Mk

Queda-
2% -3 — x4+ 4 x+1 1
e ) =2x - 3 +~;z:—T =2x - 3 + T
ya que:
x4 1 x+ 1 1

1 GFfFD -1 x-1

OPERACIONES ALGEBRAICAS CON FRACCIONES

Si dos fracciones tienen el mismo denominador,
Ta suma o diferencia de ellas se obtiene fdcilmente escribiendo la suma

0 diferencia de los numeradores entre el denominador comin. Asi:
a+1.b-3 _at+b-2
P X - X !
También
3x? 2 + 7 - 2%% - 7
x4 1 x +1 x +1

En esta forma se pueden sumar algebraicamente tres o mis fracciones
con denominador comiin.

Dos fracciones que no tengan el mismo denominador, pueden ser transfor

madas de tal manera que tengan un comin denominador para proceder como
se indicd antes. Dicha transformacidn puede hacerse buscando que las

fracciones tengan como comin denominador a un midltiplo comin de los de-
nominadores.,

En consecuencia, para sumar algebraicamente més de dos fracciones se
procede en la misma forma.

Ejemplos

Efectuar la operacién indicada.

1. Sumar |
% + a_+ §{~ a
2ax? ha’x

pero conviene que éste sea el ¥.C.M. de Tos denominadores.

41

Como el M.C.M. de los denominadores es:
M.C.M. = 4a’x?
Se transforman las fracciones dadas multiplicando numerador y

denominador de cada una por el factor que da como producto el
M.C.M. en el denominador.

x + a L X2 (x + a) (2a) & (x - a) (x) -
2ax? ha®x 2ax” (2a) 4ka®x (%)

_ 2ax -+ 2a? i x2 - ax - x® + ax + 2a’

. 4a’x”? ba*x*? 4a*x*®
Sumar :
! 3 2

+

x> -9 d x> + 3x  x° - 3x°

Factorizando los denominadores para determinar el M.C.M.
¥ -9=(x+3) (x-3)

¥+ 3x=x (x + 3)

x3 - 3x? = 3% (x - 3)

Luego el M.C.M. de los denominadores es:

M.C.M. = (x + 3) (x - 3) x°

Transformando las fracciomes y sumandolas:

x2 3 (x-3) x 2 (x+3) =

tEF) -9 =

(x +3) (x- 3) % A (x +3) (x - 3) x%
x2 +3x% - 9x + 2x + 6
(x + 3) (x - 3) %%

Simplificando queda:

P B __ 4x*-T1x+6
x> -9 %% + 3x  x° - 3x%° (x + 3) (x - 3) x*
Restar:
. 2% » x
x° —6x +9  2x° - 5x - 3
®-6x+9=(x-3)%;2x* -5x-3=(x-3) (2x+ 1)

M.C.M. = (x - 3)2 (2x + 1)
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4.3.2

2x 1 X » 2x (2x + 1) _
x> - 6x+9 2x° - 5% - 3 (x - 3)° (2x + 1)
) x (x - 3) e 4x* + 2x _ x* - 3x 5,
(x-3)% (2x+1) x-37 (2x+1) (x-3)2 2x + 1)
_Ax® 4 2% - X%+ 3x 3x® + 5x

-3 (x+1) (x-3Z 2x+ D

4. Sumar:

+
~
!
15}
]

(r - 8) (r2+rs+sz)__

N
N
+
-
i
"
N

Mu]tiplicacion y Division.

> + s + s°

E1 producto de dos fracciones es otra frac

cidn cuyo numerador es el producto de los numeradores de las fracciones

dadas y cuyo denominador es el producto de sus denominadores.

ac
bd

a.c_
b KT

Asi:

Esto se generaliza sin ninguna dificultad para mds de dos fracciones.

Por ejemplo, si se trata de multiplicar tres fracciones:

. . ace
bdf

=11}
o

2,
b

Para diviair una fraccidn entre otra, cabe tener en cuenta que dividir
una expresidn entre una cantidad, es ]o mismo que multiplicar Ta expre-

sidn por el reciproco de la cantidad. Esto es:

o'

e
u

o'jm

Esta operacidn se puede mecanizar facilmente si se multiplica

cruz" como se observa en el ejemplo:

llen

Ejemplos

Multiplicar y simplificar.

N CENA0) (x + 5%

1 2x . ax 2x (ax) - 2ax? -
¥ ta x-% @ T xZ-) 2@ +DxA-n
" __2x
(a+ 1) (1- %)
g, BPealbhd cBFcb=d (b =34 (88 - % - 5)
: b* - 1 3% -b -2 (b - 1) (3b* - b - 2)
Para simplificar conviene factorizar siempre que sea posible »
para reducir los factores comunes. Asi:
w2 -2b+1) (2b*-b-3) ___ (b-1)% (2b-3) (b+1)
(% -1) (367 - b ~ 2) b+ (b-1 (-1 (3b+2)
o 2b= 3
3b + 2
O] o R R A LT o
; 2x%y + 2xy° + 2y° 1 2x°y + 2xy° + 2y

G-y & +xy+y) & +y%) _

2x%y + 2xy° + 2y°

_x-y) & +y)
2y

Dividir y simplificar:

2y (x* +xy +y%)

4 §2_§=x2.2~—zxz_£{_
3 "2 3 x 3% 3
. ab O ab
> GRit @F RS TR T TR D R D
(Habiendo multiplicado "en cruz").
6 xz—é;x2+x—6= .(x2—4)(x2-1)_
Tox +17 % -1 (x + 1) (x> + x - 6)

e+ 2) (= 2) fx+ 1) (x-15=

(x +2) (x~-1)

(x+1) (x+3) (x-2) x+ 3
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FRACCIONES COMPUESTAS

Definicidn: Una fraccidn compuesta es aquélla que tiene una o mis
fracciones ya sea en el numerador o en el denominador.

Ejemplo
Ix = 2 1
x" + 1 x 2
x4+ 1 e x=1 %4+ 3
X x4+ 2 4 - x
-5
b4

Simplificar una fraccién compuesta es transformarla en otra fraccién
simpie, reducida a sus términos mds sencillos que sea equivalente.

Una forma de lograrlo es transformar el numerador y el denominador en
fracciones simples, (si no lo son) y efectuar la divisién como se dijo
antes. Asi:

Cuando una fraccidn compuesta tiene la forma:

o'lp

(A e]

ay d se 1laman extremos, b y c son los medios.

Una regla sencilla para transformar una fraccidn compuesta como la an-
terior en una fraccidon simple, es escribir el producto de los extremos
entre el producto de los medios. Por ejemplo:

extremo ++-» a
_ ad producto de los extremos o

medio seuses. C bec producto de los medios

extremc ..... d

Ejemplos

Simplificar las fracciones compuestas.

Xy, . P -x_ -9y

X v x (3° - x)

Conviene tener cuidado para no confundir la raya del quebrado
principal con otras que aparezcan.

2, a+1 a-1 (a+1) (@+2) ~(a-2) (a-1

a-2 a+2_ (a - 2) (a +2) _
8 4 (a-2) + 8 &
i a-— 2 a- 2 y

Jat D) (a+2) ~(a-2) (a=1) 7 (a-2)
(a~2) (a+2) ta

_fa+1) (a+2) - (a~-2) (a-1)
ba (a + 2) -

a® +3a+2-a>+3-2_
La (a + 2) -

- 6a _ 3
ba (a+2) 2 (a+2)

el L
1 -~

El denominador es, a su vez, una fraccidn compuesta que habra
que simplificar primero.

1 = Y I~

1. 1 v
. + L y-+1 v5 41 yo+1
b y

Simplificande el numerador también separadamente.

L pyeligelly -5}
y -1 y -1 y-1

45
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Dividiendo las fracciones simplificadas del numerador y denomi
nador.

y2

-y + 1.9 £l G-y +D G2+ - y2 +1
v -1 1 G- G-y+1) "y -1

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION RACIONAL EN UNA SUMA
DE FRACCIONES PARCIALES

Una fraccidn racional en x es una fraccidon simple donde los exponentes
de x son enteros positivos.

Como ya se dijo, la suma de dos o mds fracciones algebraicas simples
es una fraccidn cuyo denominador es el minimo comin miltiplo de los de-
nominadores de las fracciones dadas, por ejemplo:

= N SR S x® + 23x - 18
x+2 -1 2%-1 x+2) (x-1) 2x-1)

Ahora se trata de resolver el preblema inverso, o sea, descomponer una
fraccidn dada en una suma de fracciones simples mis sencillas, que son
las fracciones parciales de la primera fraccién.

En 1a igualdad anterior, las tres fracciones del ler. miembro son las
fracciones parciales de la fraccion dél 2o0. miembro.

Se consideran solamente fracciones racionales propias con una sola 1i-
teral, es decir fracciones propias donde el numerador y denominadcr son
polinomios de una sola literal con exponentes enteros y positivos. El
caso de una fraccidn impropia se trata, como ya se dijo, descomponienco
la fraccidén en un polinomio mds una fraccidén propia.

Es indispensable factorizar totalmente el derominador de la fraccidn
que se va a descomponer, ya que la descomposicion depende de los facto-
res de dicho denominador.

La descomposicién de una fraccidn racional en fracciones parciales se ba

sa en el siguiente teorema, que se enuncia sin demostracidn.

’

Toda fraccidn propia reducida a su minima expresidn ‘puede expresarse €O

mo una suma de fracciones parciales de los siguientes tipos:

1. A cada factor de primer grado axz + b que no se repita corc factor
de} denominador, corresponde una fraccién parcial ce la fcrma:

A
ax + b

En donde A es una constante distinta de cero.

2. A cada factor de primer grado ax + b que aparezca k veces como fac
tor del denominador, corresponde la suma de k fracciones parciales ce
Ta forma:

Ay Ay Ak
S '}'_—(ax o b)z

ax + b i (ax + b)*

En donde- A:, Ay - Ak son constantes y Ak £ 0

3. A cada factor de secundo grado ax? + bx + ¢ que ro se pueda facto-
rizar y que aparezca una sola vez como factor del derominador, corres-
ponde una fraccidn parcial de la forma:

Ax + B
e T2
ax® + bx + ¢

Dunde 4 y B son constantes y al menos una de ellas no es cero.

4. A cada factor de segundo grado ax® + bx + c que no se pueda facto-
rizar y que se repita k veces como factor del denominador, corresponce
la suma de k fracciones parciales de la forma:

A1x + By Asx + B2 Agx + By
+ R e e
ax® + bx + ¢ (ax? + bx +c)*° (ax” -~ bx + ¢

En donde A;, Bi, Az, Ba, ..., A > By son constantes y A, y By

k

no son simultaneamente nulas.

Todas las constantes 4 y B de los cuatro cascs dades antes deben ceter
minarse apropiadamente por alguno de los dos preocedimientos sicuientes
que se ilustran con ejemplos

1. Se establece un nimero de ecuacicnes que cortencan a ias incdgni-
tés 4, B, etc., 1oua1 al niirero de éstas y se rc¢ue]ve el sistema forma
do.
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NOTA: Si el estudiante no tiene practica en la solucidn de siste-
mas de ecuaciones, se recomienda consultar previamente el M&dulo 7.

2. Se escribe la identidad que resulta de multiplicar los dos miem-
bros de Ta igualdad establecida en el planteamiento de 1a descomposi-
cidén por el denominador de l1a fraccidn, y se desarrollan los productos
indicados. Sc agrupan los términos de cada una de las potencias de la
literal que se tenga y se igualan los coeficientes de las potencias
iguales de ambos miembros de la identidad mencionada. De las.ecuacio-

nes que resultan se determinan los valores de las constantes A, B, etc.,
buscadas. :

Ejemples

Descomponer la fraccidn dada en sus fracciones parciales.

1 x> + 23x - 18

(x - 1) (x+2) (2x-1)

~Los tres factores de primer grado del denominador no se repi-
ten, luego la descomposici&n comprende tres fracciones cuyos
denominadores son estos tres factores ¥ cuyos numeradores son
las constantes A, B y C por determinar. Queda la identidad.

x® + 23% - 18 B g B 6
x-1) x+2) (2x-1) x-1 x+2 2x-1

Mulviplicando ambos miembros por el denominador de la fraccidn
dada resulta:

W4 2x-18=4 (x+2) (x-1)+B (x-1) (2x~1) +
+ Cxx=1) (x+ 2)

Esta igualdad que es una identidad debe ser cierta para cual-
quier valor de x. Entonces para aplicar el primer procedimien
to indicado anteriormente, a fin de determinar los valores de
A, By C, se necesitan tres ecuaciones que se obtienen dando a
x tres valores distintos. "
0

A (5) (1) luego A =2

Para x = 1 1+ 23-18-=

Para x = -2 4 ~ 46 - 18 = B (-3) (-5) de donde B = ~4 ,
Y 1,23 = el 3 J e ¢ =

Para x = 5 7 + 7 18 = C( 2 )( 2) luego C = 5
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Por lo tanto la descomposicidn deseada es:
x% + 23x - 18 o By B e JID
x-1) (x+2) (2x-1) =x-1 x+ 2 2x -1
x* + 1
o T
x (x -1

Se presentan en el denominador los factores de primer grado, x
s 4

sin repetirse y (x - 1) repetido tres veces, asl que el plantea

miento de la descomposicifn segln el caso 3 es:

3
X +1 _A B I
x (x -~ 1)° T ox o x -1 i (x - 1)° tx ~ 1)°

Multiplicando ambos miembros por X (= - 1y
¥3 4+ 1=A (x- 13 +8x (x- 12 +Cx (x-1)+Dx

Desarrollando en el 2o. miembro y agrupando términos segin po-
tencias de x para aplicar el segundo procedimiento.

x3 4+ 1 =Ax® - 3Ax?+3Ax -~ A + Bx® - 2Bx? + Bx + cx? - Cx + Dx

(A+B). x>+ (-34-2B+C) x* + (BA+B-C+D)x-4A

e
w
%
-
il

Igualando los coeficientes de las potencias iguales de x en
los dos miembros:

A+ B =1 . v en (1)
- 34 -2B+C=0 v wow (29
3L +B-C+D=0 ...(3)
- A=1 e (B)
De (&4): A = -1. Sustituyendo este valor en (1) resulta:
B=2 Sustituyendo A = -1 y B = 2 en (2) cqueda.
c=1 Finalmente con estos valores queda segln (3).
N o= 2 Por lo cual la descomposicidn buscada es:
3
x* + 1 -1 2 1 P
R + +
G- s Rl - D
1
%" +

Factorizando el denominador se tiene:

1 .. 1
X +8 (X -2x+4) (x+2)




50

Aparece el factor de segundo grade no repetido (x% - 2x + 4)

¥y el factor de primer grado (x + 2) que tampoco se repite, en-

tonces, segin el caso 3 debe tenerse:

1 Ax + B

+

i c
(x5 - 23:+ 4) (x+2) xF-2x+4 x+ 2

De aqui:

1= (Ax+B) (x~2) +C (x2 - 2x + 4)
Frocediendo como en el ejemplo anterior:
1= ax® + 242 + Bx + 2B + Cx? - 20x + 4C

1

]

(A+0C) x>+ (2A+E - 20) x + (2B + 4C)

Igualando coeficientes de potencias iguales de x.

A+C=0 oww (1)
28+ B~-2C=0 sow (2)
2ZE+4C =1 s (3)
De (1) A = -C .o (8)
be (3) B = A€ ven K53
. My " e 1 - 4C
Sustituyendo (4) y (5) en (2): 2 (-C) + gt 2C=0
-4C+1-4C-4C=0, 120=1 1luego C = E%-. Sustituyendo este
valor en (4) resulta: A = —-fi . Sustituyendo el valor de C en

(5) se obtiene B:

S TN S .
R 1 12%7 3 iz
W+ 8 (X -2x+4) (x+2) % -2x+6& o x+2

~x+ 4
12 + 1 _ b =i o I 5.
X2 - 2x 4+ & 12 (x+2) 12 (x* -2+ 4) 12 (x+2)

4 25> + x + 3
3 =+ 1)2

El denominader presenta un facter de 2o0. gradc repetidc dos ve-
ces, asi que gegiin el caso 4 la descomposicidn en fracciomes
parciales es:

2% +x+3 _Ax+B ., _Cx+D
&FF O* ¥+ 1 (x4 D7

saultiplicando por (x* + 1)2

2%x3 + x + 3 = (Ax + B) %2 +1) +Czx+D
= Ax® + Bx2+ Ax + B + Cx + D
=Ax® +Bx2 4+ (A+C) x+B+D

Igualando coeficientes:

A=2
B=20
A+ C=1 lvego 2+ C=1 por lo gue C= -1
B+D=23 como B=0,D=3
La descomposicién solicitada es*
2% + 2+ 3 i 2% L= X + 3
&+ D7 ¥+ 1 @+ D

Ejercicios propuestos

Hallar el M.C.M. de los polinomios dados, dejédndolo en ferma facto-
rizada.

1. 6xy2, hxay, 36xy

2. b -4, % -1

3. 2x* 4+ 2x -4, 3xE +T7x+ 2

51
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4, x* - 8x* - 9, 4x® - 36x%
5. 2m°® + m® - 3m, mz-n—m+mn, 2m? + 2mn + 3m + 3n

Simplificar:
a® + ab L

b T

~
=
k1
1
(Y

Efectuar la divisifn y simplificar si es posiblé.

x3+4x2—2x+1_

4 x 1 B

Efectuar la suma algebraica, o resta indicada.

a a Ja _
10. 5~—m+7§—
e

=2 T

L +1 3 -
12 x + 1 x+x—1
3m - 1 2m + 5 .
13. Restar e — = 9"
e B SBos 2.
3 m-1 m

3 -
15. Restar wogey (2y - 3) =

16. L-x T4x Iz

2+x 2-x x2-14

3 2 1 i
e s ggritsiz- " "+ -3 "
5x’y . _9a%b _ o @
T
2 ,
X x y+.1l'
19. —-z——y_l "

ax . {x _al
20, a+x [a X]

20 . o2
21, (%% - 2xy - 3y?) =3 £S 9y 1

- bxy + 9y° 7x+21y:

Dividir y simplificar:

9ab® . 27ab _
34x 175

23, 2=b .z -x
x -2y 2b- 2a

xz—x—6%xz—6x+9=
x -x=-2 x +8z+7

11

s 805
. 5 -
2t
1o

27 =
= 1
te B §

28, +—= =
-
et

x -6

29 3—xz-6x+8_-

'2+ x ¥ 7 .
x> - 2x - 8

0, Ha—t =
2

i 1

1 ==

X
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34

3L,

325

33

X =5 -
(z+ 1D x-1)

7 -8 _
(2% - l)2

x2+3x -1 "
x - 2) (xZ +5)

1 - 13x - 10x? _
(2x* +2x+ 1) (x - 2)
3x% + 4x - sl

=+ )%

3
x® 4+ 2x% 4+ 3x

Descomponer en fracciones parciales.

I

MODULO 5 EXPONENTES

CUADRO SINOPTICO

LEYES DE LOS EXPONENTES

SIGNIFICADO

EJEMPLO

Producto de varias
potencias de una
misma base.

3x5y2 i 2x2y3 =

= (2)x5+2y2¥3

Potencia de una po
tencia,

(2x%)% = 2%°°7 =

= gx'®

Potencia de un pro
ducto.

(5xy)z 25x2y2

Potencia de una
fraccién.

[103x3)= (10ax)® »
{ Sby (5by)* ~

_1000a°x® _ 8a®x®

TTI1256%y° T bYy°

m
v a _ m-n ) o
e Cociente de dos PO | x'b’ _ u-2 ,s-6.
4 tencias de una mis x°b°
ma base. 2.2
sim>n =x"b
n 3.2
a 1 3 6x N 2 .
VI == Cociente de dos po E'SXT = TF-3Esr <
n n-m _ = X"y x7 %y
a a tencias de una mis
ma base - 2
% =
sin>mn Xy
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Objetivos especificos

Al finalizar el estudio de este module, el alumno:

1., S8implificari expresiones algebraicas, aplicande las leyes de
los exponentes.

2. Efectuarid operaciones com exponentes fraccionarios.
3. Identificard un exponente fraccicnario de un exponente negativa

4, Efectuari operaciones con exponentes negativos.

LEYES DE LOS EXPONENTES

La expresién a™ en donde 21 nlmers a cualquiera se le 1lama base ¥ n 5
un nimero entero pesitive 1lamado exponente, representa el producto de n

 factores iguales a a, diciéndose que am es la enésima potencia de a. NO

se acostumbra escribir el exponente 1, y las potencias a?y a’reciben el
nombre de cuadrado de a y cubo 'de a, respectivamente.

Si m ¥ n son niimeros enteros positivos y a y b son expresiones qlgebral
cas cualesquiera con la condicién de que al aparecer en un denominador
Mo sean nulos, se tienen las siguientes leyes de los exponentes.

"R oot o i - (BB T (R L i e Tin Mmoo o cieoin o

}.ﬂ:. Leyes ‘de Tos exponentes.
I. z-1]:"":<.1m=am‘l-n
m.n mn

II. (a) =a

i g+ hm

IIT. (ab)™ = a™p™

| b BT
: -
| V. - = g sim>n
; 2"
m .
i vi. P e~y yisn
n n=-m
i a a
;
‘ Eiemplos
1. 3x®y? - 2x%y% = 3 (2) x5 * 2y2 * % 2 637y5  (aplicands 1),
: T2, (2% = 2% ()% = 8x!®  (aplicando IX y ITI).
3. (5xy)? = 25x°y*  (aplicando III),
k 3 3 a_3 W]
10ax (10ax) 1000ax 8ax §
i 4. = = =
i ( Sby) ( Sb)')a lzsbdyg bdyd (apllcando IVy III).
| 48 } i - g '
5. ok &* 7 %) (0° T8 = x?p?  (aplicando V),

Gudvt . 2 2
6. 3_“5_2.5_= T —T = % (aplicando VI),

Debe tenerse en cuenta-que estas Teyes han sido establecidas para expo-
L Nentes enteros y positivos. Si se consideran en casos donde 1os ‘exponen
iy tes no son enteros ¥y positives, es necesario establecer el significado ~
que 'debe darse a los exponentes fraccionarios y negativos.
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5.2  EXPONENTES FRACCIONARIOS Y NEGATIVOS

Sea q un nimero entero positivo y por tanto 1/q una fraccidn positiva,
considérese el significado de 1/q como exponente, o sea, el significado
de ., T ; cuando q # 0. Para que 1a primera ley de los exponentes sea
vdlida para este exponente fraccionario, deberd verificarse que:

11 i 1 pla o X [;}1
aq aq aq - aq = :a 4 1= a 4 = a

q factores

Q|

1 i "
Esto es, . debe tener la propiedad de que su potencia de grado q cea
; a
' igual a a. Por 1o anterior se define a 5 Ccomo una raiz de indice q
de a. a“® :
1
q
aq= Vv a

, En donde el simbolo v se 1lama radical y el entero positivo q es el
4 indice de la raiz.

Para q = 2 se acostumbra omitir el indice, que corresponde a la raiz
cuadrada.

o

5.3 RAICES PRINCIPALES

Cualquier nﬁmgro excepto cero tiene q raices distintas de indice q. Por
ejemplo: ET niimero 4 tiene dos rafces cuadradas, que son + 2, - 2. Pa-

ra evitar ambigiedad seasignara a 1 un valor dGnico 1lamado raiz prin
cipal que se define como sigue: ad

118 Cuandq el indice q es par. Si a es positivo, existen dos rajces
reales de igual valor absoluto y de signos contrarios. En este caso, 1a

raiz principal es la raiz positiva. Asi la raiz cuadrada principal de 4
es + 2 que se escribe 41/2

F 1T F 1P Y OF O1:-1 1 )

e o RS
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2. Cuando el indice q es impar. Si a es positivo, existe solamente
una raiz real que es positiva y que se toma como la raiz principal. Si
a es negativo, existe una raiz real negativa que se toma como la rafiz
principal. Por ejemplo:

E1 valor principal de 1a raiz cibica de 8 es + 2, representada por g1/3
el vaT?r principal de la raiz clibica de - 8 es - 2, representada por
(__ 8)1 3_

1 -
Cuando a es negativo y q es par, g no representa’un nimero real.
a

Ejemplos
1. (16y*)12 = /Toy? = 4y

2, (aX)!/k = "Vax

Generalizando, si p y q son enteros positivos, para que se verifique la
segunda ley de los exponentes se deberd. tener que: E

De donde por definicidn:

;% VR

Es decir que % significa la raiz de indice q de 1a potencia de grado
p de a. a

Ejemplos

1. 8213 = 3/87 = 361 = 4

2. (3%)%/% = V(30)° = /243x°

=
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Si se toma dnicamente 1a raiz principal, una potencia de exponente frac
cionario se puede calcular efectuando la potencia y la raiz en cualquier
orden, asi que en un exponente fraccionario, el numerador de este corres
ponde a una potencia y el denominador a una raiz.

E1 exponente negativo se origina al dividir dos potencias de la misma
base cuando el exponente del dividendo es menor que el exponente del di-
visor. Asi por ejemplo: '

3
= . X
L o bien =7 =x =X

Toda cantidad elevada a un exponente negativo, equivale a una fraccidn
de numerador 1 y cuyo denominador es la misma cantidad con el exponente
positivo.

=m ¥
a =
n

n

De acuerdo con esto, de los ejemplos anteriores:

-y

at =1 =
a ¥ ESE

Seglin 1o anterior, cualquier factor del numerador de una fraccidn se
puede escribir en el denominador y viceversa si se cambia el signo de
su exponente. Por ejemplo:

-2, -3
Sea la expresién i__'wg;:s

De acuerdo con el significado del exponente negativo se tendrd:

-2, -3 ¥_5 5
a ‘b = X'y = XV
X 'y > &b 1 a%

Se observa que los factores a=2 y b~ que aparecen en el numerador de
la expresion original con exponentes negativos, pasan al denominador con
exponentes positivos y los factores x~* y y=5 que estdn en el denomina-
dor de la expresidn original con exponentes negativos, pasan al numera-
dor con exponentes positivos.

e

A O A 5 SO 355 e

o

El eipgnente cero proviene de dividir potencias iguales de 1a misma ba
se. Asi: N

]
»
1]
o

Por lo anterior se puede concluir que toda cantidad elevada a cero
equivale a 1.

En efecto, segiin Tas leyes de los exponentes:

2

a -
pero St |
4 n

a

Ahora bien dos expresiones iguales a una tercera son iguales entre sf7,
por 1o tanto:

Ejercicios propuestos

1. Efectuar el siguiente producto:
(-bxy®z) (-2xyz) (xyz*)

2. Desarrollar:
(7x5y62852

3. Desarrollar:
(3x2y? - 7x3y2)?

4., Simplificar:

2a’px - 3azb2y - 2a’p8
a’b

e
o—
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10.

11.

12

13.

14,

15.

.
'—2'2 =

Simplificar:

18x*y®z2

36x°y 2z

Expresar con

nylz

Expresar con

3/2 _1/

X s ¥ s 2

Expresar con

3X2/7’ yw/s,

Expresar con
Yy
Expresar con
3‘/}‘(7 S’ZY—F
Expresar con
5a 5/52;?;?

Simplificar:
o

Escribir con
A2, =3
aZb ¢ ®
Escribir con
a-x/zx-z

3a:"};2y'I

Escribir con
«2/3 ~-1/u
x“yz™/

signo radical:
signo radical:

1/s

signo radical:

2217

exponente fraccionario:

exponente fraccionario:

exponente fraccionario:

exponentes positivos:

exponentes positivos y simplificar -

exponentes positivos y simplificar:

NG

R

Expresar con signo radical y exponentes positivos. Simplificar.

%3/
16. §=z7?

17. (232
18. (X-1/2)1/3

Expresar con exponentes positivos.

19, 2 Vx‘sy'
2/3
20. £
Vx°
~2 /3
21. 3707
o

22. Escribir en cada paréntesis de la columna derecha, la letra
del inciso de la columna izquierda que complete una proposi-
cidn correcta. :

TR m- n
a) (a) puede expresarse como: () a
m _ min
b) a a" puede expresarse conc: () a /
at :
c) — si m > n, también se (D ys/u
a escribe:
3/2 : . " -5
d) x expresado con signo radical? () x
ey & v expresado con exponente frac () a%?
cionario?
1 m+ 1
£) - expresado con exponente nega () a
tivo:
g) El valor x° es: ¢ ) 3/%2
R
h) = si m < n también se escribe: () 1
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i) La raiz principal de 91/2 es:

3
" a
i) (FJ se puede escribir:

)

()
)
)
)

G

S

e ——

MODULO 6 RADICALES

CUADRO SINOPTICO

LEYES DE LOS RADICALES

EXPRESION DEL LENGUAJE COMUN

1. Ya "o = "/ab

El producto de raices con el mis-
mo Indice es igual a la raiz del
producto de los subradicales.

IT. — = /=

El cociente de dos raices con el
mismo Indice es igual a la raiz
del cociente de los subradicales.

i, /Ya="va=/

La raiz n de la raiz m de un niime
ro es igual a la raiz mn del nime
ro e igual a la raiz m de la raiz
n cel niimero.

A
A
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Objetivos especificos

Al finalizar el estudio de este mddulo, el alumno:

1. Efectuard en expresiones algebraicas, la extraccidn e introduc-
cidn de factores en radicales.

N

Efectuari la racionalizacidn del denominador de una fraccién.

GENERALIDADES

La expresion Y7 representa la raiz principal de indice q de la canti
dad "a". Al simbolo ,/ se le 1lama radical y a la cantidad "a" bajo
el radical se le nombra radicando o subradical; al nimero entero positi
ve q, como se menciond, se le denomina indice de la rafz 6 indice del
racical.

En el Médulo 5 relative a exponentes, se establecié qlie:

lo cual indica que es posible sustituir los radicales por exponentes
freccionarios, por tanto, las operaciones con radicales pueden efectuar
se utilizando las leyes de los exponentes, entendiéndose que la raiz
utilizada es la raiz principal.

6.2

6.3

LEYES DE LOS RADICALES

n m
1. Wz © Vb = Vab
Ejemplo 1 Vax %@; = -iabxy
m
/a -
LI = /a pata b # 0
m v/ b
Vb
6 3
V2a /2a
Ejemplo 2 i ] e
jemp . =
Y3b
n mn m
III. / = va = [
J/ Wa J Sa
Ejemplo 3

Y (a}/2)1/3 = a1z 1/E = gtle Ya

EXTRACCION E INTRODUCCION DE FACTORES EN RADICALES

La extraccién de factores en radicales se 1leva a cabo comiinmente en
la simplificacidn de radicales.

Se dice que el radical Y3 ests simplificado cuando satisface las si-
guientes condiciones:

a) E1 subradical no contiene factores afectados de exponentes mayores
que el indice q del radical.

b) ET1 subradical no contiene fracciones.
¢)  El1 indice del.radical es el menor posible.

En el inciso 6.4 se estudiara otra forma de simplificacidn de radica-
les Tlamada racionalizacidn.
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Ejemplo 4
6.4 RACIONALIZACION

Simplificar los siguientes radicales: . i

Racionalizar el denominador de una fraccidn consiste en convertir una
fraccién cuyo denominador es irracional en una fraccién equivalente cuyo

" 4
a) Bt b) /2‘7 e Y27 ! ! !
) : denominador sea racional.

Cuando se racionaliza el .denominador irracional de una fraccidn desapa-
rece ‘todo signo radical del dencminador. Se presentan los siguientes ca

S0s:

Solucidn

Caso 1.- Racionalizar el denominador de una fraccién siendo éste un mo
nomio.

w

a) */8a® = 3/2%,%,% = 25 332

Jom o T
) 27 27 2 3 g
D)/ il b . 2B Cuando se presenta este caso, se multiplican los dos términos de la
V> /3 V2 fraccién por el radical del mismo ndice que el del denominador, que mul
tiplicado por éste dé como producto una cantidad racional.

o Y727 = 35%: 33/6 _ gl/2 i

Ejemplo 6
i Esta op?racian es inversa a la simplificacifn de radicales. Para Racionalizar el denominador de 3
g 1ntrodu91r el coeficiente de un radical bajo el signo radical se ) /2x
z}ev? dicho coeficiente a la potencia que indique el indice del ra
ical. = s
i Solucidn
s ‘ ; fe
; . kR - Se multiplica numerador y denominador por Vox .
:
Ejemplo 5 _ ’ —_ i"/H=32‘/§;{= B 32/2;
X
; ) ) : V2x  /2x 2% a
Introducir bajo el signo radical:
Ejemplo 7
Racionalizar el denominador de :
a) 3a® %a% : b) (1 - a)V i_"‘i V9a
- a
Solucidn
Solucidn A /
El denominador %9a = 3 32,5, Para que en el denominador quede una
: raiz exacta hay que multiplicar:
3 4 i
a) 3a? Voo, = Yo mn.. s +i
a“b (3a%)3 a’b = 27a%p ‘ 4 3/3%a  por 3/3a%

v para que la fraccidn no se altere se multiplica también el nume-
rador por:

1+ 1 - .a)* iy
b) (l-a)\/ﬁ= @ e e (R N Sy S ey

SPPN A

e




3 -7 = =
2 _ 2 Y08 _ ) 3‘/‘33.2 - 2 3‘/332
Voa WFa Y3z WA 3a
Caso 2.- Racionalizar el denominador de una fraccidn s1endo éste un bi

nomio que contiene radicales de segundo grado.

Cuando se presenta este caso, se multiplican ambos términos de la frac-
cién por el conjugado del denominador y se simplifica el resultado.

Binomios conjugados. Dos expresiones que contienen radicales de 2o.
grado como ;7 4+ &y /a - J/p -0 bien, a4+ g y a-h ,

que difieren sclamente en el signo que une sus términos, se dice que son

conjugados. Asi el conjugade de 3 5 - 5 €S 3 5 4 s
el conjugado de 4 -3 /5 es 4+ 3 /5
ET1 producto de dos binomios conjugados es racional. Asi:

BVZ -/5)GBY2+/5)=0BV2)-(/5)?=18-5=13

Ejemplo 8

Racionalizar el denominador de:

4 - V2
2+ 52 :

Solucidn

Se multiplican el numerador y el denominador por 2." 5 /Ej tenién
dose: -
. ~24

b = n »{/ = 4
4-Y2 _ _4-V2  2-5 V2 _8-22 J2+10_18~22 V2
24572 2+57V2 2-5 v2 4 - 50 = 4
_— 9«11 ¥ . M. 5 =9
Simplificando: -3 == 23

-

Para racionalizar el denominador de una expresidn que contiene
tres radicales de segundo grado hay que repetir dos veces el proce
dimiento descrito antes, como se muestra en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 9
Racionalizar el denominador de:

-5
- /%

S|

/2 +

Solucidn

Considérese el denominador como el binomio:

por lo tanto:

(V2 + V/5) -+/6

A -5 (I =By (L + 5+ By
2+ /5= /6 (V2 + /5 - /8)Y (/2 + /5 + /6)
2 /3 -/0 - 3 _ 24/ - /30 -3
(V2 + /5 - (/6 1 + 2 /10

Multiplicando ambos t&rminos nuevamente por el conjugado del deno-
minador :

(2 /3 - /30 - 3) (1 - 2 /10) _
a+2 Y/10) (1 -2 V10)
22 V3 - 5 /30 -~ 3 + 6 V10
1 - 40
3 - 6 V10 + 5 /30 - 22 /3
39 N
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Ejercicios propuestos

Simplificar extrayendo los factores que puedan extraerse de los ra
dicales.

1. /25%" y3
2. V/18xz®

4. 4 Y250a° =°

Introducir en el signo radical todos los factores que no estén den-
tro de &1 y simplificar-

5. 5x°y /3

6. 3ax’ ¥3ax

7. e+ 1) B
x 4+ 1

8. 2xy2 %G;

9. 7a%p’ 3/——39——
49p?

p S
Racionalizar el denominador de cada fraccidm.

=8
0. 4 &
6_.
. 5%
az+b2
12: 4 aF et
Ja + /2b
Bom - v )
4
/2 - 3 /5
Yo "9 B 5
2 - /3
3 5 + B + &5

MODULO 7 ECUACIONES

CUADRO SINOPTICO

FORMULA GENERAL PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

x =

- b * Vb2 - 4ac

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

DESCRIPCION

Completé

ax? + bx + ¢ =0

Términos:
~ Segundo grado.
~ Primer grado.

- Independiente.

Incompleta

ax2 +c=0

Carece del té&rmino de pri
mer grado.

Incompleta

ax®> + bx = 0

Carece del término inde-
pendiente.

DESCRIPCION
Compatible Determinado: Una sola so-
lucidn.
Indeterminado: Una infini
dad de soluciones.
Incompatible No tiene solucidm.
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Objetivos especificos

i Al finalizar el estudio de este mddulo, el alumno:
1. Resolverd ecuaciones de primer grado con una incdgnita.

! 2. Resolveri ecuaciones de segundo grado, aplicando los métodos
j de:

a) Completar cuadrados.

b) Por formula general.

c) Por descomposicién en factores.

3. Resolverid sistemas de dos ecuaciones de primer grado, con dos
incégnitas y de tres ecuaciones de primer grado con tres incg
nitas, aplicando los métodos de:

a) Sustitucitn.
b) Reduccidn.

¢) Igualacidn.

4. Calcuiard el valor de un determinante de segundo y tercer or-
| den.

7.1 GENERALIDADES

Igualdad es la expresion en la cual dos cantidades algebraicas tienen
el mismo valor. Por ejemplo, son igualdades: -

a=b+c 3x2 = 4x + 15

Definicidn: Ecuacidn es una igualdad en la que hay una o varias
cantidades desconocidas llamadas incdgnitas y que sdlo se verifi-
ca, o es verdadera, para determinados valores de las incdgnitas.

Asi: S5x + 2 =17

es una ecuacidn, porque es una igualdad en Ta que hay una incégnita (x)
y sdlo se verifica para el valor x = 3, 0 sea:

5(@3)+2=173; 15+ 2 =17

17 = 17

Identidad es una igualdad que se verifica para cualesquiera valores de
las letras que intervienen en ella. Asi-se tiene que:

(a-b)2=(a-b) (a-b)

a2 - b2 =(a+b) (a=-b)

son identidades perque se verifican para cualesquiera valores de las le

tras a y b.
El signo de identidad es = que se Tee "idéntico a".

Asi, la_identidad (x +y)? = %%+ 2xy + y% 5 se lee: (x + y)2, idén-
tico a x? + 2xy + y2. :

Una ecuacidn numérica es aquélla que no tiene mds letras que las incég
nitas, como 4x - 5 = x + 4, donde la GUnica letra es la incognita x.

Una ecuacidn Titeral es aquélla que ademds de las incégnitas tiene
otras letras, que representan cantidades conocidas, como 3x + 2a =
= 5b - bx.

Una ecuacibn es entera cuando ninguno de sus términos tiene denomina-
dor, como en los ejemplos anteriores.

Es fraccionaria cuando algunos o todos sus términos tienen denomina-
dor, como: '
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Grado de una ecuacidn con una sola incégnita es el mayor exponente que
tiene 1a incGgnita. AsT: 4x - 6 = 3% - 1

es una ecuacion de primer grado porque el~mayor exponente de x es 1.

La ecuacidn X5+ 6=0 es una ecuacidn de segundo grado porque el
mayor exponente de x es 2. 5

Raices o soluciones de una ecuacidn son los valores de las incégnitas
que verifican o satisfacen la ecuacién, es decir, que sustituidos en Tu
gar de las incognitas, convierten la ecuacidn en identidad.

AsT en la ecuacion 5x - 6 = 3x + 8 la raiz es 7, porque hacienco x = 7
5(7) -6=3(7) +8=>29z% 29

Por tanto, "Resolver una ecuacidén" es encontrar sus raices, o sea, el
valor o los valores de las incdgnitas que satisfacen la ecuacién.

7.2 REGLAS DE LAS ECUACIONES

1) Si a los dos miembros de una ecuacion se les suma una misma canti-
dad positiva o negativa 1a igualdad subsiste.

2) Si a los dos miembros de una ecuacidon se les resta una misma canti
dad positiva o negativa la igualdad subsiste.

3) Si los dos miembros de una ecuacion se multiplican por una misma
cantidad positiva o negativa la igualdad subsiste.

4) Si los dos miembros de una ecuacién se dividen entre- una misma can
tidad positiva o negativa la igualdad subsiste.

5) Si los dos miembros de una ecuacidn se elevan a una misma potencia,
0 si a los dos miembros se les extrae una misma raiz, la igualdad supsis
te.

La transposicién de términos consiste en cambiar los términos de una
ecuacion de un miembro al otro. TN

Cualquier término de una ecuacién se puede pasar de un miembro a otro
cambidndole el signo. ‘

Términos iguales con signos iguales en distinto miembro de una ecuacifn,
pueden suprimirse. As?, en la ecuacion x + b = 2a + b, se tiene el tér-

mino b con signo + en los dos miembros. Este término puede suprimirse,
quedando x = 2a,

R

Y10« vt s e g ¢

7.3

- Cambio de signo: Los signos de todos los términos de una ecuacién se
) pueden cambiar sin que la ecuacién se altere, ya que esto equivale a mul

tiplicar los dos miembros de 1a ecuacion por (-1), con To cual la igual-
dad no varia.

Si en la ecuacién - 2x - 3 = x - 15, se multiplican ambos miembros por
- 1, se tendra:

2+ 3 =~ x4+ 15

que es la ecuacién dada con los signos de todos sus términos cambiados.

ECUACIONES DE PRIMER GRADO
Reglas generales para resolver ecuaciones de primer grado.
1) Se efectdian las operaciones indicadas, si Jas hay.

2) Se hace la transposicién de términos, reuniendo en un miembro todos

Tos ?érminos que contengan la incGgnita y en el otro miembro todas ias
cantidades conocidas.

3) Se reducen 1os términos semejantes en cada miembro.

4) Se despeja la incgnita obteniendo asi el valop buscado.

Ejemplo.l
Resolver la ecuacidn:
35 - 22x + 6 - 18x = 14 - 30x% + 32

Solucidn

Se efect@ia la transposicidn de términos, en el primer miembro, to-
dos aquéllos que contengan la inc8gnita y en el otro todos aqué -
llos que no la contengan. Asi:

= 22x .- 18% + 30x = 14 + 32 - 35 - 6

Reduciendo,

- 10x =5
Simplificando-

2x = - }
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Despejando x;

Verificacidn;:

4 1 s .
Sustituyendo x = -5en la ecuacidn dada se tiene:

= 18| - o 3k - L
)+s 18( 2} 14 30[-2)+32

35+ 11 +6+9 =14+ 15 + 32

35 =22 [—

D=

61 = 61
Ejemplo 2
Resolver la ecuacidn:
10 (x=-9) -9 (5-6x) =2 (bx~-1)+5 (1 + 2x)
Solucidn

Efectuando los producto indicados:

10% — 90 - 45 + Sk = 8% - 2.4 54 I0%

Supximiendq 10x en ambos miembros, transponiendo t&rminos y redu-
ciendo, queda:

S4x - 8x =~ 2+ 5+ 90 + 45

46x = 138

Despejando x:

x = l%? =8 o m=3

Verificacidn:

Haciendo x = 3 en la ecuacidn .dada se tiene:

PR

10 (3-9) -9 (5-18) =2 (12-1)+5 (1 +6)
- 60+ 117 = 22 + 35

57 = 57

Ejemplo 3
Resolver la ecuacifn:

x-1_2x-1 4x-5
40 4 8

2 -~

Solucidn

Se encuentra el minime comin mGltiplo de los denominadores 40, 4 y 8,
que es 40, quedando la ecuacidn: :

40 (2) - (x - 1) =10 (2 - 1) - 5 (4x - 5)
Efectuando las opecraciones indicadas:
80 - x+1=20x - 10 - 20x + 25

Transponiendo t&rminos y reduciendo :

-x=-10+25-80-1
~x=-66 .". x =66 #
Por tanto, la raiz de la ecuacidn o el valor que la satisface es:

x = 66

-
bz~ o705

Ejemplo 4

Resolver la ecuacidn:

Solucifn

El n.c.m. de los denominadores es 30x, quedando la ecuacidn:



10 (2) - 30 (5) = 3x (7) - 15 (3) + 30x

Efectuando las operaciones indicadas.
20 ~ 150 = 21x - 45 4+ 30x%

Transponiendo t&rminos y reduciendo.

- 21z - 30x = - 45 - 20 + 150

- 51lx = 85

Despejando x :

Ejemplo 5

Resolver la ecuacidn:

6x + 5 . 5x + 2 il 2x + 3
iy 3x + 4 5

-1

Solucidn

El m.c.m. de los denominadores es 15 (3x + 4) quedando la ecuacidn
(6x+5) (3x+4) - 15 (S5 +2) =3 (Bx +4) (2x + 3) - 15 (3x +4).
Efectuando las operaciones indicadas:

18x% + 264x + 15x + 20 - 75% - 30 =

18x% + 27x + 24x + 36 - 45x - 60

my e

A e t o s

Transponiendo t&rminos y simplificando.-

39x - 75x - 51lx + 45x = 36 - 60 - 20 + 30

5 - 42x = - 14
Despejando x:
T QPR |
T 3

Ejemplo 6

Resolver la ecuacidn:
x (3-2b) -1=x (2-3b) -b?

Solucidn

Efectuando las operaciones indicadas.

3x - 2bx - 1 = 2x - 3bx - b°
Transponiendo:

3x - 2bx - 2% + 3bx = 1 - b?
Reduciendo té€rminos semejantes:

x+bx=1-b?
Factorizando ambos miembros;
x (1L+b)y=(-5b) (1+hb)
Despejando x:

_(1+b) 1-1b)
= 1 +1b)

R i
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Queda:
x=1-5b
Ejemplo 7
Resolver la ecuacidn:
a-1_ 2a(a-1)_ 2a
X~ a x> - af  x+a

Solucidn

El m.c.m. de los denominadores es x2 - az, quedando la ecuacidn:

o

x+a) (a-1) - 2a (a=-1) =-2a (x - a)

Efectuando las operaciones indicadas.

ax - x + a? - a - 2a? + 2a = - 2ax + 2a®

‘Reduciendo :

Factorizando:

Despejando x:

Simplificando:

3ax - x = 3a% - a

x (3a~1) =a (3a - 1)

.2 (Ba-1)
XS Ba-D

Ejemplo 8

Una persona paga $ 870.00 por un libro, un traje y un sombrero. El
sombrero costd $ 50.00 s que el libro y $§ 200.00 menos que el tra
je. ¢Culnto pagd por cada cosa?

Solucidn

Sea x el precio del libro.

El somhrero costd $ 200.00 menos que el traje, por lo tanto el tra-
je costd $ 200.00 m3s que el sombrero.

Asi:
X + 50 + 200 = x + 250 = precio del traje.

Como las 3 cosas costaron $ 870.00, se tiene:

x + x + 50 + x + 250 = 870

3x = 8§70 - 250 - 50
: 5
3x = 570 % Sy x = 190
Por lo tanto:

x = precio libro = $ 190.00

Precio sombreroc = x + 50 = 190 + 50 = § 240.00

Precio traje = x + 250 = 190 + 250 = $ 440.00
Comprobando :
190 + 240 + 440 = 870
870 = 870
Ejemplo 9

La suma de dos nfimeros es 77, si el mayor se divide entre el menor,
el cociente es 2 y el residuo 8. Hallar los nimeros.

Solucidn

Sea x el ndmero mayor. Por lo tanto 77 - x = nimero menor.
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De acuerdo con las condiciones del problema al dividir el nimero ma

yor x entre el menor 77 - X, el cociente es 2 y el residuo es 8, pe
ro si al dividendo x se le resta el residuo 8, la divisidn de x - 8

entre 77 - x es exacta ¥ resulta el cociente 2, asi'se tendri 1la
ecuacidn:

]
3N

8
77 - x
Resolviendo:
E-8=2(77-x); x~8=15 - 2x
3x = 162 X = 54

El nGmero mayor x = 54, luego el mencr seri 77 - 54 = 23.

Luego lcs niimeros buscados son 23 y 54.

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Ecuacidn de segundo grado es toda ecuacién

en 1a cual, una vez simplifi
cada, el mayor exponente de la incégnita es T :

. AsT:

bx* + 7x + b = 0

€S una ecuacidn de segundo grado.
Las ecuaciones completas de segundo grado son ecuaciones de 1a forma:
2

ax" +bx+ec=0

i Ermi srmi i il ien
Que tienen un término en x*, un término en X5 ¥ un términe .”uepeﬁd en
te de x. Asq:

2x2 4+ 7x - 15 =0 'y x* - 8x = - 15

son

ecuaciones completas de segundo grado.
i orma:
ecuaciones incompletas de segundo grado son ecuaciones de la for

ax®* + ¢ = 0 que carecen de término en x, 0

ax? + bx = 0 que carecen de término independiente.

%2 -16=0 y 3x%2+4 5x=0

ecuaciones incompletas de segundo grado.

Las raices de una ecuacibn de segundo grado son Tos valores de la incég
nita que satisfacen la ecuacidn.

. = ‘ncdani
Toda ecuacidn de segundo grado tiene dos raices o valores de la incdgni
ta que satisfacen la ecuacidn.

7.5 RESOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO Gr=Y CON UNA INCOGNITA POR EL METODO

DE COMPLETAR CUADRADOS

~rados. Este métado se explicari mediante 1a re
Método de completar s A

'solucidon de un ejer’

o 10

Ejer =

-
lesolver la ecuacion:

K exr O 1T endiente se pasa al segcundo miembro de la ecuaclon’
P T
1z in dEP lent g

2x2 - 2x =1



A

7.6

da:

El primer miembro resultard un cuadrado perfecto si se agrega el
cuadrado de la mitad del coeficiente de x, en ambos miembros de la

2
A S |
oxel 4 - L4 o

ecuacidn.

Simplificando:

Ahora, el primer miembro es un cuadrado perfecto.

x* - x= %

Zox+

=

=—3—
4

1|
2 4

"\

Extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros.

Despejando x:

[}

I+
blul

1]

-+
N[b‘

i
2

Finalmente, los valores que resuelven la ecuacidn son:

X1

1+7/3

X2

1-v3

2

obtenerse sus rafces por medio de la férmula general:

2

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA
POR MEDIO DE LA FORMULA GENERAL

Ahora, se divide toda la ecuacidn entre el coeficiente de xz, Yy que

Dada una ecuacidon de segundo grado de la forma ax® =~ bx + ¢ = 0, puedén

e e s e s A

- b +7Yb? - 4ac

2a

De la que se obtienen los valores:

- b + Yb? - bac -
ey 2a y =

- b - Vb% - 4ac
2a

Con la aplicacidn directa de la férmula general se cuenta con la venta-
ja de poder determinar qué tipo de raices tiene Ta ecgac1on. Calculando
primero el valor del indicador o discriminante: I = b* - 4ac.

1) Si I > 0 las raices son reales desiguales.

n

2) Si I =0 las raices son reales iguales.

3) Si I <0 las rafces son complejas.

X 'f_\/{,'_g.} 4 L= 2,1
Ejemplo 11 ]% \-‘y“u o
Resolver por formula la ecuacidn: o iz il
' B
x* -2x-3=0 *
Solucidn
2Vt a3 _2:lhir12
o 7 M 2

2 2
Obteniéndose los valores:
X1=2—-§i=%=3‘-x1=3
2-4_ 2 _ - _
Rl T 1 s o %2 1
Los valores %1 = 3 vy X2 = - 1 resuelven la ecyacidn.



RESOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA
POR FACTORIZACION

Caso 1. Dado ax®> + bx + ¢ =0 sic =0 =>ax?+ bx =0

Factorizando: x (ax + b) = 0 1o que equivale a dos ecuaciones lineales.

Primera solucifn: x; =0

m o

Segunda solucidn: ax + b = 0=>x,

Ejemplo 12
Resolver la ecuacidn:

2x> 4+ 6x =0

Solucidn
Factorizando:
x 2x+6) =0

Primera solucidn:

X1=0
Segunda solucidn:
6
2x+6=0=>xz=-5=—3
Los valores x; =0 y X = - 3 resuelven la ecuacidn.

Caso 2. Dado ax® + bx +c=05Si b=0, ax> +c = 0 0 Sea:

e st e e e

S ——

t
3
§

Si a y c tienen el mismo signo las raices son imaginarias. Si ay c
tienen signos contrarios, las raices son reales y simétricas.

Ejemplo 13

Resolver la ecuacidn:

Solucidn

-~ 2 y xp = 2 satisfacen la ecuacidn dada.

Los valores x;

Ejemplo 14
La longitud de un terreno rectangular es el doble que su ancho. Si
la longitud se aumenta en 40 m y el ancho en 6 m, el drea se dupli-

ca. Encontrar las dimensiones del terreno.

Solucidn

Sea x = ancho del terreno. Entonces 2x = longitud del terrenoc.
Por tanto el area del terreno es (x) (2x) = 2x?. Aumentando su
longitud en 40 m ésta seria (2x + 40). Aumentando el ancho en 6 m
8ste seria (x + 6). . El 3rea seria ahora (2x + 40) (x + 6) = 2x~ +
+ 52x + 240. Sin embargo dadas las condiciones del problema esta
irea seria doble que la anterior 2x°.

Entonces .
2x® + 52x + 240 = 4x°
Transponiendo y reduciendo:

- 2x% 4+ 52x + 240 = 0
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Cambiando signos y dividiendo entre 2.

x? - 26x - 120 = 0
Resclviendo la ecuacidn se obtiene:
X1 =30 y x2=-4

Aceptando la solucidn x; = 30, el ancho del terreno es 30my la
longitud es 2x = 60 m-

7.8 SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Sistema de ecuaciones es la reunién de dos o mis ecuaciones con dos o
mas incOgnitas. Asfi:

bx ~y =5

es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas.

§o1gc16n de un sistema de ecuaciones es un grupo de valores de las in-
cognitas que satisfacen todas las ecuaciones del sistema.
La solucion del sistema anterior es:

X1 =2, y;=3.

Un sistema de ecuaciones es compatible cuando tiene solucién y es in-
compatible cuando no la tiene. Un sistema compatible es determinado
cuando tiene una sola solucidn e indeterminado cuando tiene una infini-
dad de soluciones. .

Para re§o1yer_un sistema de dos ecuaciones simultdneas de primer gradd
con dos incbgnitas, es necesaric obtener de las dos ecuaciones dadas

una sola ecuacion con una incégnita.Esta operacion se 1lama eliminacidn.

o RO (I S,

P A o s 5

e

i
i
i
§
H
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Los métodos de eliminacidn mds usuales son tres: Igualacidn, Sustitu-
cidn y Reduccidn; este G1timo se Tlama también de Suma y Resta.

METODO DE IGUALACION

Dado el sistema de ecuaciones, se despeja cualquiera de las incognitas
de ambas ecuaciones y se igualan entre si los valores obtenidos, resul-
tando una ecuacibn con una incégnita. Se resuelve esta ecuacidn y el
valor que la satisface se sustituye en cualquiera de las ecuaciones da-
das, generalmente es la mds sencilla, para obtener as? el valor de la
otra iucégnita.

Ejemplo 15

Resolver el sistema:

ot

13
19

7x + 4y

5x - 2y

Solucidn

Se¢ despeja x de ambas ecuaciones:

7x =13 -4y 7. x = 13 =

5x = 19+ 2y 7. x= il

Igualando los valores de x obtenidos:

13 - 4y _ 19 + 2y
7 5




92

Obteniéndose una sola ecuacidn con una incdgnita. Resolviendo la
ecuacidn:

5 (13 = 4y) = 7 (19 + 2y)
65 - 20y = 133 + 14y =>- 20y - 14y = 133 - 65 .. ~ 34y = 68
y=-2

Sustituyendo este valor de y en cualquiera de las ecuaciones del
sistema dado

Tx+ 4 (-2) =13 ; 7x -8 =13 Tx =21 .°, x =3

Solucidn

METODO DE SUSTITUCION

Dado el sistema de ecuaciones, se despeja cualquiera de las incdgnitas
de una de ellas, sustituyendo este valor en la ecuacidn restante, resul
tando una ecuacidn con una incégnita. Se resuelve esta ecuacién y el
valor que la satisface se sustituye en cualquiera de las ecuaciones da-
das, para obtener asi el valor de la otra incdgnita.

Ejemplo 16

Resolver el sistema:

_ = 24 - 5y

2% = =24 - 5y ", x =

Se despeja una de las incBgnitas, de una de las ecuaciones dadas:

Este valor se sustituye en la otra ecuacidn:
8(._242_-_51) —

Obteniéndose una sola ecuacidn con una inc8gnita. Resolviendo la
ecuacifn

4 (= 24 - 5y) -3y =19 ; - 96 - 20y - 3y = 19 ; - 23y = 96 + 19;

- 23y =115 .. y = - %&? y==-5
Sustituyendo y = - 5 en cualquiera de las ecuaciones dadas
Jx+ 5 (-5) =~ 24 5 2x - 25=- 24 ; 2x=1.'.x=%
Solucidn
b =-% y=-235

METODO DE REDUCCION

En este método se hacen iguales Tos coeficientes de una de las incogni
tas, sumando o restando seglin convenga, una eggacion de lg otra para
eliminar la incdgnita y asi obtener una ecuaciGn con una incognita. Se
resuelve esta ecuacidn y el valor que la satisface se sustituye en ;ual
quiera de las ecuaciones dadas, para obtener el valor de_la otra in-
cdgnita.

Ejemplo 17

Resolver el sistema:

f

5x + 6y 20

]

1
(o]
w

4x -~ 3y

93
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Solucidn

Se igualan los coeficientes de una de las incbgnitas. Se escoge
arbitrariamente la y pues en este caso resulta lo mis sencillo.
Se multiplica la segunda ecuacifn por 2, obteniéndose :

5x + by = 20

8x -~ 6y = -46

Como los coeficientes de y que se han igualado tienen signos dis-
tintos, se suman estas ecuaciones, porque con ello se elimina y-

5 + 6y = 20

8x — 6y = -46

13x% = =26
De aqui:

13x = -~ 26 .". x = - %g == 2
Sustituyendo x = - 2 en cualquiera de las eéuaciones dadas, se tiene:
5 (=2) + 6y = 20 -10+6y=20 ; 6y=30.".y=5
Solucidn
X =-2 s y=>5
/

Ejemplo 18

La diferencia de dos niimeros es 14, y 1/4 de su suma es 13.

Encon
trar estos nimeros.

Solucidn i

x = nimero mayor .y = nimero menor

De acuerdo con las condiciones del problema se tiene el sistema:

x~-y =14
‘%z=13

79

Resolviendo el sistema:

x-y=14
x +y =52 .
2x = 66 « + x =33

- Sustituyendo x = 33 en cualquiera de las ecuaciones:

33 -y =14 y =19

Los nimeros buscados son 33 y 19.

1.9 DETERMINANTES

Un determinante de orden n, designado por An, se representa por un.
arreglo en forma de cuadrado de n cantidades 1lamadas elementos, dis-
puestos en n filas y n columnas, como se muestra:

aj By = = e 1y

az Bg = —S = = L2
b = === == 1

an n n

Se acostumbra encerrar este arreglo entre dos lineas rectas verticales.

Ya que n representa el orden de un determinarte, se dice que un dgter-
minante de segundo orden tendrd dos filas y dos columnas,.un determinan-
te de tercer orden tres filas y tres columnas y asi sucesivamente.



Un determinante de segundo orden se representa como:

ax by l

az bs

Donde Tos elementos a, Y by forman la diagonal principal. E1 valor de

£, se define como el producto de los elementos en la diagonal

menos el producto de Tos el i
e ementos en Ta otra diagonal.

aj b
A2= =alb2-azb1
asz b2

E1 segundo miembro de esta igualdad se 1lama desarrollo de A, .

Ejemplo 19

Resolver el siguiente determinante de segundo orden:

[ T
_..f/ »\'-,".
f=4 .71
Solucidn -
2 3
=2 (1) -~ (=4) (3)=2+ 12 = 14
~4 1
Un determinante de tercer orden se representa como:
a) b, c1
Ay = as b2 c2

as bs cs3

Es decir por de

El modo mAs sencillo de hallar el valor de un determinante de ter
cer orden es aplicando la Regla de Sarrus. Esta sencilla regla
se explicard por medic de un ejemplo.

Ejemplo 20

Resolver el siguiente determinante por la Regla de Sarrus.

1 -2 -3
-4 2 1
3 -1 3

Pasos a seguir

a) Debajo de la tercera fila se repiten las dos primeras filas.

1 -2 -3
-4 2 1
5 -1 3
b2 -2 -3
-4 | 2 1

b) Se trazan tres diagonales de derecha a izquierda y tres de iz-

quierda a derecha, como se indica a continuacidn:
% 271
S;ﬁ;lxi 3
A
:—4/ 2\ 12‘

¢) Se multiplican entre si los tres nimeros por los que pasa cada

diagonal.

d) Los productos de los nimeros comprendidos en las diagonales

trazadas de izquierda a derecha se escriben con su propic
signo.

it g
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)

e)

Los productes de los nimeros que comprenden las diagonales tra

Z:g?s de derecha a izquierda se anotan con el signo cambiade.
(1) (2) (3) + (=4) (1) (=3) + (5) (-2) (1) -

(=3) (2) (53) = (i) (1) (1) = (3) (~2) (-4) =

6 + (-12) + (-10) - (-30) - (-1) - (24) =

=6-12-10+30+1- 24 =

=-9

Ejercicios propuestos

Resolver :
1. 8k + 9 - 12x = 4x - 13 - 5%
2. x+3(x-1)=6-4 (2x + 3)
3. (x-4) (2x +5) = (2x + 3) (x-4)+5
3x 2x 1
b =224 2=
5 "5 Tg*Y
5. . e - =
(3 2_) (l 3J—7—[X—§)
5 3 6
6. - - =
' T4 T-2 1= 0
7. 0x -7 _ 3x+38 552 - 4
15x + 3 12 7 20x + 4
8. (@+4x) Gm+x) = 2x-m? +n (15 - m)
o, Xta_ (x-1b)? 3ab- 3
3 3x - a 9% - 3a
10. A, tiene 14 afios menos
» & que B, y ambas edad T n
(Qué edad tienen cada uno? e T
1L. Eepartir $ 310.00 entre 3 personas de modo que la segunda reci-
a $ 20.0C menos que la primera y $ 40.00 mds que la tercera.
124 I

gya Pluma y un lapicero costaron 18 ddlares. &i la pluma hu-
iera co§ta§o 6 menos y el lapicerc 4 mis habrfan costado lo
mismo. (Cudnto costd cada uno?

SRIRP SRR v

13.

14.

16.

1.

18.

19.

20

24,

22,

23

Dividir 260 en dos partes tales que el duplo de la mayor divi-
dido entre el triple de la mencr, dé 2 de cociente y 40 de re-

* siduo.

Una persona tenia cierta suma de dinero. Gastd $ 20.00 y pres
té las 2/3 de lo que ie quedaba. Si ahora tieme $ 10.00. ;Cudn
to tenia al principio? :

Resolver la siguiente ecuacidn completando cuadrados.

bx* +3x - 22=0

Resolver la siguiente ecuacifn por la fdrmula general.

5%% - 7x - 90 = 0

Resolver la siguiente ecuacidn.

5%% ~ § = 46

Resolver la siguiente ecuacifn.

%% - 3x = 3x% - 4x

A, tiene 3 afios mds qde B, v el ‘cuadrado de la edad de A aumen

tado en el cuadrado de la edad de E equivale a 317 afios. Ha- u;
llar ambas edades. i

Resolver por el método de igualacién el siguiente sistema.

7
-4

3x + 5y
2x -y

Resolver por el método de sustitucidn el siguiente sistema.

13
1

32x - 25y
16x + 15y

o

Resolver por el método de reduccidn el siguiente sistema.

- &
~48

9x + 7y
llx - 13y

it

Un cuarto de la suma de dos niimeros es 45 y un tercio de su di
ferencia es 4. ‘Hallar los niimeros.
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e

Y.
7

Resolver los siguientes determinantes:

%. | 7 9
| ¢
5.0 9 11 |
= |
26.1-5  _¢
‘-19 21
27. l 31 -85 |
[-20 43 (
28, | -3 4
2 . 0
1 2 7
29. 2 3
1 2
4 5
30. | 12 5 10
-6 9
4 =2 |
3l. Relacionar las e

a)

b)

e)

Expresidn en la cual dos
cantidades algebraicas
tienen el mismo valor:

Igualdad en la que hay
und o varias incégnitas
Y que se verifica para-
determinados valores de
las incégnitas:

Igualdad que se verifica
para cualquiera valores
d? las letras que inter—
Vienen en ella:

)

)

)

Xpresiones de la columna de la 1zqulerda COr
las de la derecha segun convenga.

Identidad.

Transposicién de t&rmi-
nos.

Ecuacidn incompleta de
20. grado.

o TSR

d)

e)

£)

g)

h)

i)

3

k)

1

Los valores de las incdg
nitas que verifican o sa
tisfacen la ecuacién se
llaman:

%
Como se le llama a la ac
s s -
cidn de cambiar los tér—
minos de una ecuacidn de

un miembro a otro:

Toda ecuacidn en la cual,
una vez simplificada, el
mayor exponente de-la in
cdgnita es 2, se le lla-
ma:

A la ecuacidn ax® + ¢ =0
se le llama:

¢Qué aplicacibn tiene la
férmula?:

e PR
- b vb* - hac
o =b & vbF — 48C
& 2a
Un gistems de ecuaciones
es:

Determinante de 20. orden:

La Regla de Sarrus es pa-
ra: :

La Regla de Kramer es pa-
ra:

( ) ay b1

Az = as : bz

( ) Resolver un sistema de
ecuaciones.

() 1Igualdad.

{ ) ERaices o soluciones de
la ecuacidn.

() Las raices de una ecua
cion de 2¢. grado.

() Resolver un determinan
te de 3er. orden.

() Ecuacidn.

() Ecuacidn de 20. grado

() La reunidon de dos o
més ecuaciones con dos
o mids incdgnitas.



MODULO 8 DESIGUALDADES E INECUACIONES DE UNA VARIABLE

CUADRO SINOPTICO

PROPIEDADES: NO VARIA SU
SENTIDO CUANDO:

PROPIEDADES: SE INVIERTE SU
SENTIDO CUANDO:

() sSia>b=>atc>b ¢

(2)

lac > be

Sia>byc>0=>ja b
(o c

Sia>byc>d=>a+c>
>b+d

ac < be

(3)Sia>byc<a=>_a_<h
c ¢

1

(7) 8i a > b=>—a-<

o=

(4)

8i de tres cantidades a,b,c,

a>byb>c=>a>c¢

(9) Sia<0,b<0ya>b=>

et para n = 2,4,6,

(6)

Si a,b,c,d y

. => s
a>byc>d} ac L

(8)

n n
a >b

Sia>byn>0=>{__
Ja> Vo

103




Objetivos especificos

Al finalizar el estudio de este mddulo, el alumno:

1. IdentificarZ los conceptos de desigualdad, desigualdad absolu
ta e inecuacidn. :

2., Resolverd problemas aplicando las propiedades.de las desigual
dades. -

3. Dada una inecuacidn aplicarid las propiedades de las desigual-
dades hasta obtener el dominio de la incBgnita que contenga.

8.1  GENERALIDADES

Desigualdad es una expresidn que nos indica que una cantidad es mayor
0 menor que otra.

Los sentidos de una desigualdad son dos:

> mayor que a>b a mayor que b

< menor que b<a b menor que a

'Se §1ama primer miembro de una desigualdad a 1a parte que estd a 1a
1§qu1erda y segundo miembro a la que estd a la derecha del signo de de
sigualdad. v

3

8.2

102
PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

1. E1 sentido de una desigualdad no se altera si se suma o se resta
Ja misma cantidad a ambos miembros.

Sia>b=>a*tc>btec

2. E1 sentido de una desigualdad no se altera si ambos miembros se
multiplican o dividen entre la misma cantidad positiva.

ac > bc

Sia>b ¥y C>0=>l%>

oo

3. Ei sentido de una desigualdad se invierte si ambos miembros se
multiplican o dividen entre la misma cantidad negativa.

ac < be

Sia>b ¥y c¢<0=

PP
€ €

4. Si se suman miembro a miembro dos'desigualdades del mismo sentido,
la suma dard origen a una desigualdad del mismo sentido.

Sia>b y e¢>d=>a+c>b+d

5. Si de tres cantidades a, b, c: a>b y b>c=>a>c.

6. Si dos desigualdades entre niimeros positivos tienen el mismo senti
do, se pueden multiplicar miembro a miembro y los productes serdn desi-
guales en el mismo sentido.

$% 2, B, o 4 6]
Ya>b y ¢>4d

=>ac > bd

7. Si en una desigualdad.se sustituyen ambos miembros por sus recipro
cos, se invierte su sentido.

Sia>b=>—-x<

ks
ol
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8. Si los miembros de una desigualdad son positivos _y se elevan a una
misma potencia positiva, o se les extrae una misma raiz positiva, el
signo de la desigualdad no cambia.

Sia>b y n>0= L 1

9. §i los dos miembros de una desigualdad son negativos y se elevan a
una misma potencia par positiva el signo de 1a desigualdad cambia.

Sia<0,b<0 y a>bssa <b" paran=2, 4, 6, 8 ...

8.3  DESIGUALDADES ABSOLUTAS

Una desigualdad absoluta es andloga a una identidad tal como: "Si a y

b son nimeros positivos desiguales, a® + b3 > a?b + ab?".

Es posible demostrar una desigualdad absoluta mediante pasos 1d4gicos,
aplicando las propiedades de las des1gua1dades hasta lograr una desi-
gualdad mis sencilla y evidente.

No es facil averiguar los pasos a segu1r en la transformacion de la de

?1gua1dad, sin embargo, con la prdctica se adquiere destreza en el ana-
isis.

Ejemplo 1
Demostrar la siguiente desigualdad:
Si a y b son positivos y diferentes a® + b?® > a%p + ab?

lo. Factorizando el segundo miembro a® + b? > ap (a +b)

e w
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20. Como a y b son positivos (a + b) serd positivo y por lo tanto
podemos dividir ambos miembros entre {(a + b) sin alterar el
sentido de la desigualdad.

a? - ab + b% > ab
30. Transponiendo ab zl primer miembro:

2 - 2sb+b2>0

Lo. Sustituyendo el primer miembro por su equivalente:
(a-b)?2 >0

7

lo cual es evidehtemente cierto parz dos nimeros positivos y
diferentes.

8.4  INECUACIONES DE UNA VARIABLE

&

Inecuacién es una desigualdad en la que hay una o mds cantidades des-
conocidas {incégnitas), y que s6lo se verifica para determinados valo-

res de estas incognitas.

Tal es el casc de la desigualdad 2x - 3 > x + 5, que es una inecua-
cidn pues tiene "x" como incAgnita y sblo se verifica para cualquier
valor de x > 8.

Solucién de inecuaciones: Resolver una inecuacidn es hallar los valo-
res de las incognitas que la satisfacen. La solucién de inecuaciones

se funda en las propiedades de las des1gualdades, expuestas al princi-
pio de este modu1o y en las consecuencias que de las mismas se derivan.

Ejemplo 2

Resolver la siguiente inecuacidn :
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2x - 3>x+5

2x~x-B+3>4-44+5+3

2x-x>5+3
x> 8

? 10 11 12

Ejemplo 3

—

8
i
1
valores pernisibles

Resolver la siguiente inecuacidn:

Z 52
i il

42 ~ 3z > 10z - 36
-3z - 10z > -~ 36 -~ 42
- 13z > - 78

13z < 78

z< 6

Ejemplo 4

Resolver la inecuacidn

Solucidn:

multiplicando por 6

transponiendo
reduciendo
invirtiendo el sentido

dividiendo entre 13

x* ~ 2%~ <0

Factorizando el primer miembro queda:

(x+ )(x=-3) <0

Aplicando 8.2.1

109

Se puede observar que la expresidn x% - 2x - 3 vale cero si

x =-10"si x= 3, Para cualquier valor de x diferente de -1 o 3,

el primer miembro es positivo o negativo, es decir, es mayer que
Cero 0 menor que Cerc.

Es mayor que cero cuando los dos factores (x + 1) y (x - 3) tie-
nen el mismo signo y es menor que cero cuando los signos de esos
factores son distintos.

El factor x + 1 es negativo cuando x < -1 y es positiveo si x>~1

x=1<0 x+1>0

El factor x - 3 es negativo cuando x < 3 y es positivo si x > 3

2= 340 x% 350

Los valores de x para los cuales tienen signos distintos los fac—
tores (x + 1) y (x - 3) son los comprendidos entre -1 y 3

x+1>0 x=-3<0

Asi que la solucidn de la inecuacidn es:

-l ® %< 3
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Ejercicios propuestos

MODULO ¢ VALOR ABSOLUTO
Resolver las siguientes inecuacior-s:

8
1. -2>2 % -
2x 2>3x 6

1 7
2. 7 (x+10) >%x+5
CUADRO SINOPTICO

8. - 5—(.5_"

3x 4+4 2+2 B
4, % BGx+7) < % % & : ! : DEFINICION DEL VALOR ABSOLUTO
5. x* - 4x+3<0 : o lal = a si aso
6..v 2 ~x-6¢<0 lal = ~a si a<g

¢ % PROPIEDADES ELEMENTALES =
; b
. X
la] >0 El valor absoluto de a nunca es negativo.

¢
wh
Ia! =0 Implica que a = 0. ‘!31(7;
- ! ;::""

Ja]? - &
— fr:w

-’r\/ a? = |a1

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

L x| < b Toplicd ~ b % £%

i |x - al b Implica - b<x -a<b
? |x - al b Implica a - b<L x <a+ b
: x| 2 b Implicax<b &6 x2b
£ la+b] « la] + |[b] ‘

¥ la+b] = lal + bl s

B a0y

la+b] < lal + Ip|

fab| = fal Ib] '

< R
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I“ Ll
il = s &
jetivos especificos ? 9‘.2 PROPTEDADES DEL VALOR ABSOLUTO
i Las principales propiedades del valor absoluto son las siguientes:
Para todo nimero real a se tiene:
1) |al = 0 o sea que el valor absoluto de a nunca es negativo
Al terminar el estudio de este mbdulo, el alumno: 2) |al =0 implica que a = 0
[ = )
1. Explicard el concepto de valor absoluto. 3) |al? = a2
2. Enunciard las propiedades elementales del valor absoluto. A 4) +\/—a—2— = la|
3. Resolverd una ecuacidn de una variable, que contenga valor ab- 1 B} - la| £ a € Ia]
soluto obtenienco el conjunto solucidn. '\ N
4. Resolverd una inecuacidn de una variatle, que-contenga valor 1
absoluto obteniendo el conjunto solucidn. i
Ejemplo 2

ay |22 =2"=4

]

b) +%2 = |6] =6

¢y +/1D? = +/121 = 11 = |11]

d) Para a = 4, la propiedad 5 queda:

- |a] £ & = 4] esto es: - L <& =4
a

2.1 CENERALIDADES

E1 valor absolutc o valor numérico de cualquier ndmero real a, se repre

Ademds de las propiedades anteriores del valer absolute, se tiene que pa
senta con |a| y se define: '

ra cualesquiera nimeros reales a, x ¥y b, siendc b =0.

NG sl b P B i
N
o

: lx| = b dimplica -b£x <D
la =a si a20; [a] =-a si a<o ,
7) |x-al =b jmplica -b<x-a=kb
Né’.cese que el valor absoluto de cualguier nlmero distinto de cero, es 8) |x-a| b implica a-b<x<ath
positivo. 3 SRS
4 i i ( £ - o bien =x =D
Ejemplo 1 9) x| =0 1mphca X b
a) 3] =3 ‘
B jemplo 3
b) |-7] =7 _ Ejemplo
} z - s
£ 5 es verdadera si y solamente sl @ - 5 £x =93
o lol =0 1 a) x| :
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b) |x - 4| = - . : d 1) B valor absoluto del producto de dos niimeros reales a y b es igual
| | £ 9 es verdadera si y sclamente sT: - 95 % - 4 = 9 : al producto de sus va]gres absolutes.
e) lx-3l <2 ds S >
esto l.s 1 :)s: ZEE adera si y sclamente s : 3 - 2 £ x 23 + 2 labl_"' ‘al lbl
d x| 2 tera af = .
) l:‘é 77 es verdadera si y solamente s : x = -7 o bien si- i
Ejemplo 5
a) sia=8 y b=3, lab] = |8 (3] = l24] = 24
10) £1 valor absoluto de la suma de dos nd la| |b] = Is] 3] =8 (3)‘= 26 .. |8 ] = 8] |3
. 0S nimeros reales 3 . ! :
igual que la suma de sus valores absolutos. R b) Paraa=-l11 y b=b lab] = |11y 4] = (a5] e 4
-!C.+b|£|a’+b v . i &
i b la] [b] = [-11] |a] = (1) & = &4 .7, |(-11) &) = |-11] {4l
: ¢ sia=-3 y b=-9, |(-3) D] =[27] =27
Ejemplo 4 } [-3] |-9} =3 9 = 27
N Slans 3 beg, [ad b = [543 <]8] - |-3) )] = |-3] |-9]
lal = I5] =5, [l = 131 =3 y Ja| + [6] =5+3-3 : ——
en este caso en queza >0 y b >0, |5 + 3[ = [5] 3 |3I Resolver la ecuacidn:
b) Sia-= . i
) Sia=7 y b=-9, la+b] ='|7+(_9)|=I7-9!=I‘2|=2 4 'lx—31=5
lal = |7] =7, [p] = |-9] =9 y Ja| + |p| =7+ 9=16; .'; SolidiE
2 < 16 ahora que: a > 0 y b<o [7 i (_Q)I < |7I 4 I : i oluclion
. : -] ' Por la definicifn de valor zbsolute, la expresidn la] = b (con
¢)' Tomando a = -10, b = 13, |a + b| = |-10 + 13] = |3 = 3 : b = 0) es verdaders si y sclamente si a = - b 6 a=b per lo cualy
' B lx - 31 = 5 implica x - 3 =5 & x - 3 =-50 sea, despejando x:
le] + [b] = [-10] + [13] = 10 + 13 = 23 ; %3 = 8, %2 = -2 son las soluciones de la ecuacidn |{x - 3} =35
3 <23, o sea que: |— 10 + 13] < [_10] + |13l .‘ Comprobacidn:
) Paraa=-4 y b=-1, latb]=|-4+ (D] =|-4-1]-= % Para vy = 8: |8 - 3] =53 [5] =55 5=5
=|-5] =5 ! Para xp = -2: |l-2-3] =5; |-5]=5;5=5
’?l + bl = -4l + -1 =4+1=5 3 Bjeupls 1 :
-4+ 1| = |-4] + I-1] Resolver la desigualdad lx - 2| 24 y expresar la sclucién como un
' { intervalo, (es decir como ura expresidn a =< x £ b).
zlijziz O::i;zirselque st d0§ niimeros reales a y b tiemen el mismo Solucién
enton::es "a +e§[ 341‘81]3|+=]]i<'lll + |b] y si tienen signos contrarios, 1 .
’ =k La expresidn |x - 2| = 4 es verdaders s1 v sclamente s ~b4=x-
-2574 por lo cual 2 - & =x =2+ 4, estc es: - 2 =x=6




u

ri
iy

116
Ejemplo 8

Resclver la desigualdad:

lx- 4] >3 " e
Solucidn

|x - 4] >3 es verdadera siy solamente s x - 4 < - 3 osi
x -4 >3

L?‘proposicién X - 4 < -3 es equivalente a x < 1 y la proposi-
cion x - 4 > 3 .es equivalente a x > 7, luego la solucién de la

-

desigualdad |x - 4|>3 es: x<1 & x> 7.
Ejemplo 9

Resolver la ecuacidn:

|3z + 2] =5 - x

Solucidn
La ecuacidn propuesta implica 3x + 2 =5 -% § 3x + 2=~ (5-x%)
Resolviendo:
Ix+ 2 ="5-x%
4x = 3
x =
4

Resolviendo:

3+ 2=-(5-x%)

3x+2=-5+x

Por tanto las soluciones de la ecuacidn propuesta, son:

j

B~
«
n
!
N~

X1 X2

Lan
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Ejer-.cios propuestos

Resolver las ecuaciones propuestas:

1. |x-4f =3

2. lam#s] « b=
3. I3-x =l1++
b [x + 4] = |x+ 2]

» - - P
Resolver las desigualdades siguientes y expresar su solucidn en la

=
forma a<£ x £b 6 en la forma a < x < b segin el casc.

5 !xl £ 5

6. |3x| < 27

7o lx - Zl £ 1 . ' L

8. |ax-3| <5 - ;
Resolver las desigualdades: ' @3

9. |2x| > 8
10. |x-1f 25

1. |3 -5] > 4



. MODULO 10 LOGARITMOS

iy
i
|
) !
CUADRO SINOPTICO
2
i
: a) La parte entera, es la ca-
) racteristica.
Logaritmos decima- b) La parte decimal, es la
les o de base 10 mantisa:Se obtiene por me- 4

dio de tablas.

¢) El niimero que corresponde i
o . a un logaritmo dado es el
| ] antilogaritmo.

King

e

A diferencia de los logaritmos
decimales, la caracteristica y
la mantisade los logaritmos na
turales, se obtiene por medio
de las tablas.

g Logaritmos natura-
F . les o de base e

|
1
|
|
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S5 periyan. expeEiiices | Componentes de un logaritmo: Todo nimero Togaritmico se compone de una
’ parte entera 1lamada caracteristica y una parte decimal ]lamaQa mant1sa.
la mantisa sera siempre positiva, a diferencia de la caracteristica que
también podrd ser negativa, lo cual se indica testandola: 3, 10, etc.

Ejemplo 1

Dada una ecuacidn logaritmica obtener el dato faltante.

: a) Si3=1logy; 2> =8;y=8
Al terminar el estudio de este mbdulo, el alumno: ) 87 3 3y
o s g , , b) Six=1log, 8l ; x=2? como 3 =8l=>x=4
1. Dado un nimero real positivo, obtendra su logaritmo decimal o H 3 1 1 1
natural en tablas. 4 - B o B oo Mo o L
: c) Si 4, logb 165 b 7 como b 1 b 5

2. Dado un nimero logaritmico, obtendrd un antilogaritmo en tablas. i

3. Efectuard operaciones aritméticas de multiplicacién, divisién,
i p S 3 4 £
potenciacidn y radicacidn simples y combinadas, empleando loga- :

ritmos.
& 10.2 LOGARITMOS DECIMALES O DE BASE 10
Q"#L‘l
L E1 sistema logaritmico de base 10 presenta la ventaja de que su caracte
i ristica es fiacilmente determinable, y la mantisa que se obtiene en ta-
e blas es la misma para todos los niimeros cuya fnica diferencia es 1a colo
B ! 3 : y o
T 10.1 GENERALIDADES : cacién del punto decimal, tales como 5.7349, 5734.9, 0.00057349, etc.
; Notacién: Este sistema logaritmico se denota:
- - . { .
Para toda base positiva "b" con b # 1 y para todo nimero positivo "y" i log,. y = x asociado a 105 =y
existe un nlmero real "x" tal que: i 10
% Aunque también para base 10 se omite la base log y = x => 10% =y
x’ i
b" = _— ey
: B ¢ Obtencidon de la caracteristica:
A tal nlmero "x" se le denomina logaritmo de base "b" del ndmero "y" To ‘ . :
cual se expresa: ' Si definimos como posicién-de referencia (p.r.), a la ubicada entre Tos
dos primeros digitos significativos que forman un nimero, por ejemplo:
x = 10gby < i0(2)
Existen tantos sistemas logaritmicos como bases se pueden tomar, sin i 1 i ;
embargo, los més usuales. son los logaritmos decimales (base 10) y los : a) 3125.27 b) .009 318 c) 01,053.9 a) 9,87
Togaritmos naturales (base e). j IR PR PR BR
1 1 1
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Entences la caracteristica del logaritmo en base 10, es igual al ni
mero de digitos existentes entre la P.R. y el punto decimal y serd

positiva si el nimero es mayor que l y negativa en caso contrario.

Asi pues para los ejemplos anteriores las caracteristicas son:

wl

a) 2 b) ) 3 d) 0

Obtencion de la mantisa en 1as tablas: La mantisa del logaritmo se ob-

tiene en las tablas desechando el punto decimal tomado ya en cuenta en
la caracteristica. Por ejemplo: Obtencién del logaritmo del niimero
375.61 :

Evidentemente la caracteristica es 2, ahora bien la mantisa se obtie

ne como sigue:

TABLA DE LOGARITMOS

Partes proporcionales

Nflo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3% 5 |6 7879

o,

il 1

1 1

37 5740

~

-MANTISA 5747

. log 375.61 = 2.5747

Como se ve, s6lo pueden ser consideradas 4 cifras significativas de
este nimero 2 en la columna, 1 en el rengldn y la iltima en las par
tes proporcionales o interpoladoras. Para los niireros que excedan a
cuatro cifras significativas se considera una aproximacidn.

Ejemplo 2

Obtener los logaritmos siguientes:

a) log 153.14 = 2.1850 (compruebe en tablas),

1.8611

b) log 0.7263

123

c) log 3.562 = 0.5516
d) log 0.000,010,01 = 5.0004

e) logl=0

‘E1 proceso inverso a obtener el logaritmo de un niimero es encontrar su an
tilogaritmo. Asi, si log 507.4 = 2.7053 entonces antilog 2.7053 = 507.4

Evidentemente, el proceso a seguir para la obtencion del antilogaritmo co
rresponderd con el seguido para la obtencidn del logaritmo de un nimero.
Sabemos que todo nimero logaritmico estd compuesto de una caracteristica y
una mantisa las cuales serdn ahora conocidas. La caracteristica nos indi-
card la posicidn del punto decimal cen respecto a nuestra Gtil posicién de
referencia (P.R.), Situada entre las dos primeras cifras significativas
del nimero. Para caracteristicas positivas (P.R.) estard a la izquierda
del punto decimal, para negativas a la derecha.

La obtencidn de las cifras significativas que forman el niimero serd a par
tir de la mantisa, la que serd leida en las tablas de antilogaritmos. Pa-
ra mayor claridad se obtiene aqui el antilog 2.5152

* La mantisa que es .5152 leida en tablas:

TABLA DE ANTILOGARITMOS

Partes proporcionales

M10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 % 7 8 9

.il_l 3273 2
3273
+ 2

3275 que son las cifras significativas.

Como la caracteristica es 2, el punto decimal estard dos digitos a la
derecka de la P.R.; .

-'. antilog 2.5152 = 327.5

b

s

¥
I




]

]

124
Ejemplo 3
a) antilog 3.2731
b) antilog 0.4352
c) antilog 4.9368
d) antilog 9.3010 =

) Las propiedades logaritmicas que se enuncian a continuacién ayudan a
a efectuar operaciones aritméticas combinadas de cierta dificultad, convir

0.001875 (compruebe en tablas).

2.724
86460

2,000,000,000

10.3 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

tiéndolas en operaciones sencillas y practicas.

EEgac)

1. Para un producto:

2. " Para un cociente:

"E1 logaritmo del producto de dos o mds nlmeros
positivos es igual a la suma de los logaritmos de dichos niimeros".

"E1 Togaritmo del cociente de dos nimeros positi
vos es igual a la diferencia del logaritmo del numerador menos el

logb[@.n,é] = 1ogb m + logb n + logb P ooe (3)

Togaritmo del denominador".

logb(%)= logb m - logb»n cee ()

3. Para una potencia:

ro

logb[mn]; n logb m

"E1 logaritmo de la raiz enésima positiva real de
umero, es igu ividir el logaritmo del nimero entre el in
un nimero, es igual a divid 1 Togaritmo del t 1 indi

4. Para una raiz:

ce

log, o o=

nn

n'" de la raiz"

N

logb m

"E1 Togaritmo de la enésima potencia de un niime
m" positivo es igual a n veces el logaritmo del nimero".

.(5)

... (6)

v
'

10.4 REGLAS AUXILIARES PARA OPERACIONES CON LOGARITMOS

Como sabemos, la mantisa y la caracteristica de un logaritmo son inde-
pendientes, To cual provoca que las operaciones entre nimeros logaritmi-
cos sean diferentes a las que se realizan entre nimeros reales. Proba-
blemente es este el punto donde el estudiante encuentra mayores dificul-
tades si no cuenta con una orientacidn adecuada. E1 propdsito de este
subtema es establecer reglas sencillas que permitan la ficil operacidn
entre logaritmos.

Regla para la suma: Sume independientemente las mantisas y las caracte
risticas, sumando finalmente ambos resultados.

Ejemplo 4

S 4 2+ .9507 + .3010 = 3 + 1.2517 = 2.2517

i

a) 5.9507 + 2.3010

44+ 1+ (.3973 + .8792) = 5 4+ 1.2765 = 6.2765

b) 4.3973 +-1.8792

]

Reglas para la resta:

a) Reste independientemente las mantisas y las caracteristicas, suman-
do finalmente ambos resultados.

b) Si la mantisa del minuendo es menor que la del sustraendo complemen
te tomando una unidad de la caracteristica del minuendo.

Ejemplo 5

a) 2.6799 - 2.3109 = 2 - 2 + (.6799 - .3109) =0+ 0.3690

b) 3.0792 - 2.6091 =& ~ 2 + (1.0792 - .6091) = 6 + 0.4701 =6.4701

c) 1.7868 - 4.7782 =1 - (&) + (.7868 - .7782) = 1 + & + 0.0086 =
= 3.0086

Regla para la multiplicacidn: Multiplique independientemente la manti-
sa y las caracteristicas, sumando finalmente ambos resultados.

Ejemplo 6

a) 2 (3.9566) = 2 (3 + 0.9566) =.6 + 1.9132 = 5.9132

b) 3 (1.8574)

3 (1 + .8574) = 3 +2.5722 = 5.5722

125
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= 6
e = 3.4 log 4.835 = 3.4 (0.6843) = 2.326
Reglas para la divisién: log k og

Tomando antilogaritwos-k = antilog 2.3266 = 212.1

a) Divida independientemente la mantisa y la caracteristica sumando fi
nalmente ambos resultados.

b) Si la caracteristica no es exactamente divisible compleméntela ce- G .
diendo unidades a la mantisa y restdndolas a la caracteristica. Ejemplo 11

. ) N
Calcular la raiz indicada por medio de las prcpiedades de los loga

ritmos.
o
jemplo 7 x = 7/7009431 Aplicando ... (6)
a) % (3.9031) = % G + 1.9031) = 2 + 0.9515 = 2.9515 ! Yo B _;_ log .009431 = -;— (3.9745) = % (7 + 4.9745) = T + 0.71064=
H
b) % (7.8576) =% (6 + 1.8576) = 2 + 0.6192 = 2.6192 1 Tl

Tomando antilogaritmos k = antilog 1.71064 = .5136

Una vez comprendidos los métedos de operacidn de los logaritmos, pasare :
mos a efectuar dichas operaciones combinadas aplicando las propiedades E
de Tos logaritmos.

Ejemplo 12

Aplicando las propiedades de los logaritmos efectuar las operacio-
nes indicadas.

Ejemplo 8 —— 3 | &
o _ | %/0.0805 (17.39)
jﬁ Aplicando las propiedades de los logaritmos, efectuar el productok. k. | (0.00905)2 (1108.5)

k = (735.92) (.000937) Aplicando ... (3)

log k = & [(% log 0.0805 + 3 log 17.39] -

log k = log 735.92 + log .000937 = 2.8668 + 4.9717 =

=2 +%+ (.8668 + .9717) = 2 + 1.8385 = 1.8395

s - [2 log 0.00905 + log 1108.5]:\
Tomando antilogaritmos k = antilog 1.8395 = 0.6895

Ejemplo 9 log & = & \i(% (2.9058) + 3 (1.2402)) -
Efectuar la divisidn aplicando las propiedades de los logaritmos.

-l 2 (3.9566)+ 3.0446 ]
k = 97690/687.5 Aplicando ... (4) E (2 (3.9566) ]

:

log k = log 97690 - log 687.5 = 4.9898 - 2.8373 = 2.1525 i 1 =
Tomando antilogaritmos k = antilog 2.1525 = 142.1 v

: o 3 + .9566) + 3.0446)]
Ejemplo 10 ; . : (2 3 9566)
Empleando las propiedades de los logaritmos efectuar la potencia. :; ey [(T + 0.6352 + 3.7206} = (6 + 1.9132 + 3.0446)]
k = (4.835)3*" Aplicando ... (5)
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log k = 4 [(3.3558) -‘(5.9578J] =4 (2-2) +4 (1.3558 - .9578)

log k = 4 (4) + 4 (.3980) = 16 + 1.592 = 17.592°

Tomando antilogaritmos: k = antilog 17.592

k = 390,800,000,000,000, 000

10.5 LOGARITMOS NATURALES O DE BASE e

E1 sistema logaritmico natural es a

quél cuya base es el ni-
mero e = 2,71828,

Para este sistema adoptamos la notacién siguiente:

; X
o’ = X asociada a e =y

A diferencia de los lTogaritmos decimales,
teristica de -los logaritmos naturales se en
Dichas tablas contienen los logaritmos naty
dos entre 1 y 10, pudiéndose obtener el Ln
su descomposicién en potencias de 10.

tanto la mantisa como 1a carac
Cuentran en tablas impresas.
rales de los niimeros comprendi
de cualquier nimero mediante

Para ilustrar mejor estos conce

ptos y el manejo de Tas tablas véase 1o
siguiente:

i3
In 862 = In 8.62 4+ 2 Ln 10 ya que 862 = 8.62 x 102

Ln .00862 = Ln 8.62 -~ 3 Ln 10 ya que .00862 = 8.62 x 10~°

T — aey

i
i
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Ahora en las tablas:

In 10"

B

Nilp 2 |34 5% &7 80

2.3026
4.6052
6.9078
9.2103
11.5129

|

8.6 2.1541 |

wmi s W

Ln 862 = Ln 8.62 + 2 Ln 10 = 2.1541 + 4.6062 = 6.7593

« .

i serd para el
La Gnica regla operacional que agregaremos en este sistema p
“in de un nimero comprendido entre cero y .uno.

Ln .0862 = Ln 8.62 - 2 Ln 10 = 2.1541 - 4.6052

' i ncia de 10, la
Esta operacién se realiza restando a 1a maqt1§a de ;aegogiden acostu%bra
mantisapdel nimero, y restando Tas caracteristicas e a

do.

9 ~ 4 + (.6052 - .1541) = 2.4511

Ejemplo 13
Obtener los logaritmos naturales indicados:

In 1.789 + 3 Ln 10 = .5816 + 6.9078
7.4894

I

a) Ln 1789
In 1789
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5. Determinar los siguientes antilogaritmos:

st i

b) In .0000915 = Ln 9.15 - 5 Ln 10 = 2.2138 - 11.5129 =

=2 - 11 + (.5129 - .2138) = T.2991 | a) antilog 6.4753
Ln .0000915 = T.2991

b) antilog 8.2105

¢) Ln .00237 = Ln 2.37 - 3 Ln 10 = 0.8629 - 6.9078 = -' o) susHaEd =

[}

d) antilog 1.6927
=0 -6+ (.9078 - .8629) = 6.0449

6. Efectuar las sigulentes operaciones:
Ln .00237 = 6.0449

n

a) 3.8517 + 2.2931

“p) £.1532- 1.2745

it

. S ) 2.3927 - 6.4912

d) 5 (4.8763) =
1 ~ =
Ejercicios propuestos e) 7 ( '2248) e
: 1. Enunciar los conceptos incluidos en la siguiente expresién: ‘ &y % (12.2675) = , T
, r = log z €—— i . . 2
W v A
.l N\____ ~i‘ 7. Obtener los siguientes logaritmos naturalgs"
e 4 _“
;ﬁ 2 S8ir = logvz elija la expresidn correcta- | a) L 4397 = .
i d =g 5 2 =yt e ww g : ! b) L .000,395 =
3. .Dadas las siguientes ecuaciones logaritmicas. Obtener el dato ¢) L_ .000,001,01 =
faltante. n
i : opiedades
a) Six= loge 1296; x = ? 8. Efectuar las operaciones indicadas, aplicando las prop
de los logaritmos raturales:
B) Si 1l = logy 3 =1 2
5 q1 8 S (0.00749) (49.37)
§ 3 =L e = 9 & = 29.16
c) Si 3 o8y, %3 b ?
o g % 3/27.78 v48.91
t. Obtener los siguientes logaritmos: b) kEm== T
gu Bk ‘ . 3/.0018
e D = ~ .
) g ‘ | - _[a.oon? co3g? |*
b) log .0002 = : ' ' c). k< 3/99.9 “/.0007

c) log 25376.8

d) log .8716




MODULO 11 TEORIA DE CONJUNTOS

CUADRO SINOPTICO

A=B<>ACByB cA

Igualdad de
conjuntos.

Dos conjuntos A y B son
iguales si y s6lo si, A
es -el subconjunto de B
y B es el subconjunto
de A.

Unidn de
conjuntos.

La unidn de dos conjun-
tos Ay B, es el conjun
to de todos los elemen-
tos x tales que, x per-
tenece a A o x pertene-
ce a B. ) .

AUB={x|xe A3 xc¢eB}

Interseccidn

"~ de conjuntos.

La interseccidn de los
conjuntos A y B, es el
conjunto de todos los
elementos x tales que,
X pertenece a A y X per
tenece a B.

AN B={x[xeAyxceB}

Diferencia.

La diferencia A - B de
dos conjuntos A y B, es
el conjunto de todos
los elementos que perte
necen a A y no pertene-
cen a B.

A-B={x|xeAyx¢B}

Complemento.

El complemento de un
conjunto A, es el con-
junto de los elementos
de U que no pertenecen
a A.

A ={x|xeu, x¢A)=U-A
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4 : Conjunto: Cuando de un grupo de entes u objetos podemos selecciomar
] una coleccidn bien definida de elementos que cumplen con una regla
comin, a esta coleccién se le denomina conjunto.

Objetivos especificos

I Son tres las formas mds comunes de expresar un conjunto para ilustrarlas
tomemos €1-conjunto P de los nimeros naturales pares menores que 10.

4 a) P = {2, 4, 6, 8} forma tabular o por extensidn. :
? b) P = {x/x es par, x < 10} forma constructiva o por comprensidmn, i
Al terminar el estudio de este mddulo, el alumno: { !
1. Expresard con sus propias palabras los conceptos de: '% Gles hakxe Snolinade V(" s dek ftal que”),
a) Elemento. t
b) Conjunto. . E )

c) Tgualdad de conjuntos, i Diagrama de Venn-Euler

d) Subconjunto. g ¢
;\ P - : 3 &
i e) Conjunto vacio. i 5 e
f) Conjunto universo. Los conjuntos se denotan por letras mayldsculas, los elementos con letras
g) Conjunto complemento, mindsculas, nimeros o simbolos.

No importa el orden de colocacidn de los elementos.

2 = : : .
2. Efectuard operaciones de unidn, interseccidn, disjuncién y dife- §
. - . {

rencia de dos o m@8s conjuntos dados.

3. Aplicar3d las propiedades: Conmutativa, Asociativa y Distributiva, Igualdad de conjuntos: Se dice que‘dos conjuntos A y B son iguales
: cuando constan exactamente de los mismos elementos, tal es el caso

s : ;
en la resolucidn de problemas con conjuntos. ) d b
: (=) g

A=1{1, 3, 5,7, 9} B=1{9, 5,1, 3, 7}

Si los c¢onjuntos no son iguales se denominan distintos, lo cual se
denota:

A+ B

11.1 CONCEPTOS BASICOS
Tal es el caso de:

El concepto.de gonjunto es fundamental en todas las ramas de Ta matemdti {
ca y las aplicaciones de la teoria de conjuntos son cada vez mis frecuen- |

tes y diversas. Con el objeto de establecer un 1 j i
es Y . Co enguaje s as
siguientes definiciones: Sl SRt

A={a, b, ¢, d} B = {a, b. ¢}
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Subconjunto: Si todos los elementos de un conjunto A pertenecen .f Conjunto complement05 Dados un conjunto universal Uy un conjunto A
también a otro conjunto B, se dice que: 3 contenido en U, se llama conjunto complemento de A, o simplemente
. i Icomplemento de A y se denota por: A' o A®, al conjunto de elemen-—
j tos de U que no pertenecen al conjunto A.

| — 2 .

A es subconjunto de B.

A estd contenido en B.

H 1}
| v |
B contiene a A. i
{ A |
c
y \ A
Y se denota A CB
~
Ejemplo 1
Existen dos posibilidades, para los subconjuntos que son: : Escribir en forma tabular, o por extensidn
a) Ac B pero A# B "A es subconjunto propio de B". A = Tl = 4F=54 = {2, =2}
b) AcCB pero A=3B "A es subconjunto impropic de B". : B = {z2/z es una letra de la palabra correcto}
Conjunto vacio: Es el conjunto que carece de elementos y se represen ok 5 = {c, o, r, e; £}
ta por la letra griega ¢. !
: C = {x/x es entero positivo} =>C = {1, 2, 3, ... «}
E1 conjunto ¢ = { } se considera subconjunto de todos los conjuntos. ! Ejemplo 2
Para aclarar, los siguientes conjuntos; ) 1 Escribir en forma constructiva, o por comprensifén:
j & i ={2, 4,6, 8,10, ... } = A= . es par
A= {¢} B = {0} ; son no vacios ] £S5 B Badh ! {x/x par}
. ; B={3}=B={x/x-2=1}= {x/2x = 6}
Ya que contienen un elemento. {
‘ i c=1{1, 2, 3,4, ... s} =C={x/x en}
{Co?junto universal: Si dada una cantidad dsterminad§ de conjuntos, A: NOTA: "N" es el conjunto de los némeros naturales: Enteros y positi-
i existe otro conjunto U en el cual todos estén contenidos, a este con |8 Ve,
i junto U se le denomina conjunto universal de dichos conjuntos. ;
¥ i
‘ ‘ o ———— ! ‘ p=1{1,2,3,5, 7, 11, 13 ...} =D = {x/x es nimero primo}
~ . ) .
T 3 Ejemplo 3

Dado A ={x, y, z} ;Cuintos subconjuntos hay en A y cudles son?

Haciendo una lista resultan:

{x, v, 2z}, {x, v}, {x, 2z}, {v, 2z}, {x}, {y}, {2z}, ¢ . As? pues hay 8
subconjuntos de A.

SR B R
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Ejemplo 4
Cudles de estos conjuntos sonm vacios.

A = {x/x es cada persona viviente mayor de 300 afios}

11.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS

Unidn de conjuntos: La unidn de dos conjuntos A y B es el conjunto [

de todos los elementos que pertenecen a A, a B, o a ambos y se deno~-

B = {x/x* = 9, 2x = 4} _ ta por: AU B. | 1
Cc = {x/x # x} : s ‘ I
D= {x/x + 3 =3}

A =B =2C= ¢ son vacios. AGB={x/x EA o x EB}

D no es vacio pues contiene un elemento: D = {0}

Ejemplo 5 } 1
; ! Interseccidn -de conjuntos: La interseccitn de dos conjuntos A y B,
i es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A y que tam—

Contruir el conjunto universal de los conjuntos.
) ' | bién pertenecen a B y se denota por A 0 B. !
! :
i .

A=1{1, 3,57, 9}

B ={-9, -7, -5, -3, -1}

¢ = {o}

s
/
£
=

R e

ANB={x/x€A vy x e B}
v=A{-9, -7, -5, -3, -1, 0, 1, 3, 5, 7, 9}

- —

Ejemplo 6

Dos conjuntos A y B son disjuntos si su interseccion es nula o sea

Establezca el conjunto complemento en cada caso. - 5
AQ B= ¢ lo cual significa que no tienen elementos comunes.

i

a) U = {x/x es una letra del alfabeto}

A={a, e, i, 0, u}

e SRR P

. i-

A%= {x/x es una consonante del alfabeto} ¥ !

< i ’

b) 1 5 v ¢ ‘ : : ey

y J 9 ‘g l Diferencia de conjuntos: La diferencia de dos conjuntos A y B se :

3 representa por A - B y se define como el conjunto de elementos que
pertenecen a "A" perc no a "B".
3 il 7 N ‘ : e Bt B
¢
A =1{1, 3, 5, 7, 9, 11, ¢} ¥

A-B={x/x €A, x €B}
{ &%

B={1: 3, 5, 7, 9, 11,a,e,i,o,u} -
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Ejemplo 7
Dados los conjuﬁtos:
A=+1, 2, 3, 4, a, b, ¢, d}

B

n

{3, 8, ¢, e}

¢ =41, 2, 5, b, p}

establecer:

AoB={1, 2, 3,7, 8, a, b, c, &, e}
ADB=1{3, c}

A-8=1{1, 2, 4, a, b, d}

B-A= {8, e}

AU G =12, 3 45 55 8, By G4 ds D}

o

fe=)

o
]

{1, 2, b}

A-C=1{3, 4, a, e, d}
¢ - A= {5 p}

Ejemplc 8

Sombrear en el siguiente diagrama de Venn:

-

a) AN(BUC

b) (AUB) a(AUDC

CORY,

11.3 PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON

1. Propiedad Conmutativa.
AUB=BUA
AnB=BnA

2. Propiedad Asociativa.

Au (BUC)=(AUB)UC
An{Bnc)=(AnB)nc

3. Propiedad Distributiva.

A0 (BUC)=(AnB)U (Abnc)
Au (Bn.C)=(AuB)n (AU C)

A U'C §§§§§

(AUB) 0 (AU GC)

CONJUNTOS

ec 11.1
ec 11.2

ec 11.3
ec 11.4

ec 11.5
ec 11.6

141

Para ilustrar las propiedades anteriores se dan los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 9

Sean los conjuntos:

A

B

C =

a)

b)

c)

O

e)

£)

{1, 2, &, 5, 6}

{2, 3, 6, 9, 10}

tL, 3, 5; 7, 8}
Demostrar AU B =B U A"

AUB-={1,2,3,4,5, 6,9, 10}

[v-)

[

b
]

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}
Demostrar AN B =B A:

AN0B=1{2, 6}

BnaA-= {2, 6}

Demostrar AU (BUC) = (AUB) UC:

Bvc=1{1, 2, 3,5, 6, 7, 8, 9, 10}

AuB=11 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10}

]

Av @®BUC) ={L, 2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10}

(avBvc=1{1, 2,3, 45,6, 7, 8,9, 10}

Demostrar A 1 (B N C) = (AnB) nC:

it

B ac={3} AD(BNC) =¢
¢

Demostrar A1 (BUC) = (A NB) U (A 0C):

(a1 B) = {2, 6} (AnB)ync

]

BUc={1L; 2, 3, 5; 6, 7, 8, 9, 10}
AnB=1{2, 6} ha¢ =11, 5}
A0 @BUC) ={1, 2,5, 6}
(AnB)U(GAnc) ={1, 2,5, 6}

Demostrar AU (B 0 C) = (A U B) .ﬂ (AU C):

B C= {3}

{1; 2, 35 45 55 65 9, 20}

AUB

Avc-=1{1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8}
AU (B ac) =11, 2, 3, 4, 5, 6}

(AUB) Nauc) =11, 2, 3, 4, 5, 6}

i Ejercicios propuestos

¢ 1. Cambiar la forma por extensién a comprensidén o viceversa.

a) A={x/x+1>5, x ¢E}
BY uB = {1, 45 9, 16, 25,...)
¢) c={x/x*+5 =32}

2. Escribir los subconjuntos posibles para el siguiente conjunto.
A={a, b, c, d}

3. Decir cudles de los siguientes conjuntos son vacios.
a) A= {x/Vx = x*}

{x/x + 1 =5, x2 = 4}

1]

b) B

{x/x es vocal, x es consonante}

{ e) ©

4. Si U = {x/x es letra del abecedario}

Establecer el conjunto complemento.

A =da, e, i, o, ul} AS

f B=1{c, k, q, s, z} B®
? 5. Dados los conjuntos:

A=10,1,3,5. 7,9, a, c, e, gl

[

p=1{0, 5, 9, 11, 13, 15, a, e, i, o, u

)

¢ = {1, 759, 12, 14, 16, e; g hy p} ¥




144

6.

T = AUBUC estéblecer:
AUE=

A NB =

A-3B =

B-A=

At oo =

.(A-C)U(B—c)g

(AuB)n BT =

_Sombrear en el siguiente diagrama de Venn.

N

a) (A-B) 0 (C- B)

‘V

S o S

e S AN s e

g i L

3

s T

c)

s

b) (AnB)U (-4

@UC - (AL0)

s vy

‘Sombrear y comparar ambos miembros de las siguientes igualdades,
en el siguiente diagrama de Venn.

a) Aﬁ(BﬂC)=(AﬂB)DC

145



b) An (Bu C) =(AaB)U (AN C)

c)

[ X XN

AU(BH'C)=(AUB)H(AUC)

A

AL s s e

EXAMEN DE AUTOEVALUACION

Con el objeto de que el estudiante pueda verificar por cuenta pro-
pia si ha alcanzado el minimo necesario de lcs objetives de aprendiza
je correspondientes a la parte de Algebra elemental, se presenta el
siguiente examen de autoevaluacidn:

1. Escribir la expresidn algebraica que represente la siguiente
proposicidn-

La ~uma de tres nimeros es 33, el segundo es dos unidades mayor
que el triple del primero y el tercero es cinco unidades menor
que la mitad del primero.

2. Expresar en lenguaje comiin la siguiente expresidén algebraica.

(&« B %2 {5 - ) =3 - %— 7

Efectuar las siguientes operaciones y simplificar el resultado.

3. CGh-%) (6-20) Gb+%) oo
4, (2x* - §x3 + 1lx - 2x% - 6) * (x? - 3x + 2)
5. (-9 - 20%)7

6. (3a2 - 11b%) (3a® + 11b2)

7. (a% - 3b)°

Factorizar las siguientes expresiones.
8. 2ax* - 18ay2 ' e
9. a® - 5ab - 36b°

10. 3a%°® - 24

11. 8a’ + 36a% + 54a + 27

Eféectuar las siguientes operaciomes, simplificando el resultado.

x+ 1 x -1 + 2%x% - Tx

B s 5T a s g




g B mRagE

"W\

b R

- x> - x =12 30 - 7x - x*
¥t + 7x - 30 24 - 2% - x°
14 %2 - x -6 . x> - 6x+9
Ux?P - x - 2 %P 4+ 8x 47
6
+ 3 -
15 a3
: ==
X+ 6 + ety

=y
L

3x ¥ 2¢ }°
o (2] (3)

Expresar el resultado con exponentes positivos.

-2 =3 }=2
17. [322—%T-J

r

[lGa—ub-slzJ..l/z

- 92 2p /3

19, Escribir bajo un solo radical.

x+y ,,/ 1222
2z vV x+y

20. Escribir en forma mas simple.
3VSlxsy5

21. Racionalizar el dencminador de la fraccidn.

3 VE +2 4y
2vx -3y

22. Resolver la ecuacifn 2 (x - 7) = -3 (2x + 1) - 3, y comprobar
el resultado. -

23. Resolver la ecuacidn 6x% + llx = - 3, y comprobar las solucio-
nes.

24, Resolver el sistema de ecuaciones:

5 + 7y =

= 2
bx + 6y + 3 =

0

y comprobar las soluciones. %

Ve AP il skt B

TP e

v W e T F

op—

S oDREE YT AR v

wewn

ey T e SN

A

i
13

25,

26.

27.

28.

29.

30.

Demostrar que es cierta la igualdad entre determinantes-

5 =3 1 9 6 " 2
4 3 14(=14 3 1
1 -2- 6 -2 6

Resolver la ecuacidn:

Ix _ 1
1 -—==3x- 5

Resolver la desigualdad l %-x - 2| €| y expresar la solucifn

en la forma a.=x £b.

Empleando logaritﬁos'calcular:

%/800. 4

a)
1439 vV1.934
py /G781 (6.183)

Y - 19.78

Dados los conjuntos:
A={i, 2, 3, 4}, B= {1, 3, 6}, C =13, 6, 7, 8, 9} ohtener:

a) AUB
b) AUC .
.¢) AQOB
d B0C

e). An(BUC
£) (AUB)UC

Considerando los conjuntos A, B, C del problema anterior, demos-—
trar que:

a) (AUBYUC=A0C(@®UC

b) (AnNBYnC=A0D( 0C)




s,

s A S T

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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SCLUCIONES DEL EXAMEN DE AUTOEVALUACION

%+ 3%+ 2 +-§ - 5=133

El cubo de la suma de dos niimeros (a y b), md3s el doble del cua
drado de su diferencia, es igual al triple del primero, menos
la mitad del segundo mids siete.

64 - 32x - 4x° + 2x°

2% +x- 3

81 + 36n” + 4n"

9a* - 121b*

a® - 9a"b + 27a%p? - 27b°

2a (x + 3y) (x - 3y)

(a + 4b) (a - 9b)

3 (ab - 2) (a?b? + 2ab + 4)

(2a + 3)°?

%
™
+

2) (x+7)
2y (x - 3)

~
»
I

»

x - 2)

(x-1) x+2)

e D
2hx 1!




19.

20.

21,

22,

23.

24,

25.

26.

27,

28.

29.

30.

Y3z (x +y)
3xy2 ¥/3x?

6x + 13 /;§-+ 6y
4x - 9y

"
-
!
I
Nfw
.
4
i
1
(Y

4
L[}
oo
~«
i
i
N~

158 = 158

x=—3_
13

2 %
3°x*= 2

a) 0.004640 ; b) 4.250

a) AUB={1, 2,3, 4, 6}

b) AUC=1{1, 2,3, 4,5, 7, 8, 9}
c) AnB-={1, 3}
d) Bnc-=1{3, 6}

e) AN (BUC) = {1, 3}

f) (AaB)Uc-=1{1, 3,6, 7,8, 9}

a) (AUB)UC={1,2,3,4,6,7,8,9=avy (B U C)

b) (ANB)nc

]
—~
w
—

=AN0(Bnc 3

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

MODULO 1 TRADUCCION DEL LENGUAJE COMUN AL LENGUAJE ALGEBRAICO Y
VICEVERSA

Lo ox-14%x+1)+3 =8
2. R = kbh? ; (k es la constante de proporcionalidad)
3. C=2(F- 3

4, (a+Db) a= a? + ab

5. El cubo de la diferencia de un nimero menos otro, es igual al
cubo del primero, menos el triple producto del cuadrado del
primero por el segundo, mds el triple producto del primero
por el cuadrado del segundo, menos el cubo del segundo.

6. El cuadrado de un nimero, mads la mitad del triple de la dife-
rencia del niimero menos cinco, es igual al culdruplo del niime
ro, mds la unidad.

7 Bl Woluiien A aiia esfera es iguca

SIS ohbo Y madic » ruatro tercios del produc
to A= 7 b

MODULO 2 REDUCCION DE TERMINGS SEMEJANTES

1. - 2a? + ab + 4b?
2. 4x? +5x -8
» 3

3. a® + 3a% - 2ax® - 5x

4, xly - (5 + /3) xy% + 3 V2 ¥y




i

10%

Operaciones con polinomios

Adicidn

5. 4a® + 6a - 3

6. 11x% + hxy + 13y2 + 5

7. 2ax® + 3x% + 5a%x* + 7a’x + 5a% + 8

Sustraccidn

8. 2x% - 6x% + 5x - 2

9. 3a + 6by - 5cy2 - ay?

10, a) A+B-C=2x>+2x" +7x -4

b) A-3B-C=-2x"+4x% - x+ 10
c) B-A-C=- 2% + 13x - 6

Multiplicacidn

11. 20a%°? 12. - liax’y*
13. 48a°x" l4. - 56a°b’yz®
15, x%y?% - 2xy? + 4xy?

16. 60a’bx’y - 36a%b’xy? - 48a’bly?

17. 3%° - bx? - 20b%x + 14b°

18. 2x° - 9x2y + llxy2 - 3y3 + 2x% - 6xy + 2y2
19. a° -p°

20. x* = xay J%xzyz + 7xy? - 6y* .

Divisidn
21. 2ap? 22. 6y3z
23. - 3a%x%y ) 24,  2ax - 3by
25, - 2ab¥x? + bxy 26. 3xy - Saxyzz + 7x2

it - . T A0 14

27. x* -3k -4
28. Cociente x - 4, residuo 9x - 11
29. 3y% + xy - x?
30. Cociente x + y, residuo ZyI+
Divigiﬁn sintética
31. Cociente %% + 2x + 3, residuo R = - 8
32. Cociente x* + x* + x + 1, residuo R = - 1, No.
33. Cociente 4x® - 2x* - 2x + 4, residuo R =5 ‘

Pl

34, S1

MODULO 3 PRODUCTOS NOTABLES

1. 9x* - 16y? 2. 25%% + 20ax + 4a?
3. a% - 2a% + a?p? L, 16x% - bx - 42

5. 2% - 9x* + 4

6. 27y% - 54y*z? + 36yz* - 8z°

7. 270 + 108m’xy + lakmx?y? + 64x°y°

8. v®+al 9. 8y - 27

10. 6x% + Txy - 20y* 11, %% -1

12, a% + 2ac + c? - p?

13. x¥ + 2xy + y> + bx + b4y + 3

14, 3axy + abx + 2ly + 7b

Factorizacién

15, 3ax (x* - 2a’y + 3ab) 16. 8 (a + 2b) (a - 2b)

TR S
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17.
19.
24,
22:
24,

26.

29.
31.
43.

35.

(4x - 2y + 3) (4x + 2y - 3) 18.

(4x + 3¢) (x + 3y) 20.

9x® + 4y%) (3x + 2y) (3x - 2y)

(x - 3) (x? +3x+9) 3,

/
G+ x-2 &+, 2.

(2xy +z+ 1) (2xy - z~ 1)

4 (p+q) x+4) (x-4) 28:
(r+2)% (r - 2)? 30.
(3x - a) (y + 3a) 82,
z 3z - 2) {4z - 1) 34.
a) 400 b) 1800

MODULO 4 FRACCIONES

1.

2
Lo

10.

12.

14,

16.

M.C.M., = 36x’y?

M.CM. = 4 (x+ 1) (x- 1)

MC.M. =2 {(x+2) (x-1) 3x+1)
M.C.M. = x (x - 6) (x +6) (x+ 1)

I’;.C.M. =mn (m-1) (2m + 3) (m + n)

a

a-b i

1-x 2

19a

50 1ls
3% - 1

T e = 5 13

R -1 15.

(3a + 2b)?

(m+ 5 (m-3)

(Gx + 1) (2x - 3)

(z + 1

(a + 3b) (a - 7b)

®-2)°

(22 + 1) (4a% - 2a + 1)

(x +2) (x - 3)2

(x-3) x+3)

TX_"}’_T
X* ~ %y +y
3x + 3

x 4 b =5
x4+ 1

2

y> - 3y + 15
y (y - 5)

m’ - 16m - 8

@+ 2) (m- 2)°

- 6y° + 19y - 12

3y -5

O

17.

18.

20.

24,

26.

28.

30.

32.

34.

36.

3x° - 6x - 18
2z -1 (x+1) (@2x+3) (x - 2)
3ax
2by
X = a
bx
6

GED D)
x - 2) (x-3)

N
2|

%2
E

»

b

I+ x
2 (2 =x)

3 N s
(x- D> -1

5

3
By g
2X+2X+1 ~ - 2

X <

x + 1 v % o )
I ek SR L T
T rx+l X tx+l

MODULO 5 EXPONENTES

i

3.

11.

13.

8xl'y“ z*

9x'y® - 42x°y° + 49x5y"
6

2x°2
x&u‘@s‘/;

/3
x7

Saxzzsysiszé/s

::12135<:8
o a1

Xy 2z

19.

y-1
21, 23X
2 2
yy, 2Q2b-g =b)
4yy — X = 94
25, a —Xx
1 -x
27. 1+ x
a9, 3% S 10 (x4 2)
© 2z + 3) (x-12)
3 2
B =51 71
1 3
33. % =~ 2 = Xz + 5
b = 3 +4x - 11
c 2+ 2T+
2 49X10y12216
4. 2ax - 3by - 2ab?
b, = »/}7
8. 3 TWZ ST Ve
10. 3x7/3y6/5
2
X
¥Z -5
14.

a X
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15.

17.

NOTA: EI inciso h nc tiene respuesta en la columna y la j se repi

() a
(e) y
€y =

() a%~?
(b) a
() W&

te.

MODULO 6 RADICALES

s

3.

11,

13.

15.

2 V3x

SXZy /;
6ab? 3/2a
V155757
V2xZ + 2x

3/ 14art7

5x

(Ya + /2b)?

a-~-2b

2/3+8V/5-5/15~1

22

16.

18.

20.

(g)
(3)
(1)
)
(d)

(a)
()

10.

12,

14.

ST T

i
|

|

S

a2/ 3X5/ 2

) -
322 V2xz

20ax? 3/2x?

V27a°%

3/Bax’®y’

4
]
)

T T g

w
.

11.

124

15

17.

19.

21,

23.

25,

275

29.

31.

la.

Pluma 14 dlls

MODULO 7 ECUACIONES

22 2.
3

e ] 4,
15 6
- 16 8.
a

= 0.
= 1

$ 130.00 ; 2a. § 110.00 ;

Lapicero 4 dlls

o X
= 4
x =3
ST
BEET

- _m
. 2
A= 21

3a. $ 70.00

$ 50.C0
X1 = 5, x2
x; = 0, x2
v_-l,y
XxX==-2,y=
~ 59
- 47
14
847

200 y 60 14.
Xy} =2, x2 =~-3 % 16.
x1 = + v’l—l, X2 = - V1 18.
A= 14, B =11 20,
1 1
xX=7. == 22,
96 y 84 24,
30 26.
- 367 28.
0 30.
(c) 1Identidad
(e) Transposicién de térmiros.
(g) Ecuacién incompleta de 20. gradc.
. b
(J) A2= aa 1
as b2
(1) Besolver un sistema de ecvacicmes.

N —

(&%)

| w

AV
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(a) 1Igualdad. ) 3! c) b= .1428
(d) Raices o soluciones. 'E 4, a) 0.3010
(h) Las raices de una ecuacién de 20. grado. i b) 4.3010 . }:
(k) Resolver un determinante de 3er. orden. { ¢) 4.034
(b). Ecuacidn. ; d) 1.9403 ) '
(f) Ecuacidn de 26. grado. ‘t 5. a) 0.000002987 1
(1) 1Lla reunidn de dos o mds ecuaciones con 2 o mis inc8gni- i b) 162400000
tas. §
e) 1
MODULO 8 DESIGUALDADES E INECUACIONES DE UNA VARIABLE | i
i d) 0.4928
1. x<6 2. x<-6 |
i 6. a) 0.1448
3. x<8 4, x>9 : ._
_ { b) 6.8787
5. 1<x<3 6. =2 <x <3 {
i c) . 3.9015
MODULO 9 VALCR ABSOLUTO ) —eemd}
: i a) 16.3815
l. x1 =7, %=1 2 Xy o= 30 X2 = - 7 i _
4 e) 2.5562
3. x =1 4, x3=-3 }' £) 2.4535
5. ~5<x<£5 6. ~9<x<9 e 8D BeaER0
b) 7.8366
7. A Zxaz 3 8. - 1<x<4 - s
c) 13.8056 s
9. x< -4 & x> 4 10. x <-4 6 x26 :
8. a) 0.6259
: 5
Lox <= > ,
M R0 wne b) 174.12
MODULO 10 LOGARITMOS c) 5.665 x 1072

15

r:
v

b)
a)
b)

Ndmero real que corresponde al logaritmo de "z'" en hase"v" i MODULC 11 TEORTA DE SONJUNTOS
Base del logaritmo conv# 1l y v >0 | 1. a) a=1{7,8,9, 10 ...}
Nimero real positivo. i
' b) B = {x/vx eN}
Es la expresidn correcta.
. ¢y c¢=1{3}
x =4 i
’r'
q=4 !ﬂ
4




c) (Bu<C)-(r0o0)

{a, b, ¢, d}, {a, b, c}, {a, b, d}, {b, c, d}, {a, e, 4},
{a, b}, {a, ¢}, {a, d}, {b, c}, {v, a}, {c, d}, {a}, {p},
{c}, {d}, {9}

a) A no es vacio A= {0, 1} £
b) B es vacic B=¢ g.
c) C es vacio C=¢ 7. a) AN ®AOC)=(an0B)ac
AS = {x/x es consconante del abecedariol ’ Y

B = {ai b) d) e) f, g, h? i’ j’ l’ m’ n$ 0’ P! r, t)

u, v, w, x, y}

-

A Bpe=do, 1, 3,8, 2, 9, I, 1% 15, a, ¢, e, g, i, o, u}
A 0B ={0, 5,9, a, e}
A_B={1, 3, 7, C, g}
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