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· ·e A PI TU L ·O ·--------
LA INTEGRÁl DEFINIDA 

5.1 INTRODUCCION.- Consid~rese el siguiente ejemplo 

ttara desal;'rollar los conceptos de la integral ·indefinida. 

Se rreten~e determin~r el valor de un vitral de f or

ma p~rab6lica con las dimensiones indicadas en la figura -

5.1. sabiendo que. está cons truido .de cristal de ttlomo cuyo 

costo es $10 _' 000.0:) por l'letro cuadrado. 

15m, 

~-----------10nc ~ 
Figura ·s.1 

ta persona encargada de . calcular el precio, obs erva 

que necesite primero deteroinar el áre¡. 

¡,C6mo 'noi!r& d?t~rmin~r el .-:.cea del vitr!'ll .. en formR. f.. 

pro,:ioada '? Algun~s ·formlils •on lA.s sieui.entes : 

Ucg, na.nera ser~ ~Ü.Cll?..r el ~ea"'de un ·'triártgulo inl;

crito en la p~~bola. 

Otra forma ser~ dividir el área en seccione~ Y~~~ · 

merlas a trapeci~s • 

..... 

.!: . •J • .• 

... <:/:: 
·: • .. 

.:.·· 
. . \_: .. 

.los 

·' .. =.-·· . 

..... 
o •• · · .~~· · · : 

.· ; ·;~ . ~-
: · , . 

. '"'~ : 

Para _el fin que se ~ersigue se esco~erá ia última ma

Hera, los r ectángulos forr.iados tocan a la curva como .. se ve .. 

t:n la figura 5.2. Son de dos tipos: los A, . a los que 11!! 
I3r~mos rectángulos intériores y los · B, a los que ·sella~!! 

: .~n ·rec.tángulos . exteriores. 
y 

Obs~rvese que 
renc.a el n, de t?.l forma que 

je d . simetr!a; sujeto a dicho 

ci6n que d efine a la -p?rábola 

el eje~ coincide con el e

sist~ se obti en~ la ecua

f(Y.) = 15 '- (3/5)x 2. 

· ~ rect~rie;'llos' 'P..zteriores defi'::!en ~ una ec'J.<!.ción '""'
caloH~·e. -:-.ue es ~•synr .. 6 igu:ü t1_Ue 1~ ~U!te'i6n . (lUe d efine. "'--: 

l e P~ (<ibola, en c~J::bio,los interic,rcs de~er:'!ir.<>.!'! otra fun

ci /.- · · 'sc~lon;">.d?.. o_u·e es nenor que--1~ " e 1~ r:-r~bola, -gor. lo 

"'e"~ ~r1r.c'!r ~'' " P~ ;~ 'X""""'a • ~ueda co~nre·lili ...... ~ ~ "'- . : ·~ · '"''t 'i ... .. • ·-

.·las fun~.:.i.one3 es(;"llor:.?.·h.:. 
. ... - ~ 

.· ·t. :-: 

.T 

t . 
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Lo anterior r.~ed~ expresarse· como: 

Aint ~ AT ~ Ae:xt • • • . (1) 

:Donde ~nt es el área de . todos .los rectru;_gul~~ interio·- · 

res, y A t es el área dé todos lo.s rectángulos· exteriores. ex .· 

5.2 PARTIC!O!{. 

Como se observ~ en la figura 5.2, pr~ero se di\~de 'el~ 

1nterv·alo [a, b1 . e~ n :partes (que 119lll::u"eraos sub-intervalos) 
no neces~i~ente ·igu2les; por medio de los vtüores :x

0
, xl' • . 

• • • ,~ donde x
0
=a (x1 < ... · .. < x

0 
= b. Estos valores de :x -

determinan n sub-intervalos y no importa en ·~ue forme sé es

cojen, siecrpre tendremos: r.
0 

= a, . xn = b • . . ver fi¡¡;ura si-

. guiente: 

Sub-intervalo T1~ico 

.. ~- ~~. ):. ·. 

·De . la i'iCJ· ·2 se obs.erva ctue por simetría es suficien- · 

te· calcular la mitad del área y multiplicar .el ·re~ul tado - . 
por don para encontrar el área 'total,· así tenemos: 

Como ~r13er in~ento. dividase la mitad ·del área a cal

,·.ular en cinco ·-partes . igual.es como indica la figura 5.2 • . 

A continuación, calc61ese las áreas exteriores e 1nt~ 
riorea. 

La base de cada rec~áogulo será .X¡-Xo' x2-X¡' x3-x2' 
A4-x3 Y · x5~x4 , y las alturas estarán dadas .por: 

Para l os rectángulos .exteriores: . f'(x
0

), f(x
1 

), f(.x
2

) 
. f(x

3
) y f{x4 ) • 

-1----+------l---4-----F¡r==..A----=,=='\--· ----¡r-':-¡ ... - . 
Para los rectángulos interiores: f'(X¡), f{x

2
), f(x

3
) 

f{\) y f(x5). 

FIGURA 5.3 

Los extremos del primer . sub-intervalo son los puntos x 1 
y x

1
, los del siguiente X¡ y x 2, los extremos de un sub-in-· 

tervalo tipico Mn ~-l y x1 {donde i=l,2p.,n)' con esto· 

se puede establecer la siguiente: · 

· D'E?I!UCION 5 .¡ 

La p<Ztici6n P de. un ::..ntervelo (a, bl es la división ,_ 

~ate en n sub-intervalo~. 

. ~· . '.. . 
. , .. 

Por lo tanto, 

· ~ Aext =,- f(x0 Hx1.- x0 ) .+ f(:x¡Hx2-x1 ) . + .. f(x2}(x
3
-x<!} + 

. ·+ f(x
3 

Hx4-x3
) + f(x

4 
)(x

5
-x

4
) = 

. . "- Sust5.hyendo ( 2) y (3) en (1), qu~a: · 
'• ~ 

{_2) 

(3) 
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Los cálculos corres-pondientes s·e observan en l a sigu1_e!! 
te tabla , donde se han tolllado por comodidad todas l as bQ_ 

ses de los rectángulos xi-x1_1 igu~1es a uno. 

TABLA 1 

R'EC1'ANGULOS EXTERIORES :1 :EC'rA_t·:GULOS HT~IOP-:!3 

xi-1 f(x. 1 ) 
l.- :xi-xi-1 f(xi-l)(xi-xi-1) xi f(xi) f(x. )(x.-x1 1 ) 

l. l. -

o 15.0 1 15.0 1 14 14 

1 14.4 1 14.4 2 1 2 j 12 
' 

2 12.6 1 12.6 3 9 S 

3 9.6 1 9.6 4 5 5 

¿ 5.4 1.. 5.4 5 o o 

- - 5 57 - - 42. 0 

! A 57 2 ext = 

Aext = 2(57) = 114 m2 

Con los v~lores anteriores se tiene uoa estimaci6n -
del área, la cual debe satisfacer la desieualdad (1), esto 
es: 

84 m2 ~ At ~ 114 m2 

O sea, oue el áre~ busc~d?. debe est~r co~prendida en
tre 84 y 114 1!:

2 y el precio del vi tnü CT está comprendido 
entre~ 

114 X 10 000 ~ CT ~ 84 X 10 000 

S 1 140 000 ~ e T ~ ~ 840 ooo 

3 

.. 

1 

1 

2 
3 
4 
5 
6 

7 
B 

9 
10 

Como se observa, la diferencia $ )00 000.00 entre -

a'llbos valores es muy grande, ¿ C6mo podría aproximarse más 
al costo exacto ? 

La respuesta es aproximar más el área a la exacta, y

como se ve en la figura (2), la diferencia entre las áreas 
ext erior e interior está representada por l as área$ de los 
rect~ngulos sombreados, y para minimizar el error ea ne~e

sario que l as funciones escalonada s se aproximen mas ~ la
función que define a la parábola, esto se l ogra si aument!! 
mos el n~ero de rectángulos. 

Al aumentar el número de rectángulos, el error dismi
nuye, y por lo tanto, se tendrá una diferencia menor para

estimar el valor del área y por ende del costo. Haciendo
los c~lculos .para media parábola, pero co~sid~rando 10 se
cciones rectangulares, todas de base igua1 . a 0.5 , se obtie 
nen los valores anotados en la siguiente tabla : 

JI. _ _ • • .:.J 

RECTANGULOS EXTERIORES RECTANGULOS J NTE?.IORE:: 

xi-1 f(:xi-1) :xi-xi-1 f(:xi-l)( :xi-xi-1 ' xi f( :xi ) f(xi)(xi-xi-1) 

o 15 0.5 7.5 0.5 14.85 7.4-J 
0.5 14.85 " 7.43 r .c 14.40 1.2n 
l. O 14 . 4"0 " 7.20 ~ -5 13.65 6.8) 
L? 1).65 n 6.83 2-.<J 12.60 6.30 
2·.0 12.60 11 6.3 ::?.5 11. 25 5.63 
2 . '5 11.25 .. 5.63 3-.<l 9.6 4.80 

3.0 9.6 " 4.8 3-5 7.65 ].83 
).5 7 .65 " ).83 4, C .5.4 2.70 
4.0 5.40 " ?..7 4- e: :3 • .:15 1.43 ... 
}, • 5 2.8'5 " 1.'1-] 5.0 o.óo ~. 00 

1 '1 
? 1 =2: f (xi-l)(xi- xi-1) 53.65 2 Ae.xt = m· 

i=l 

1 
JI) 

46 .15. :n2 
2 Aint <~L f(xi )(xi-xi-1) = 

i , l 
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2 = 107.3 m 

sustituyendo estos valoras en (1), se tiene: 
? ? 

92.3 m- ~ At ~ 107.3 m · 

,. el costo rT estará cOI!!lll'endido entre: 

Sl 073 000 ~ CT ~ ~923 000 

en este caso la diferencia es rle Sl50 000 y es le mitad de 
la anterior. 

Con el obieto de di sminuir el error decide h~cer sus
cálculos considerando ahora 20 ·secci ones rectangulares de-
0.25 de base, como se ilustra en l a siguiente tabla: 

TABLA 3 

i :xi-1 f(xi-1) xi-xi-1 f( x. 1 )(x.-x1 1 1- 1 - xi f(:xi) f(x.)(x.-:x1 1 ) 
1 1 -

1 o 15.00 0. 25 } .75 o. ?5 14.96 3.74 
2 0.25 14.96 " ) .74 0. 50 14.85 3-71 
3 0.50 14.35 .. 3.71 o.75 14.66 ).66 

4 o. 75 14.66 " 3.66 1.00 14.40 ) .60 

5 1.00 14.40 .. } . 60 1.25 14.06 ) . 51 . 
6 1.25 14.06 " } . 51 1.50 1).65 J.H 
7 1.50 1).65 !1 ).41 1.75 13.16 3.29 
8 l. 75 13.16 " 3.29 2.00 12.to 3.15 
9 ? . 00 1 2.60 .. ) .15 2. 25 11.96 ? .99 

10 ?.'?5 11.96 " 2.99 2.50 11.25 2.81 
11 2. 50 11.25 .. 2.81 2.75 10.46 ·2 .61 
1 2 2.75 10.46 " 2.61 ).00 9 .fJJ 2 . 40 

13 J.OO 9.60 " 2.40 ).25 8 . 66 2.16 
14 ).25 8.66 " 2.16 ).50 7.65 1. 91 
15 ).50 7.65 " 1.91 p.75 6.56 1.6.!. 

16 3-75 6.56 " 1.64 fl.OO 5-40 1.)5 
17 "-.0') 5.40 " 1.35 • '?5 4.1'5 1.04 
18 4.25 4.16 .. 1.04 .• 50 ·?. . 35 0.71 
19 .!..50 2.!35 .. 0 .71 .75 1.46 . 0 .}6 . 
20 4-.75 1.46 ... 0.36 p.-')0 o O · 

1 51.$ m2 1 . ? 

2 Ae:xt = ~ Ai:tt :0 4~.05 m-
. . 

4 

Aext = 

Sustituyendo en (1), se tiene 

96.1 ~ At ~ 10).6 

y el cos"':o r; T estará con~endi~lo entre: 

$1 03é 000 ~ CT ~ 3_961 000 

En este caso la diferencia es de S75 OOO.CO y es -
bastante ~enor que loe dos anteriores. 

Compar a.ndo los valores obtenidos anteriormente, se o_!! 
s erva que 1'! diferencia dieminuye cont"orme aumenta el nám_!! 

ro de rect~ngulos en que se dividi6 el área. ¿ JXistirá o-
tra manera de formar l ~s rectángulos ? 

Se pueden formar los rectángulos to~ando como altura
la orden~d2 corres~ondiente R una abscisa ~ue se encuentre 
en el punto medio de c:1da se cues tra en l a -
sir,uiente fieura : 

--~----------~~~~~~~~~--.x 
x1 x3 

Para est~ c~so 

"1 -A 
2 e 

Figura 5.4 
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Los cálculos corres.pondi entes a 5, lÓ y 20 secciones- · 

rectangulares de este tipo son los que aparecen en la3 si

guientes tablas; los cálculos se han efectuado para media
parábola y luego se han multiplicado por dos. · 

Las áreas y costos obtenidos se les llamará medios J .. 

se lea representará por: 

Para el caso de 5 .secciones rectangulares, se t iene 

f) 
--~-------------=~~,~~~~~~~--~x 

Figura 5.5 
TABLA 4 

i fi :f( f i) xi-xi-1 f( f i )( xi -xi-1 ) 

1 0. 5 14. 35 1 14,'85 

2 1. 5 1).65 1 13. 65 ' 

3 2.5 11. 25 1 11. 25 

4 3.5 7.65 1 7.65 

5 4.5 2. 85 1 2.85 

1 50.25 m2 
2 Amedia ·= 

5 

Por tant o , el . área medi a es: 

. Y el costo medio . es: 

· e · · · = · S1 o os ooo. oo 
medio 

Para ·el caso . de 10 se_cciones rectangulP..res, se tiene: 

TABLA 5 

i ~ i :f(,i } 7"'1 - :xi-1 f ( f. )( X. -X. 1 ) 
~ ~ '1.-

1 o. 25 14. 96 0.5 7. 48 

. 2 0.75 14. 66 " 7.33 

3 l. 25 14 .06 " 7.0) 

4 l. 75 13 ~ 16 n 6,58 

5 2.25 11.96 " 5.98 

6 2. 75 10.46 " 5. 23 

7 3. 25 8~66 " 4-33 

8 ).75 6.56 " 3· 28 

9 4. 25 4.16 11 2. 08 

10 4. 75 '1. 46 11 0. 7) 

! A . 50. 05 
? 

2 media = m-

;\ . media 100.1 m2 

Y el cost o ~edi o es : 

u 001 000 . 00 

Para el caso d·e 20 secciones rec t angul sres, se t iene : 



TJ>.J}LA 6 

1 51 f( fi) xi-:c.r-1 

1 0.125 14.99 o. 250 

2 0.375 14.91 " 
3 0.625 14.76 ¡· 

.. 
4 0.875 H.54 " 
5 1.125 14.24 ,, 

6. 1.375 1).86 " 
7 1.625 1).41 " 
8 1.875 12.89 .. 
9 2.125 12. 2<;1 .. 

10 2. 375 11.61 " 
11 2.625 10.86 .. 
12 2.875 10.04 " 

; 13 3.125 9.14 .. 
14 3-375 ~.16 " 
15 ).625 7.11 " 
16 ).875 5-99 " 

¡. 
• '·. 1· •· 
1· 

; 

17 4.125 4.79 " 
18 4.375 

1 
3. 52 " 

19 4.625 2.17 " 
·20 4.R75 0.74 ., 

i 
1 . 
1 .¡.· . 1 

' i ; . •· 1 
2 Amedia 

~. 
·\::edia 

Y el costo r.1edio e:;: 

f( fi) (xi-xi-1) 

).75 

3.73 

j.69 

).6) 

3.56 

3.47 

3-35 

).22 

3-07 

2.90 

2.71 

2.51 

2.23 

2.04 

1.78 

1.50 

1.20 

o.RS 

0.54 

0.185 

2 49.935 r.¡ 

6 

1 
1 

1999 900.00 

5. 3 SW.A DE RI'E!!.A.NN. 

Hasta el momento, se calcul5 el área del vitral con -
a].g-,ma de las siguientes eJ:presiones: 

1o cual lleva a la siguiente: 

" 
A la expresi6n ~ 

:..:!.. 

:(r~) ó .x , donde ll
1
·x=x.-:x. 

1 
-1 .:. l l. l.-

y f es une función conilifua en el intervalo G.~ , se le-

11 ama ''Suma de Ri eotann ''. 

En l a s igui ente tabla se resumen los c~.lculos realiz_f! 

dos . 

T.IGU 7 

n :l. (l:·t . . ..:. i r" "t Dif: :i.e .. :t-~int A_-;a~i~ 

5 114.0 ~4.0 )0. 0 100.5 

lO 107.3 92.3 15.0 99.6 

'1() 10).6 ~5."!. 7.5 99.9:J 

. .. -··--·--
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Como se observa en la Tabla .7 del desarrollo hecho 
hasta aqui, se concluye que . para conseeuir una mayor apro

ximac16n del área real hay que aumentar ~1 nómerÓ de rec-

tángulos pudie~do_hacer cientos-o adn millares de ellos , 

con lo que la diferencia tiende a cero;. lo .· que · se ex''::' es::! 
de la sigui enté manera: 

= 

~edia 

Para n =100, 1000, 10000, · 

La aseveraci6n anterior es válida sienpre y cuando 
las bases. de todos los rectángulos tienden a ser menores
cada vez que se ha.saa las subdivisiones. 

Además, con lo visto se hace evidente que el limite

de la suma ·ae las áreas .de estos rectángulos, cuando se au

menta indefinid~ente su número y cuando todas bases tien
den a cerQ, será igual ·el área At b~jo la curva. 

A continuaci6n, a las beses Qe los rectán~los se les 
representará co~o: 

Por lo tanto, el érea total será igual a: 

I.i!" 
A:~i 

n-eo 

A-:'"~t . ::: r.b 
!J.:--f•:'· 

n-a;> 

7 

lím · A
1 

... · 
A=~i· -o 0 n"' 

n._:c:o 

f(x
1
. )(x :-i .. 

1
) 

.· 1 1-

A . 
.T f(f. )(x .·.:.x. 

1
) 

. . 1 . 1 . 1 -

A continuaci6n se hará el cálculo del érea del vitral 
consider~ndo rec tángulos .interi ores de b"l.ses iEUal es ~ 

(1) 

Como. la mitad de la parábola considerada está . defini
da entre x=O y · x=5, al determinar n rectángulos ce ba
ses iguales, ·és tas quedan come: · 

( 2) 

·· Por lo ta·nto r 

5 
i ( 3) i 1 ,2 , 3, . . ,n) . n 

sustituyendo xi en l a ecuación de l a p?-rábcl a , se ·t i ene : 

. - ? 

15 3( ') .. -- ;-n- 1) 

. 15 (1 

Su.st ituy endo (~ )y (4) en (1), queda : 

! t 
2 · ·T 

5 
.r. 



A. nucana·o l es tir opieaaa.es a e la sll!!la tor ia y a el limi

te ·sé .pueden sacar. l as constantes quedando: 

. . JL · 1 2 . 1 
75 Lfr.t ·. 2_. ( 1 - ? ) -

.1:: .·- • · i=1 n- n l. . 

. 1 l . 2 . .. ,-T 

n-<X) 
mul tiplicando y ae~:·tr:~ndo eri dos · sllffiatoria.s : 

!1 

75 !.:!m · ( "">" 
A-, -:~ :f=i . i . . - -
n- _<X) 

l 
n 

.Jl.. . ., 
2:... i ) 
hl ·~j 

Como n es constante par a la sumatoria , se pu ede sacar 

de la misma 

75 Lim ~~ ±n) - ~ · 
lfl.. -o '· '-=l . . 1 . . n-eo 

Por inducci6n mátemática, se deouestra que: 

t {l) = n 

Por l o tant o : 

·= 75 . I -ín . 
llx- -0 

r{- <X) 

= 75 (1 !.) 
J 

Por lo tento, 

·6 . . 

2 + 
(J. 

50 

n( n+l )( 2n+l) 

6 

3/n + l/n2 

6 

Y el costo exact o es : 

·cT = l OO m2 ( l O .000) = $1 000 000. 00 

.EJEMPLO 

En.cqn_trar · un valor d t! la Suma de .:Riemann para l a fun

ciCm continua y = f(x) = 1 + X en el i n terval o cerr ado -

u. t :Ql 

SOLUCIOU: 

En este caso [3 .~ G.ij · : a i vica'l\09 el intervalo 

·en 9 subinterval oa igu"lles, de a.I:!pl i tud 1, y cons truyamos

una .funci6n escalonada , como se muestra en l a figura siguie~ 

te: 

y y=1+X 

¿ 
¿ 

¿ 

¿ 
¿_ 

¿ 
.¿1- ;. 

¿_......, . 
/~ . 

... 
1 23 4 56 7 8 910 A 

. At 
' 1 ·: 

: 2(1 ) + 3(1) + 4(1) + ••• + 10(1 ) 54 

Si el nómer o de ,sub4.ntervglos fuera mayor, el .res!;.lt~ . 

· do seria más aproxi mado al área bajo la curva. 
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Encontrar el área bajo la curva y = x 2 limitada ¡ior

las rectas x = O y x = 2. 

SOLUCION: 

. . n intervalo . @, il' con amJ>li tud igU~Ü a . 2-0 ; 2; d! 
vidá.moslo en n subintervalos igu~les t.1·x 2/n •. • • ••• (1) 

entonces : 

b 

El area del k-~simo . recdn¡;rulo será: 

tCff[lA !~ero 
. 2 . • 

A.k< = ix t, ' = - / k'_ .fo 
( ·:· ~..-t.:' 

__ 'C_ n 
.···•. 

por lo tanto f(h). "' f( 1... )!:) 
. n :.--· 

; A k '·= f( ~ --~-5~x ••• ( 2) 
.. 

f(x) x2, entonces f(! k_)=~~~ . n- . . 
••.• ( 3) como 

Sus ti tu:;endo (1) y ( 3) en ( 2) queda: 

4 2 2 8 2 
A . = 2~-- . -3k , 
. 1! n n /'. n 
·'· 

El 
, 
erea total será: 

t 
n 8 

k2 At = t,l~ ~ -
·. ,k;l n3 ...... _ 

pero 8/n3 es independiente de k por lo que puede salir de

la sunatoria, . queoando: 

8 t: ~.;:2 At 
nJ :'\.::L 

• •• ( 4) 

·9 

el problema ahora 9e reduc_e a encóntrar el valor· de: 

que por I nducción t.:atemá. t ica se puede dellostrar que es 1-

_gual ·a : _ 

' • '1 .. 'A ~
n ? 

;;l ..• 

sustituyendo (5) 

· a 
At = . n3 

= 

en (4} 

n(n+lH2n+l) 

6 

~ueda: 

n(n+l )( 2n+l) n ¿ = 
6 k=1 

= 

8 

!13 

desarrollando _y ·sirnplificando se obtiene: 

8 4 . 4 
·= --+-+- · 

.3 . n Jn2 

••• ( 5) . 

A k ••• (6) 

y cuando el ndmero de -súbintervalos tiende a infinito, es

decir n = co , obtencl!l.os el V?..lor exacto del área, asi: 

. $! 4 . ~ . 
At - -+-+-·- = 

3 . n . 3n2 

Ahora se. fornalizará el conc e:pto del algori tno de l a 

suma, que s~ vi6 ~~ra el cilculo .del costo del vitral. 

Co!lo yá se r.te!::~ion6 anteriormente, los subintervelos-.. 
Ax1 no necesariamente son iguales, por lo ~ue · existirá uno 

~ue es el ~~yor. 

· Se define co:Jo "!Torm..a." (·.1 ; ~e ung, !J'>..rtic16n (P) a -

la lo:-~:ituñ t!el e•tllint~!'vf:.lo nas .~<!mio;, [:c:~i-7J 

.· 
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1 
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1 
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1 

/.' 

.· .. ·- :~: .: -: ~ . ..: .:. -~----~--~~-·· ·~ ·--·~·.···· ·· ·· · : ~··. 

Con le. definición anterior .se aseffll.ra que .si !:::. -'> ':·

todos los demás subinterve.los necesarianente tenderán a e~ 
ro y el n~mero de ellos tenderá a infinito. 

.A continul:l.ci6n se escoge un valor f 1 en cualquier· 

parte del subintervalo . ~. 0 ,,-:]] , ·un valor · f 
2 

en cualquier 

parte del subintervalo [ :1 , :3 y así sucedvamente. · 

5, 5 FtmCIOif I1'1T-.:GR.!\'BLE, IiTT:::GRAL DE?nt!DA. 

En· r,eneral el punto ·escogido en el subintervalo 

[~\-J. ,xj] se denotará por ~ 1 
el área~ajo la curva a pa~tir 
gulo como sieue: 

y con este valor se calcula 
del á:r'ea del i-ésimo rectá.!!_ 

El 

¡.'t 

y~ 
T 
1 

o 

1 
! 

, 
area 

:: 

total 

·urn 
A.- o 

d . X¡.1 X¡ 

figura 5.7 
vi en e ¡lada por : 

1 
1 
1 
1 
t .,..X 
b 

Para que dicho limi t 'e exista, es necesario q_ue 

f (~.) ,Á, ;; . r1 ~ 

(1) 

(2) 

para to·lo f>G, po:r pequeño ~_que · €!ste . sea existe un nñl!lero 
~~;>~ . eu que :para -toco !í>l'{ · se cu1~ple {2). 

Obsérves e ~ue ~~ra obte~ e= ~l área ~ntrs la clU-va 

y ·= f(:x), el eje X:, y las ror.:t~s ::-: = ». . ;x. ~ t ; es n(!ú.§_ 

sario que toda f(:<) ~O 6 que f(x) esté con_sic'Jer:ida en v~ 

lor absoluto. Lo que lleva a las sig-o.üentes d.efinici~;·a es: 

DEPI!HCIC!f 5. 3 

La f unción f(x) es integr~ble en el intervaJ_o ·@,'!Ji -' 

::t f(::o;.) /). .~{ - L ~~ 
i=l J. 1 

si: 

Para todo námero positivr) E>!l .!JOr peoueño que sea . 

para tot'!o J > O 

Si l a funci6n f(x) . es_ continua e:-: [2,') entonces exi.§_ 

tirá 

Se~ f una función de~inida en un.i~tervalo cerrado 
[. "]' 1~ Inte.7t"al !iefinina 'estf nada' JlOr: 

· ¡.· 
:; 
:: 

:, 

' 

' ~· 

.. · 
' 

¡ . . 

. 
,,: ,. 
t. 
~-
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r 

L 

y ·se le representa por: 

f(x) dx 

L!m 
A- o 

f(:x) dx 

L:!m 
A-o .. 

es. decir: 

·n . 
::Z f('i. )!.¡x 
i=l 7 -

La integral definida se lla~a tambi~n integral de f(x) 
desde "a" hasta »b", donde: 

a = limite inferior de la variable independiente 

b liai te superior de la variable independiente . 
x variable de integración 

f(x) = función integrable. 

EJm.~LO: · Calcular el área entre la curva Y=4x3 y el 
eje X en el intervalo cerrado [ 0,3]. 

SOLUCiml: Lá. representación eréfica del problema se
muestra en la siguiente figura: 

X 

FIGURA 5.8 

,:Para cRlcular elli!!!.ite d!!.do por (1), se requiere h!!.-
cer lo aicruiente: 

11 

Una partición del intervalo @, lJ en n $Ubint'3rvalos 

.. ~iY. = + 
El rectángulo i-~simo tiene .una área · 

pero 

Por lo tanto, 

Como f(x) = 4x3 , entonces: 

f( . ~ i . ) = 

Ai : 4( 1 1 · ~ 3 { J ) n n 

El área total será: 

" 
> '1 f;r 

324 
n4 .. 

pero 324/n4 son independientes de 1 

= Lirn · 
n-Q) 

. 324 

Como a e comentó, cuando .1-~. n-eo 

3 
n 

. . .. 

Por inducción ~¿temática, se demuestra que: 

sustituyendo ( ~) en ( 1 ). : 

·· ·.' 
. C: -~ .. .. ~·~ { ·· 

• ( 1) 

(2) 

' · . . 
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Como la integral definida · 

f(x} dx = 

I3 . 
. 4x3 dx ' . = 

~.1 

= 

Por lo tanto, · el área. buscáda 

AT .· ·= 
8.1 2 · u • 

EJE!lPLO 

= Lim i31(1 +1+~) 
n-<XJ . n n 

. . 

·162 81 
r.ím (81 + -- + 

n2 
) . 

-.!!l.-o n 
· n-eo 

81 

es: 

: · . 

La ranid ez de un m6vH que .parte del renoso es ·4t3 ;;,. 

llies/seg. '),Cuánto recorre en los 

SOLUCIOTI:: 

v = 4t3 y ~omo la ra~idez 
v está. dada por:' 

. . . 

v = ·aa/dt, entonces · 

ds V dt 

Por otro lado 

A S = V At c.:. . m . . . 

{1) 

tres nrimeros segu:ndos? 

En la figura As est~ renresentnoo por el &reR de un 
rectánp,ulo de rlimensiones finitRs: ·si _se desea todo el e~ · . 

'P.A.cio recorr'ido entre :o y 3, será necesario plantear .el· - · 
siguiente aleori tr.~o: 

12 ·. 

S = 

. 

S = Lim 
.6.-0 
.n-Q) 

.. . . S 

pero l 
n 

. t 'li 
n 

Por lo tanto: · 

n )3 S = Lim 2 ·:4 ( l i l 
h-co 1=1 n n 

n 324 
1.3. = L!m z 

·é n-eo i=l 

Este algoritmo es id~ntico al del problema anterior, 
por lo tanto, el resultado del problema .será: 

d = 81' J)ies 

. Como puede verse, la inteeral definida .no necesari~
· . men~e será una área, porque el resultado depende de la n~ 

turaleza de las magnitudea _que representan la abscisa y

la ordenada. 

5.6 I.t-!TERI'r:TIACIO!I .GEOn'::?.ICA DE LA · I 1TT!GP..AL DEFif.l 

!lA. 

La inteeral definida de la función· continua y:f(x)~O 

en xe[a,b]. e;e~mli!tric~ente rep:!'esenta el áreP. entre la

curva cuye reela de corres~ondcncia es y ~ f(x) 1 el eje

X1 y las rectas x = a .Y x = b, cono ae ilustra en la 
siguiente figurs: 

l 

~· 
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y = :t'(x) 

FIGURA 5.9 

Si la funci6n continua y = !(x) en :r::€ ~. b] tiene v2 
lores positivos y negativos en _dicho in·~cr·v~lo, el valor n~ 

1:1érico de la integral no será iBUal ·al .v a .. lar pel área dada

por su interpret~ci6n geométrica, pQesto q~e ahora hay á- -
reas que se ven afectadas de un signo. n ege.tivo, y su suma -

algebraic.a no será igual a su l;!U!Ila ari tmética, col!1o se ilu..§. 

tra en la siguiente figUra: 

y 

X=& 

!'IGURA 5.10 

13 

X 

5. 7 PIWPI=:DADES DE LA INTEGRAL DE?INIDA. 

A. continuaci6n se enunciarAn algunas -pro.piedades de la 

Integral Definida. 

Sean f(x) y g(x) dos :(unciot¡es continuas en el interv.!! 
lo cerrado ~,b] y ktlt, entonces: 

1.- \: dx = b - a 

. 2.- ): k f(x) dx = kr: f(x) dx donde k=cte. 

).- l: k dx k (b - a:) . donde k=cte. 

4.- ~: :!(x) dx o 

5. -
~b . 

a . f(x) dx = -r: f(x) dx 

6.- ~: · r(x.) dx = r: f(x) dx + r: f(x) dx 

Para todo e, tal que: a~c~b 

7.- r: [ f(x) + g(xJ] dx ~ f: f(x) dx + · ): g(x) dx 

8.- Si .;f(x) ~ g(x) para · a~x~b ' se cur.rple que: 

rb . 
8 

f(x} dx ~ r: g(x) dx 

9.- Si k'7 O, se cll!llple que: 

fkb i ka 
f(x/k) ·ax = .·s: f(x) dx 

,., 



1 . 

i . 
l" 
1 
l . 

. . . ... : .'":..: :.·:..=:·.:.. .. . t • : .·:.~---·-~- - • • • • 

r r·o . 10.- Si o.tR f(x) dx = f(x-c) dx 
a . a+C: 

11.- r: f(x} dx ~ · ):. ·. ·J f(~}~~x 
Las .propiedades ·ae la Integral ·Definida. se demuestran

a partir del algoritmo de la s uma., por ejemplo: . 

Demostrar que S: k dx = k (b - .·a) · · 
. . . . 

SOLUCION: 

. De la definfci6n . de Integral Definida se tiene: 

r: k "dx 
n 

li.m ¿ f(x1 ) ll1 (x) 
A-o i=l 

(1) 

n-eo 
En este caso la funci6n f(x) es constante . e igual a k. 

Para obtener ó. ·.x, dividase el intervalo b-a en n _ 
. l. 

sub-intervalos iguales, es decir: 

6, ix 
b- a 

= 
n 

( 2) 

Entonces: 

b-a < a == x < a + -. o n 
a 2b-a 

+ n < 
Además: 

f(x
1

) = f{a + i b~a ) = k (3) 

Sustituyendo· (2) y (3) en (1), queda: 

~: n b..;.a 
]!. dx . = . li.a ~ k 

A- o i=l n 
n-eo 

14 

Pero b,e. y n son independientes de i, por tanto: 

S: ~a n· 
k d:x = lim z .k 

A-O n 1=1 
n-eo 

Por induoci6n · matem!tica s .e demuestra que: 

n 
~k = nk . 
1=1 

Sustituyendo (5) en (4) 

r: ~ dx = lim ~ nk 
6.-o n 
n-eo 

lim 
A-o 
n-CC' 

(b-a) k 

(4) 

(5) . 

k d:x (b - a.) k L.Q.Q.D. 

Se d~ja e1 lector la demostraci6n de las demás propie
dades . 

Demostrar usando las propiedades de. la Integral Defin:!, 

da que : . fl · / ' 

Jo xdx = : · 

. Usando la· propied~d 9 con k=-1 

rl 
x dx 

o . 

-1 . -~ L :l dx • -x dx 

· auxi~iándose ahora de la propiedad 5 

- ~
-1 

-x dx 
. o 

. -x dx 

.. . ·."': 
.; 

··; 
·\ 

•.. 
·! 

;: 
' 

J 

·f. 

l 



·Aplicando ahora la propiedad 10 con C=l, s~ tien~ que: 

{o 
. ~: r · .. 

.. -x <b: = -(:x-1) d:x (l.:.:x) _dx_ 
J -1 . o . 
Por lo · tanto: 

·el . 
) O :x dx (1-x} a:x· 

• J 

· Aplicando la propiedad 7: 

~ -: . ~: 
r 1 

i!.~ ' A .dx :t dx ::: l 
. .. l o 

' 
Agrupando los t~rminos semejante s 

·el 
:) 

0 
x dx_ ·. 

Por l a propiedád 1, se conoce o.ue: 

= 1 - o 1 

.Sustituyendo esta ú1ti¡¡¡a en la anterior ., · 

. \1 
2 X d:x 
. ·O 

= 1 

1 
Por t anto: 

2 L.Q.Q.D • . 

FJ'Er.f.!!.'"·O 

A' .i~~ndo las propi ed ades de l a integr~l det erminar: a . . . . 

( 5:r.+2) di 

15 

. . 

Aplicando la pro pi edad . .7 z r (5n2) 
3 .. 

.· \4 . · .~4~· dx . = · · ·. 5x dx + 
3 . ·. 

.Utiiizando la propiedad ·2: 

~
4 . 

5:;,:: dx 
3 · . 

::: 5f
4
· ·.~ dx J 3 .. · 

Usando la propiedad .3: 

2 dx •• · •• (1) 

. ~4 . . 
. 2 di . = 

3 :. . . . . 
2{4-3f 2 •• ~.(2) 

Para calcu;Lar 

propiedades : 

'Pro pi edad 6 : 

5 ro3. . x ax · + 

Usando la _propiedad ·s 
t 4 . . 

5} x dx = 
· . . 3 . . 

. -5 f3 d X X . + . o 

aplicando la propiedad 9 con k = 1/3 y k = 1/4, queda: 

· Haciendo operaCiones 

~
4 . 

5 x dx 
3 . . 

Aplicando la propiedad 2: 

r· . -45 }: r 5 . X d:x = X dx + 80 .x dx . 3 O · 
.. 
~ .. 



j 

l
. 

j 
! 

/ . 

¡:. 
l . 

i. 
f '. 

1 ,. 

¡q 
1 .. : 

~ .··; 
. \ . ..~ 

; . ~ 
{ =:.f 
f ·.·: 
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Pero se conoce del ejemplo anterior que \: .xdT. = 1/2 
suati tuyendo en la ecuaci6n anterior,. queda : 

= -45(1/2) + 80(1/2) = 17.5 .... (3) 

Sustituyendo (3) y (2) en (1) : 

\' . ' ) (5.X+2} ax 17.5 2 19.5 / 
+ = 

· Obshvese CJ.Ue con el auxilio exclusivo .de una col)lbina
ci6n de propiedades ·se llegan a resolver integrales, . aunque 
el proceso r~sulta laborioso, por lo que ~ara resolverlas -

· se combin~n tanto las propiedades como los ~~todos de inte
graci6n que 'se verán más adelante con el fin de simplificar 
el desarrollo. 

A continuaci6n se establecer~n una serie de teore~as -
que tienen por objeto: 

. obtener. el valor medio ~e la funci6n y= f(x), el 
cual en muchas ·aplicaciones de Ingenieria es necesario con~ 
cer. 

Determin3r la relaci6n entre la derivad~ de l a funci6n 
y = f{x) y la integral defini~a de Ía misma funci6n. 

: ~.R TEOR~·!A D::L VALOR ftEDIO m:r. CALCULO ! ;TTSGRAL. 
. ; · ··.: 

Dada una funci6n y = f(x);; continua e~ el intervalÓ
'cerr::!.dO f'!,bl , existe un nánero e, contenido en el interva
lo cerrad·o [a, b] . tal 11ti~: 

.. r ba J ·r(x) dx = í(c) (b-a} (1) 

. 16 

.. 

DE!.!OSTRACION. 

Sea J.t el valor máximo absoluto de la función y 

en [a1 b] . y m el valor míni mo absoluto de la función 

y = :t'(x) en [a, b] , entonces: 

· m ,$ f(x) ~ M \f x E. (a ,b] 

= f(x) 

Aplicando la propiedad 8, como : ·f(x)~ m s e cumple qu e : 

(b · 
. ) a f(x) dx 

aplicando la propiedad 3 

r ba . j m dx = m (b-e.) 1 por lo tanto : 

( ba 
) f(x) dx ~ m(b-a) • • • ( 2) 

Por otro lado, si: M ~ f(x) entonces aplicando-

la propiedad 8 se tiene: 

· ~b 
M dx 

. a 
( ab ) f(x) dx 

y por la propiedad 3, se tiene: 

~: M dx = M (b-a) Por lo tanto: 

M (b-a) ~ ): f(;,..) dx (3) 

ill 

De (2) Y ( 3) se concluye que: 

s: m (b-a) < e f(.x) dx < M (b-a. ) - .... 

f. 
¡: 
¡ 

' ' 
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l 

Di vi di ende ( 4) entre b-a, · queda : 

• ;; ~ l: f(x) dx . ;; M 

~ero · m es el valor mínimo absoluto de la función 

· y = .í( x) en (a, b] . y M es el v a lor máximo ·absoluto de la. 

función y :i f(x) ·en [a, bJ. 

Puesto que la función es continua :para todo x€[a, b], 

debe contener todos los valores comprendidos entre m y M, y 

· 'JIOr lo tanto el valor de : 

1 \ b f(x) dx 
b-a J a · 

que ·es el valor correspondiente al valor de la funci6n 

·y = f'(x) . para una abscisa e E [a·, b] , es decir: 

r
b 

1 . 
b-a . f(:x) dx 

a . 
= f(c) 

Por lo tanto: 

\: f(x} dx f{c) (b-a) 
L.Q .Q.D •• 

r 
Geom~tricamente el Teorema se inter~eta de la siguieQ 

te l!lanere.: 

.Asegura que · existe un rectángulo de base igual a b-a y . . 

cuya .altura es f(c) q~e tiene igual área que la comprendida . 

. entre la · curva · y = f'(x}~ o; el eje de las x y .las .rectas-

x = a y x = b, como se ilus tra en la fic.ura 5.11. 

17 

y 

f(c) 

m 

o 

... ·r ·-·-·.-· 
1 

1 

:X= a 

y= f{x) 

1 
1 
1 
1 

·- . -1 
1 
( 

1 

1 
1 
1 

e ·x=b X 

El valor de e no nécesariamente es único. 

FIGURA 5.11 

Si por alguna razón se desea cambiar el vitral parabó

lico que ya se estudi6 por uno rectangular de igual base y- . 

con la misoa área, y de id~ntico material. ¿Cuáles son sus 
dimensiones? 

sotucrmr: Ya se ñab!a obtenido que el área del vitral 
est~ba 'dada por: 

·pero 

. 2 (5 

. Jo = ·f 5 

(15 _ ~ ,;:?) dx 
-5 

= lOO 
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, . . 

1 
i . 

1 . 

~:. 

.. . 

f . 

1 
1 

1 

1 

Como . se v~ en la última inteeral a=-5, b=5, por tanto; 

b - a = 5 - (-5) = 10 

Adem&s el Teorema del valor ~\edio del Clilculo InteeTal 

expresa que: 

. ~: f(:x:) d:x: f(c) (b-a) 

Aplicándolo al problema, se ti ene: 

100 -= f(c) (5 - (-5}) 

100 = . f(c) (lO) 

f(c) ... 100/10 = 10 ordenada media 

Por tanto las dimensione.s 'del vitral rectangular eon: 

base : 10m y altura = 10m · 

.. ·si se desea obtener el valor de la abscisa "e" corres
pondiente a la ordenada media f(c), se hará de la. siguiente 

manera: 
y 

f(c) = 10 = . ..l 2 
·15- 5 e 

y= 15-(3/5 )x2 

-5 = l c2 - 5 

25 
= c2 

3 

+ 5 
e = - .13 

FIGURA. 5.12 

Obs~rvese en la .figura 5.12 que para este caso se tie

nen e os valores de · "e". 

18 

Para encontrar la relaci6n e.ntre la derivada y la inte-
gración de la funci6n continua y = f(x) : es necesario cono-
cer el conc.ep~o de integral indefinida, .que s e tratará a con

. tinuaci6n: .. 

. gre.l 

5.9 i NTEGRAL DEFUrtDA con Lll:ITTE suPE!Ú:oR· VARIABLE • 

Como ya s e vi6, la interpretación .seo~~trica .de ·la !nte

Dei'i ni da r ·e.o 
j f{x) dx . 

es el área entre la curva y== f(x)~O, las rectas x=a, x=b 
y el eje x,· y para el efem-plo del Vitral se éncontr6 ~ue: 

AT = 2 Lil!l 2 rÚ -J. (Í. i)
2 J ~ 

A- o i=l L 5 n . j n 
n-Q) 

'•. 21: = . lOO 

Si por alguna rez6n, . se necesitan construir muchos vitra 
les del mismo tipo y por econocia solo se pensara cubrir de -
vidrio una ~arte como la mostrada en la figura 5.llentonces
se requerirá determinar un modelo matemático que determine el 

área cubierta. 

Con tal fin proc~dase de la siguiente rn.~nera: 

En le figura 5.13 se observa ~ue l?.xl es el ancho de la
base de esos vitr~les, si se considera 1~ ~~rte de la derecha 
para el calculo del ~rea. los lÍl!lites de inteeraci6n son: 

a= O 

Como el límite superior es la Variable :x:, ~ra calcular 

la rba J f(x} dx, 

·.:. 

j 
!: 
iJ 

;. 

·¡ 
r 
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> r 
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b~ease el cambio de variable 

es decir: 

u == x y sus tí túyase b = x, -

rxo j f(u) du 

n 
Ax = lim :g f(x1 ) Ai:x 

~-o 1=1 
n-eo 

y 

r 1~1 

[ 3 X 21 15- 5 <n1> 
Sustituyendo valores queda: 

Ax = lim 
A- 0 
n-eo 

n z. Ax = lim 
0 -.c:. i=l 
6- o 

Separando en dos .sumatorias queda: 

FIGURA 5.13 
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~ = 11m 
n -co 
A- O 

[ 
~ 15 2._ 
1=1 n 

n 
'Z:. 
i=l 

como x, n y las constantes son independientes de i, se t ie--

ne: 

que: 

l n 3:x3 n ~ 
Um 15 .:_ ~ (1 ) - -- Z 1 2 • • • (1) 
n- <:0 n i=1 5n3 1=1 
A- o 

Recul!rdese que por inducc16n matem~tica se aemuestra _ 

n 
2.. (1) = n 
i:::l 

n( n+l )( 2tl+1) 

6 

Sustituyendo (2) y (3) en (1) queda: 

A = 
X lim [15 ~n) 

n-eo 
A-o 

_ 3x3 n(n+l)(2n+l)] 

5n3 6 

= 11m [15x- x
3

3 a(n+l)(2n+l)J 
n .- oo lOn 
A- o · 

Por l as -propiedades de l os límites se tiene: 

A = 11m 15x -
x n-oo 

A-o 

lim 
h-ClO 
A.-4' 

x3 
--

3 
n(n+l )( 2n+1) 

lOn 

. . . ( ~) 
• • • ( 3) 

como ~ : y las constantes son independientes de n, el límite
anterior queda: 

:x3 
-- lim (1 + 1/n)( 2 + 1 / n} 

10 n-oo 

'. 
~:! 
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1. 
! ." a 

ir 
1; . 

o aea: ~: (15 - l u 2) 
5 

du = l5x- x3/5 

Este resultado indica que el área en el intervalo O,x 

es ttna. fun ci6n de x, esto es, 

Lo anterior se generaliza de la sigUiente manera~ 

Se!\ la funci6n y = f{x) 

(figura 5.14), entonces: 
f(u}l continua en r6,_:x], 

X::U l' 

~: f(u) du 

Como: 

n 
11m ~ 
n -co i=l 
~-o 

• • • (1) 

A ix = xi-xi-1 = 
x-a 

n ~i = 
.x-a 

a+-i 
n 

sustituyendo ~i ·y A1x en (1), se tiene 

U=a 

n 
Lim Z 
n-eo i=l 
A-o 

x-a x-a 
f(a +- i)-

n !! 

FIGURA 5.14 
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Como se observa en la fieura 5.14 para cada valor de x, 

se obtiene una área entre la curva y== f(u), las rectas -

U=a, u::x y el eje x, que es función de x a la que se denomi

nará A7. = P{x). 

Por lo que se puede escribir: 

f(u) du F(x) 

Dicha funci6n es continua en el intervalo en el q_ue - -. 

existe el Hmi te. 

DE?INICI01~ 5. 5 

A la \: f{ u) du s e le denomina ''Integral Definida -

con Líl!li te Superior Variable". 

Encontrar el valor de la siguiente integral, haciendo -

uso de la interpretaci6n geom~trica 

r: (u + 2} du 

SOLIJCIO"ff : 

En est·c caso f(u) = u+2 ~ue re1Jresenta l a ecuaci6n de 

una r ecta, de la forma: f(u) = mu+b; por lo tanto, m=l y 

b=2. Como l a 1nterpretaci6n geométrica de l a integral defi

nida es el ~rea ent re la curva f(u) .,. U+ 2, el eje u y ·

las re~tas u:O y U=x, lo que se representa en la figura-

5.15 

·' 
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= u+2 

u 

FIGURA 5.15 

El !rea formada es un trapecio y su valor es: 

li+b 
A . = --.- h 

2 

Pero: 

!! = f(x) = x-+2 ; b = 2 y h = JP;-0 = X 

Sustituyendo estos valores queda: 

A = 
(:x+2} + 2 

2 
X 

Efectuando operaci9nes 

x 2 
+ 4x x2 

Ax = 

Por lo tanto: 

Ax ~: 

= 
2 

(u+2) du 

-- + 2x 
2 

2 
· X 
-- + 2x 

2 

Lo que result6, e~ una función continua de x como era

de .esJ)er;:u-ee. 

. FJE'úPLO. 
. ' . 

... 11 . 
Calcular el desplazamiento d de un proyectil que parte-

del repOSO con una velocidad inicial de m6du1o V 
0
=2 m/e.eg ']' 

una aceleraci6n constante de l .m/seg2 hasta ·que transcurre 
un tiempo x. · 

SOLUCION: 

Como se sabe, . la rapidez en un punto está dada. por 

ds/dt = v de donde 

ds V dt · . (1) 

en _que ds representa una diferencial de desplazamiento debi
da a la v elocidad v en un tiempo dt, sin embargo en el ejem
plo la velo.cidad en un tiempo t está dada por la expresi6n: 

· v = v
0 

+ at 

Sustituyendo (2) en ' (l) ee obtiene: 

. ds = (v + ·at) dt o . 

Por la pioopi edad Msica nt\mero (1}: 

r~d 

j s=O 

ds d- o 

( 2) 

( 3) 

(4) 

d~nde d es el desplazamiento buscado desde s=O hasta s=d, si 

se sustituye (3) en (4) queda: 

d = r.s=d (v
0 

+ a.t) dt 
) s=O 

(5) 

Gomo la variable de integraci6n es t, se encuentran loa 
l{mites de integraci6n correspondientes haciendo la siguien
te t~ansfor~aci6n: 

... 
q 
¡, 

.... 
·' 
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Cuando s=O, 
po transcurrido es 

t:::O y cuando la distancia es ''d" el ti~ 

t=x1 la expresi6n (5) queda: 

d ::: ~: (v0 + a.t) dt , 

si ahora sustituimos los valores v
0
= 2 m/seg, a:l 'm/aetl·,

( 5) se transforma en : 

d = !: ( 2 + 't) dt 

cuya soluci6n está dada en el ejemplo anterior y es: 

d = ~: ( 2 + t) dt 

Obs~vese que los ejes coorderutdos son: velocidad y 

tiempo como muestra la ~igura 5.16 , s in embargo, el valor 
del área encerrada corresponde num~ricamente al desplazamieE 

to en metros desde t:O hasta t=x 

v = m/seg 

t = seg 
o X 

?!GURA 5.i6 
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5.9 TEORE1!AS FrmDAl·~ElTTALES DEL CALCULO I?ITEGRAL. 

Consiñerando que una integral indefinida es una funci6n 

continua de x, en el intervalo cerrado [a ,xJ, a continuaci6n 
se planteará un Teorema que muestra la relación entre la fu~ 
ci6n integrable y el resultado de intesrar ~ata. 

5. 9 .1 PRH!ER TEORE::f:A ?UNDA!' ENTAL 

'r~OREtlA 5.1 

Sea y = f(u) una función continua en el intervalo ce
rrado [a,bJ y sea x€[a,b], la función :?(x) está definida -
por: 

F(x) = ~: f(u) du en que !(u) =~·f(x} 

entonces F(x) es una función continua en el intervalo cerra
do [e, b) y se cumple que: 

d 

dx 

?'(x) = 

F(:x) = 

f(x) o sea 

:x \: f(u)du 

DE!'.~OSTR.a.CIOif: 

Sabemos que P(x) = ~: f(u) du 

f(:x} 

••• (1) 

-por lo tanto, si se increl:!.enta x en ,Ax; para toda (x+A x)€ 

[a, b], 

,. tion:;x+Axl = ~ :+Ax f(u) du ••• ( 2} 

Anlicane o la propiedad básica número 6, s e tiene 

fX+~X 
ja !(u) du = 

r :X+AX 

+ .} ~ f(u) du ••• (3) 
r 
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f(x+AX) 
-------- ----------

f(c) -----------T- _......J 
f(x) ____ J 

! 
1 
1 
1 

1 
F(x) 

.Ó,)( --},' 

~~~~~------~------=-----~ u 
a 

FIGtmA 5.17 

Sustituyendo (l) y (2) en (3) 

rxx+AX 
F(X+Ax) = F{x) + J f(u) du 

P(x+b,x) F( :X) = •••• ( 4) 

Como f(u) es una función continua se le puede aplicar a
(4) el Teorema del Valor !.ledio del Cálculo Integral, es de- -
e ir: 

1:+Ax f(u) du = f(c)~x+Ax)- x] = 
..... ( 5) 

Sustituyendo (5) en (4) queda : 

?(x+ tlx} - F(x) = !(e) Ax 

dividiendo entre ó.x, resulta : 

P(x+ b.x) - ~(x) 

fu 
= f(c) 

••.• (6) 
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Tomando limites cuando Ax-o, se obtiene : 

F(n Ax) - F(x) 
Lim 
Ax--0 Ax 

= Lim f(c) 
6x- O 

Obs~ese que cuando A x tiende a cero. f(c) tiende a 
:f{x) pues: 

f(x) .~ :f(c) ~ :f(x+Ax) 

como se puede observar en la figura 5.17, para todo bx> o. -
entonces: 

:P(:x+ A:x) - F(x) 
Lim 
flx~O Ax 

= Lfm f(c) = f(x) 
Ax_...o 

Pero la prinera parte es por definici6d la derivada de F(x) 
por lo tanto se concluye que: 

F' (::z:) :r(x) 
L.Q.Q.D. 

5.9.2 RELA.CION ENTRE LA INTEGRACION Y LA DERIVADA. DE 

UNA FOliCION COUTHWA. . 

Usando los diagranaa de Venn la ~: f(x) 
presar como se indica en la siguiente figura: 

dx se puede E!:! 

Donde el do~inio de la relaci6n son los valores que toma 
f(x) y él rango los valores de P(x). Es decir, oediante una
transfor~ac16n llamada "Integral" se obtiene el valor de - -
P(x). 

., 
""j 
,¡. 
;' 

·, .... 

.,. 
·' 



P~ro el Primer Teorema Fundamental del Cálculo Integral, 
establece que si f(x) es continua en el intervalo .cerrado 
[a,b] entonces F'(x) = f(x). Lo que se expresa con diaera
mas de Venn como sigue: 

d 
d:x 

Los dos diagramas anteriores se representan en uno solo
como se ve e continuaci6n: 

son 

La 

d 

dx 

De donde se concluye que la integrac16n y la derivaci6n
operaciones inversas 
(;¡; 
J a f(u) du = ?{x) es la antiderivada de f(x). 

5. 9. ). INT'SGRAL I!IDB?IliiDA. CONSTANTE DE P1TEGRACION, 

Como se vi6 en el inciso 5.13, a la s: f(x) dx se le 11!, 

ma integral definida con limite superior variable. 
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1. Qu~ sucederá para distintos valores de a ?, ¿Se obten
drán cistinta.s funciones A(x)?. Las r espuestas a las lJI'Bglln

tas anteriores conducen al concepto de Integral Indefinida y 

al de la constante de integraci6n, como se verá a continua- -
c16n. 

LE:f.A 5.1 

51 f{x) y g(x ) son dos funciones continuas para todo x -
conpr endido en el intervalo cerrado (a ,b], tales que 
f'(x) = g'(x) para todo valor de X en dicho intervalo, ento~ 
ces existirá una constante ''e" tal (!Ue 

f(:x) g(x) + e • • • • ( 1) 

Se omite la demostraci6n del lema. 

TEOiUUA 5.2 

Si F(x) es una antiderivada particular de f{x) continua 
para toda :x contenida en el interv;Uo cerrado [a,b], entonces 
la antiderivada lllás generalde f(x) en dicho intervalo está dada 
:por: 

P(:x) + e 

Donde "e" se le denomina constante de 1ntegraci6n. 

Dp.lOSTRACIOrf: 

. Sea G(x) alguna an~iderivada de la funci6n continua f(x) 
en el intervalo cerrado (a,b], entonces, por el Fri!:!!er Teore
oa ~nñamental del Cálculo Integral se tiene: 

G' (x) f(x) ( 2 ) 

Puesto que ? (x) es una antiderivada particular de la f un 
ci6n contiilua f( x) en [a , b} , se tiene: 

f(x) • • • { 3) 

: ' 

i 
i 

,¡ 

r 
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G' (:x) F' (x) • • • ( 4) 

Por el Lema 5.1, si se cumple la: ecuaci6n (4) 1 se tiene: 

G(:x) = F(x) + e 

Donde F(x)+c es la antiderivada ~~s general de f(:x) en 

el intervalo [a., b) , que es lo que s e quería demos trar. 

De este. manera cualquier e.ntiderivada corres ponde a 

F(x) + e para un deterl:linado valor de ''e". 

El Teorema anterior conduce a la siguiente: 

DEPIUICION 5.6 

A la ·Jrr(x) dx = 

Indefinida de f(x)dx". 

intervalo cerrado [a, b] 

?(x) + e se le denomina "Integral -

Y se considera que se verifica en el

sobre el que es continua f(x). 

5. 9. 4 S:WID!JiO ~EORE:.:A PUN"DA~·íEtlTAL DEL CALCULO Ii;TEGRAL 

{RD:iLA DE BARROW). 

Este Teorema permite calcular a partir de la antideriva

da el valor de la integral definida de una funci6n continua -

en el interval.o cerrado [e,b]. 

TEOR!:~.A 5. 3 

Si f(x) es una funci6n continua en (a, b] y P(x) es la ~ 

tiderivada, entonces: 

(ba j f(x) dx = P(b) - ?(a) 

DEKOSTRAC!ON : 

Por el Pricer ~eorema Fundamental. Del Cálculo Integral.,

se establece que: 
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= . rxa G(x) J f{u) du = F(x) + e • • (1) 

ifu=:x en {a, b) y G'(x} = f(x) 

Usando la propiedad 4 1 si 

raa G(a) J f(u) du = O = F( a) + e 

Por lo tanto - P( a) = .¡.e • (2) 

si ahora se ha c e x = b, la ecuaci6n (1) toma la siguiente

forma: 

rba G(b) = J f(u) du = :P(b) + e • • • ( 3) 

Sustituyendo ( 2) en ( 3) queda: 

~: f(u) du P(b) - F(a) 
L,Q.Q.D. 

-------------·------.-~.N-----· .. --··--
EJRtll'LO -· --·--·-· ~··-

Verificar que la funci6n f(:¡¡:) = 15 - ( 3/5) x 2 dada en

el problema del vitral cumpl e con el Primer Teorema Fundamen

tal del Cálculo Integral. 

SOLUCION: 

~ando se calcul6 la integral de f(x) con limite supe-
rior ··) rriable se encontr6 que: 

C.al.culR.ndo "!"' ( x) se 

P' (x) 

x3 
15x - - · = ?(x) 

5 

tiene: 

3x
2 

15 - 5 

í'·· 
' 
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Por lo tanto, si se CUI!lple con . el' Primer !l'eorema funda-..; 

mental, ya que: 

F'(x) = .. f(x) 

. Calcular la integral: 

· que: 

mar 

SCLUQIO!{: 

.Lo que se .busca es la antiderivada más general, esto es: 
n 

· ~ x2 lb: , · ~(x) + e · 

Aplicando el Primer Teorema Fundamental se debe cumplir-

(P(x) + e}' 

Propongamos F_{x) 

= P'(x) 

_ . :x3 . - , 

f(:x) 

se tiene que: 

Y aplicando el PriD.er Teorema Fundamental 

(F{x) + e}' = F'(x) = 3x2 
. . >-

(1) 

Por lo que nara canlir con la ecuaci6n Ü} se deberá to 
F(~) +e · =· (1/3} ·::c3 .+e , por lo t anto: 

~ x2 
dx · = ~ x3 + e 

nOT~ •• - Obs~rvese que es necesario ·tener un buen. conoci

miento del cálculo diferencial ~ara seleccionar F(x). 

Calcular la integral 

SOLUCION: 

· Se busca la antiderivada más general 

. ~senx dx_ = F(x) + e 

que deberá cumplir con el Primer Teorema Fundamental, esto 

es s · 
F(x+c)' . = · P'(x) senx 

La funci6n cosx tiene como ~erivada 
Por lo tanto, tomaremos F(:x} = -cosx 

Pué a . ·. . S senx_ dx = -casx 

d . . 
di cosx = -senx 
con lo cual 

+ e 

. (P{x) + e)' = :-{-senx) = senx = f(x) 

· Con lo· que se cumple el Primer Teorema fundamental. 

EJEI,IPLO · 

Verificar ·que en el eJemplo del vitral se cumple con el

Segundo Teorema Fundamental del Gálculo Integral. 

SOLUCION: 

Se sabe que 

~-Plicando el Segundo Teorema ~ndamental del Cálculo In
_tegrai, se tiene: 

[15(5)-~] -

::: 7.5 - 52 = 

[15(0) - , fJ 
50 . ·~/ 

Que es el misoo resultado ·obtenido anteriormente. 
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HETODOS DE INTEGRACION Y APLICACIONES DE LA INTEGRAl 
. 6.1 I!lTRODUCCION. 

Se vi6 en el can:ítulo 5 como lA antidt!rivada .m:h :.~:!'1~-

ral dá" el r es•.Jltado de l a integral indefinida y como h ~,pl~ . . 

cac16n de la Regl a de Be.rrow permite c::-.lcular inter,rales de- · 
finidas, por lo que ··conocer la!l d erivadas de l\lgun11.s fll'! ~i~ 

nes de Una Variable ind epend iente' es de grp,n Utili dad p:·,)'f: -

resolver integral~s. 

Sin ·embR.rgo, en l a li".:J.yor! a de los casos, las integrale.& r.u:: 

se pres entan no t ienen . u:ta derivucla f:icil ele calcular, nnl' -

lo que serli necesario aplicar 'llrún artificio o métoc! o f! ~ i _:l 

tee;r~ni6n hasta ller,~ a algunas intecrales de las cu~l~~ ~~ 
• 

noc enoo s u anticcriv?-da. 

Pero, ;,c•.lá.les son las funcionen dA lt\s -que conoc :::-:n!': 1 ~ 

antiilerivada? 

La respuesta a esta pregunta es poco concreta , or lo 

que conviene Uníformizar criterios estableciendo un co:tj•.t:tto 

de funciones (antiderivadas) que s ean las dnic~s que utilizJ. 

remos para calcular directamente una integral. 

Es convP.niAnte hacer res~lt~r el hecho ce ~ue con l o:; -

m~todos expuestos en este capitulo no se l_)ue<len resolver to

das las int~LTales, pero si la mayoría de. ellas. 

Adem~s, toda~ a.ouell qs r¡ue se resuelven con estos raao
dos . no siempre tienen desarrollos ':tlgebráicos fáciles ¡¡:tr~. -

lleF,Rr a l q soluci6n, sin embareo1 es interes~nte el r eto r¡ue 

se le plantea al lector n~rn l n resolucí6n de lns in•e~r~les 

con l~s herr~mientas que aou:í se oan, o incluso con ~l,~ln~ s
que el lector puede rlé:::mrrollar; 

27 

Por l o einue<:to ~nt.eriort:tente se ·sn¿;í erc :>1 lector '"'·· ,

no trnte zolr. mcn t e ~e !:u:::a~!'ÍZ;>.r :r ::a'!é ':'ni;:r.t~ los m6to:1o::: · :".Í 

jlrcsent~c'los, :;<i no oue ad ,uícr':t .el crít· ·rio -p:-.~~ sel eccior.·:·:r· -

uno 6 varios métodos con los cuP-les se obtenea ltl!is f?.cil::tE:a

t e la s olución de una ínte~?.l d9d a . 

· ·. Par2. a •.lYí liarnos en ln ~oluci6n de intcgrúes indct:ini-. 

d'l.s u tíliz;~ré10s ~l3t1na·s de l::J.s pro!)ierl?..cl es vi:;t!'I.S en el c ··'.
Tl i t nl o .<>.nt~.;:-:"1 r,r, ·snl l) "'H: ~ilo:r ..,_ !;U!lOll·.< :· :;mo~ el lí:1i t e ,.,, · .:-

r ior v.?.ri::\ble. 

Las propie<'~.c1es em;llc'l.r\es con e'st'3 condicí·~n son ! 

a). . ~cf(u) du = ~ ) r(u) du 

b). ~~(u) · + g(~)l du )r(ul du + )•<•l o u 

. . 
:tonde u es la· funci6n re~l de una sola variable rc::-1 i.!! 

uependi ente, de ·la f or1na : u e u(x), no necesaria.mente U=::<:. 

TomP..ndo en cuenta lo anterior , deé!ucir emo·s, a p,""!rtir c1 ~
la prinLera pn.rte n el Teore~l~. !.1 unc! s.m ent<~l del C:!lculo In te- -

gral y l as ·propieñall es 1!. y b , un conjunto de inteeruc~ ·:la 

11amarem.us inllLei!i!lt~.s, y ~ue s•m 1::-s ih.c1a3 en 1., signi-::1t:• -

Tabla l. 

~un .du 
n+l 

u 
;l -1 1.- + e n 

0 +1 

2.- )7 = Ln u ... e 

~ nu du 
u 

3.-
a e = + 

Ln a 
.. 

;~ ; 
tf. .,. 
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1 
1 

~·· -·- •• ;:e¡¡ ... ~ • .-- ····-··-' 
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-Zn el caso particular _de a ·= e 

~eu dü 
u e = e + 

4.- ~¡;en u du = coa u + ~ 

5.- ~ cos u_ du = sen u + e 

6.- . ~ sec
2 

u : du 
.. tan u + . e = 

7.- ese· u ~ 2 · du = cot u + e 

8.- ~se~ u -ta.n u du = sec u + e 

9.- ~c-~c u . cot u du = ese u + e 

TABLA l. 

. . 

A continuaci6n se .demostrarán dos integrales de la· Ta-·-

bla l. 

Demostrar que: 

+ e_ donde n ~ -1 

Para ·este caso se tiene que: 

f(u) = un 

F(u) 
un+l e = ñ+l + 

A:plic--.ndo 111 -primera _parte del Teorema Fundamental del

Cálculo Integral se ·aebe cum~lir que: 

"i''(u) "' f(u} 

·Efectuando la _operaci6n corr:sponclienté : 

P'(u) (n+l) 
un 
n+l 

. ?'(u) . . f(u) 
L.Q .Q.D. 

Demostrar que 

~ S€;CzU· dU . = tanu +. C 

Procediendo .en forma semejante que en el ejemplo P.ntc-

rior, se tiene que: 

P{u) = tanu + e 

f(u) = sec2u 

F' (u) -
? 

sec-u 

= f(u) L.Q .Q.~' . 

6. 3 UITEG~ACION POR CAMBIO DE VARIA"BLE. 

Como se vi6 en ·el capitulo 5, el área litli t\).da por la. -

curva y = f(x), el· eje X, las rectas x=a y x=b, se cal

cula mediante la. expresi6n: 

_f(x)dx 

que gráficamente se representa por el área ashurada de la fi 

gura 6.1 
y 

. FIG. 6.1 
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. Resolvi'!.mos algunos ejemplos en ' los c;~1e ?.!'~:!.recen in te-

grales que no son inmediata~ y en los cu.-:Lles tené!remoc !"1 \1 ~ -

auxili11rnoz de alguno¡o :trtificia !; !):'."!'"'- re:lolverlas y q'.: c r'~- ~ 

lugar al m~todo de inte¡¡;r;{ci6n por C1:'-mbi_o de variable, clic!:o '"'-~-
to~ o o.ue se trat::1rá en esta s ecci6n nos llevar~ a obt~:1cr •;r .. -

riable:3 ·diferentes . de las inic.ialcs y hte es la raz6n ~nr 

la cual recibe rlicho nombre; atendiendo al tipo de cao:Ji o 

de VRrio.blc '!ue se haea :;e presentarán diferentes caso::; r- '.1.:::

son ·los ~ue se-analizarán a contin~~ci6n. 

a) • . PO?. S!JSTI'::?'J::!IO:: : 

Obtendréoos una idea d E! este m~todo resolviendo lo3 d

. guicntcs cjel!;plos: 

EJEic.PJ,Q : 

Calcular el área limitada por l a curva y=3sen3:x :; , :¡__ 

ej e Y., desde x1=0, hasta ::-:2= ii/ J. 

SOLUCJ:Oll: 

El área buscada se muestra en la figura 6.2 

y 

3 

o 211/3 X 

-3 
FIGURA 6.2 

29 ~····~ . 
t• . ,. .. ··~ . 

Para. obtener· dichn ñrea se empl~a· la si.:uientc int c':--~. 1. 

definida:· 

A , = r;:i.w] 
. . j X¡ =Ú · · 

3 sen}x dx (1) 

La intesr~ ~ro~ucst~ se parece a la de la forma: 

·.S sen u du 

'POr lo que se puede pensar en h'l.cer · la sit::uiente sustitue:!.ó:J.: 

u 3x 

Entonces, al diferenciar u se. tiene ~ue: 

du 3 dx 

(obsl!rvese oue du ~ dx f!Ue ~>s lo oue m4o' comunmente :::-: -

pres ent2. al usar estg L'l~tooo de inte1~raci6n). 

Por lo tanto, la integral (1) se tranqforn& en l e o~-

guiente: 

A . c•x~ sen3x (3dx) 

J xl ~
u . 

= ~ .. senu du 
. ul . . 

( 3) . 

De la Tabh 1, se tiene que senu du - cosu 
-por lo tan·.:o: uz 

A = - e o su 
U¡ 

T.a sustituci6n emnleada• lleva al s: ~ua,bio de -varhble 

que se re!lresenta por ¡necio del siguiente din,?;r:.una. de ·/enr.,

donde se muestra qu e la función 

f(x) 3x 

ee tran¡¡;forrna en la función u. 

{-

r·: ,, 



~ -

T 

Rer.:uclt~t l.~ -int·!··r~l , ::-~i!.Or~·"J. :.;e vur;lvc n l :'.. vo.ri;~;.J.: ., .. 

gi~o.l · utiliz~hóo 1:1. nisw!. trl'msform!lci6n: 

. . l:r..z:= ÍI/ J 
.A (cos3x) 

:r.:l=O 

y ?.J:!lic~ndo :fin::~olr.lf:ate l:t He,::;b. ~e Tlrurovr, _se ti~n c:: 

A cos}(U/ J) - cos](O) - ( -1- 1) = 2 u ·-

CE\lcular ·el á re~. 1ini tada_ 110r l.:?. curva Y = cos2:;;:, :r el 

eje X, · d esde x1=- Ü/4; hasta :r.2= ii/4 

:': 
. ·.· 

.-,. 1'.' 

SOLUCION: 

El área busc?.<ls ce muestra en la· fie~ .6 .). 
y 

FIGURA 6 . 3 
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y e e . resue1 ve con el uso de 1~ 'si.'::ui ente inte:>;ral ci .::~:i-

niila: · 

~ 
., -"/Á . J.'2- 1 . 

= 
Y.¡"'_¡¡/4 . 

cos2x dx A 

La integral anterior ·· es parecida a la ( 5) de la ' T:1.'0l2: 1 

1>0r lo nue se -puede, en un lll'i·raer i ntento, ·h~cer l a si~uic:nts 

sus ti tuci6n: 

u =· 2x 

du 2 dx 

· Por lo tanto : du/ ?. y 2:r. = .u 

~uc al ser sustituidos en la intc.~:\1 i rricial r11: 

A 
· du 
cosu T 

sacando 1~ ' const<1nte 1 / 2. de lo. intci:;;ral r;ueda: 

A. = cosu du 

La expr esión cosu du es ic!éntica a la 
1, cuya solución es : 

1 r 1 
u 2 

A = 
2 

e o su du = 2' senu 
ul u . 

1 ·. 

5 de la ~~bl~ 

Volviendo a l a ·rariable origin:!.l con la mi s me transfor
·maci6n se t iene·: 

A 
. . '1" ,¿ 1 (sen.~x) ~ . 

2 -1~/4 

~ -_"/4 
cos ·2x ñx 

-"/4 

1 
= 1 

2 

l 

··-r ··, . 
.. 

. ¡ 

u 
f 

- ~ 
l 

r 
'· t, 

1' _, 

·~ 

¡. 
1 
[· 

. ! 

! ~ 

¡ 
' ,') 
r 
l 

.. ~ 
• ; 

.·..-~. 
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EJD~PLO 

Resolver la 

SOLUCIOH: 

Para este · caso, l as a l•ernativas de cambio de var1n1lle

que se 11ueden hacer son: · 

Alternativa· 1: 

u :: . x2 ·+ 4 (1) 

Alterna ti va 2: 

u ~ ·(x2 + 
4)1/ 2 . .( 2 ) 

Alternativa 3: 

u = x2 ( 3) 

· Al terna ti va 4: 

u ::: X ( 4) 

De ("i): 

u ::z ·x2 + 4 

entonces, du ; 2x dx •• (5) 

Sustituyendo (5} y ·(6) en l a integral propuesta, qu cd~ : 

1 = x dx ~ xp;;- dx 

) · u1.f2 du/2 I = 

~ ~ x 2
+4 

1/2 ) u112 du 

~u" du, 

:: 

La última integral es de l a foraa 

se conoce su soluc i 6n. 

. ' 
1 

la que ya-

; 

~ .. , .= 

31 

. . . 

I :: 

como 

u = 

du = 

como 

I 1/2 J.u . 

I 

.. t\3/2 
1/2 - + 

3/ 2 
e 

1/3 u312 + · e 

Reeres~ndo a la variable orie,inc1, ~ueda : 

A!llic:J.ndo b. secunda al t erMti va se tiene: 

~,p:; dx ~( x'.<J'/2 ::'1: d··· 

(x2+4)l/ 2 ; . 

xdY. . dx (x2+4 )1/ 2 . . . Y. = 
( 2 )1/ 2 X"+4-

. (::c2+4)1/2 = u 

1 , \ 
· \ ~ J 

( ?. ) 

rh t 

entonces : x dx . - u du 

Sustituyendo ( 2) y (3) en (1}, queda: 

I O ~ u • u du ~ ~2 du 

Dicha inte:;¡ral es de la fori!la ~un du cuy3 soluci é:i es: · 

u3 
I 

3 

Volvie~do a la i ntegra l 

I = 
[cx2+4 )1/2 )3 

. 3 

+ e 

original s e obt iene _; 

+ e 

; ... . . 
. · .. 

,·. .... ~ . 

. .. 
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1 
1 

1 
1. 

1 

1 

1 

+ e 

Utilizqndo aiwra la alternativa (3), se obti_ene: 

I· : )xM. dx 

2 
corno u = X 

( 1 ) 

(2) 

du 2x dx x dx du/2 ( 3) 

sustituy'ot¡clo (2);¡ {3) en (1), o_ue(h: 

I du 

Al coP..!)~:lr la úÚina 'intP.;:ial con lns de lll . Ta.bl::t l, -

se observa que n,1 se :parece a ~1;-:un::~, y en esT-e CRSO es n-~::~ 

sario hacer otro nuevo carlbio de variable, unll altern~ti'f<!. -

<•C ' ~~. 

l 

Cuy,. 

· r 

V u+ 4 

~\0=4 du 

solución es: 

v3/2 1_ __ 
2 3/2 

+ 

1 . d'T du 

1 ) )-/2 dv 
2 

e = + C. 

reeresando a la variabl e u con la transformaci6n: 

queda 

I 

V U +. 4 

1 
1 + e 

~or ~ltino, se regresa a la variable x con l a transfor~ci6n: 

u 2 · 
X 

32 

. . . I + e 

. P~a la úl t im'l. alternn.t iva , co~to se tr'lta de la fu!·:ci6:: 

identidad· Cl.uedP. la mi sl'!l'l. int ei,Tnl con otra v:o-.r iébl e q_ur;, -:::o;.1o 

. . se Vi6 1 no :se "!JUed e resolver en form':l ii irect"!, 

Al an~>.liz,.r lar. ~-1 tern?.tiv~.s r1e ' !;.o"!ucic'ia,. :;'? obs ,·:t'."I '\ ,. ~,~ 

existen ai~uno.c 'l'le ·son más s iu!Jl es que otr::o.s, ·por e~ e:.t,.,l o ,_.. 

las altern'l.ti'T'l.S (1 ) y (2) sor. wb sü:~Ús ~s h (31, y lP.' 

(4) no condt<ee J?.. a.lguM solució~; por lo nue-·"se.. debe 1J f¡~.::~r -.. 
de ser posi'::ü:;;, el c~~;::oio (: "' v~!rb.":.,l e: r11l•~ c_;¡_~?L~ loe; z::. .. ·- ... 
t es ob j,1tivos: 

a).- Al h11cer el ca:nbio de -variable se obteng11 r. l :~:: ¡m,•.

de 1-?.s 9 int e.3I'tües de la Tabl9 l. 

b},- Que las ó per~cionee al~cbráicas ~ue se re~lic~n -

sean los m:~s s:i,Llples posible. 

Como se ve m~s adelante, a.lf;U. ~'la.s ocasiones no se ::aer; ::\

lograr lo nnterior, ent onces se tienen que USfir varios ~6to

dos de integrac'i6n pa ra resolver el problema plantef\iio o :ü -
. ~ . 

gunas transformacioneG a l gebráicas para l legar al res~~ t~do , 
'esto 111 timo se ilustra en el sie;uiente: 

Calcule 1::!. s i guiente i nteual 

dx 

SOLuCIOlf: 

Como se observa, la integral no es inmediata (no es se

mejante a l·inguna de l as que están en l a Tabla 1). 

,. 
-~ 1 
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Porlerno!l pe:-~sar . en las sustitacio:-~et~ 

lo ex du X c"!x 6 . 
d•.l ,¡u 

u = e dx = e);- . U 

20 . X 
du X u "' l+e· , = e eh: 

30 
1 

u = --- . 
l+ex 

Para la primer::¡ · sustitución, 111 inte:;r::tl rct~ult~nt<; ,·,,¡ : 

(~ U/U 

l+U 

est~:~. inte,zrnl tP.nnoco ;;.¡;arece en la Tabla 1, y aparent el:! ~:-,tc 

no es fác i l de resolver por este ~étodo, 

El lector TIOrl.rá verificar que algo·. análo.so . ocurre r~::-~

las otras sus' ti tuciones propuestas, por .lo que se e::J.ple"'.ri 

el si~i ente artificio · (pas o e lgebr2.ico) : 

Con el fin de poder hacer un cambio· de variable u=u(x ), 

tal que la función de u se puede expre~ar . en for~~ semej ~ nte 

a alguna de las rle la Tabla l. 

Multi-pl{quese numerador y deno!llinador por e-x¡ obteniendo: 

I 
·~ dx f e-xdx 

l+e
x --_-x ____ x_ x_ 

e . +e e 

Ahora, se puede usar el siguiente cambio de variable: 

·. u 

du == - e-x dx 

33 

Sustituyendo va.lores en ln. inte~al (1) se obtiene : 

I 

Esta última inteGral es ·inmediata y a~arece en la . ?~bl?. 
1, '!JOr lo que: . 

I = Ln u · 

i!ot?.. - T-:1 t~pti 'fici o de rtlll ti ;>lic<~r ln. funci6n a i•1~':-

grar f(x ) por otrB. ítmci6n ~';(Y ) , en este c?.so e-x, no Go;; 

pueó.e zener~li zar; al,:-;unas o:::~ eioi.tes e::; necc:J:trio reali¡;~~r ~ ~~ ~·· 
tras . O!Jer:lcio:i.es o transforn:~ciones~ todo ello tiene -:oo:: e·~.:. · ,. , 
jeto ob.te.ner una nue·ra inte~;rrd ~u e ::,;,di:~n te un C'lubio c1 e, :·i-' 

ri-'!\ble ~e puecje reGOlver por al~Ut"..? .. de las c;o 1!? .. . Ta"oln l. 

Obs~r·rese <'~ue 1<>. forr:tn. de resolver 1:-t!; inte~a.les 'l.ni;,-,_ 

riore~ ha Gido ln sieuiente: 

) f(x) dx '--+ ~ g(u) du 

en que u u(x} . entonc.es du = u' (x) dx 

que es la diferencial de la funci6n compuesta E;( u), es de~ir: 

) g(u} du ~ · (u(x)) · u' (x) dx 

lo que' lleva al s i zuiente: . 

TE.ORE;!.IA 6,1 ·. Sea la funci6n U=u(x) definida sobre el -

intei:valo cerrado [a ,b] en donde· u'(x) es continua ·sobre el

mismo intervalo, Si además g(u) es una función continua en
el interva~o cerrado [u1 ,u2 ] donde: u1=u(~) .Y .u 2=u(b), en 

tone es: 

~:: g(u) du • ·. ~ : g [u(x)) ~O :~x)) '' 

: .... •., 
'· 
1 

,,1 .. 



.: .:t 
J·: ¡.· 

1

:. ¡;· 
1· . 
' .. l 
~ . ¡ . 
: .(· 
;· -~ 

.·, .•. .. ·-

_; ; ~ 
l;_·: ~.,~ 

' ; 

_;f .~1 

.:;~j· - i;r 

.. _j 

·:--i :. 

Pero e .[u(x)) u'(Y.) = f(:x) 

\: ) ., 
f(x) dx du} du 

u 1 

Como .se puede obser·1ar, cuando se tiene ) : f(x) d:< 

y ésta no es in:~ediatn, entre otras ?..lternativas, · est~ 1:: rl'! 

recurrir a '''.ln C:;t:nbiO eJe ·.rariable" L1e1 ti;¡o . U:U(:X) COn ol

fin de tener lr.t intet;r!'ll 

. ) :: g(u) du 

(IUe e e resuelva 90r algunn •le ll'.s el e .la T::;bl::i ·1, es decir, -

que sea iim><diP.t a . 

Se sabe que: 
fu2 
. ) u s{u) du 
. 1 . . 

Utilizando · el Primer 'l'eorema :Jundal!lental del Cálculo :::.n 
tegral, " se sabe que existe una relaci6n entre g(u) y G(u) d~ 
da -por: 

como 

d 

du 

Por 

dG 

dx 

. .. g(u) = 
d 

G(u) 
du 

G(u) . = e; (u{:x)) entonces 

G (u(x)) 
dO d:x . 

= = g(u) 
d:x du 

dG . 
g(u) dto dx 

. dx 

otro lado 

dG du dG (u(:d) d ·u(:x) 
; = 

du dx du dx 

(1) 

(2) . 

34 

Sustituyendo (3) en {2), queda: 

. d (, . d (ll{:x )) . 
g(u) du = . - G lu(:d) · --· cb.: 

· du . . · dx . 

Intef:r:;on ao ~mbos míé:~bros , se tLme: 

dx 

pero 
d (u(x)} G 
du 

[:; ~1(:-:)) 

~ ., ·C 1! (u(x)) . G(U) du . . 
.ul 

d 1•1( :-:.)( 

dx 
d:x 

\.;:- 
' ·r. .. . 

11. teorema anterior t e.mbi én es válido en el caso e~ ·~ ~~H: 

. el ' l:Ími t e SULJerior es Variable, es decir, p::ra el Cl'ISO oe ·:t

na variable indefinida. 

A cont1nuaci6n. aplicaremos el teorema anterior p~r?. re- . 

solver los sieuientes ejemplos: 

EJJ:l',:FLO 

Se de¡¡ea !:al cular 1n orden?.i!a media ele h . funci6n 

entre l os valcfes x1 = O y 

SOLUCIOtf : 

Como se vi6 en el capítulo 5, la órden~da ~eeia f(c) se 
' obt1'3ne de la siguiente manera : 

f( e) {1) 

susti tuyendo ·en 

. ~ . ~ .,.,.: · . 



1> .. 
r· .. 
1 ~. 

¡-
1 

i.. l .. 
l. 
.\ 

... 

¡ . 

r 
·1 
'1 

J 

¡ . . 

· .f( e) = 
1 

3-0 

Haciendo la sustituci6n 

X 
u=- e entonces: 

Obs~rvese que . en este caso 

= 

es decir, 
f [u(x)) 

u(:x) 

. d u(.x) 

d:x 

O sea: 

·cos ex 

= ex 

= ex 

~·, :r[u(x)) 
d u(x) -r: g(u) du -dx 

ul dx 

Como u = 
:X e 

si xl = o · ~ ul = e o 
= 1 

. . 3 ~ u2 --· e3 S~ . :X2 =. --v 

Sus ti tuyendo { 4) en ( 2) <i_ueda.: . 

):3 r :f(c) ! cosu du 
1 • 

= = J s~nu 1 3 

. . . f(c) = ! rne3- senlJ = ~ ~·9: ~ 0.841) 

f(c) - 0.033 
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• (3 )" 

• (4) 

f(x) dx 

= Qd 
3 

Obsérvese que ~ara obtener el valor de f(c) no fué ncc~ 
sario volver a la variable x, debido a que se c~lcul6 1~ 

Considérese el sieuiente ejemplo 
· .. 

Calcular el áre~ de la curva 

. _7.1 = 1 hr,st'l. :r.~ = 2 

SOLUCIO!T: 

f(x) desde 

Segtin lo visto en el capítulo 5, el área se ca.lcul:!. con 
el s iguiente c_odelo metc:;~:.ttico: 

(1} 

Esta integral no parece inaed~ata, pero véase que ~ne~
"si hacemos la siguiente sustituci6n: 

(2) 

diferenciando se tiene 

.du "' 
· ax 
2.¡;-

dx 

·rx 2 du (3) 

sustituyendo ( 2) y (3) en (1)' y cambüindo los limites de lQ 
tegraéi6n q_ueda : r, eu 2du ~·, eu d~ 2 ~u2 · 

A = 2 
u du = = e 

ul ul ul 

que seF,6.n la Tabla 1, es una intetrr'3.1 iruned in.ta que dá ~ e u 
por lo tanto: 

'1 

' "· 

·• 
" 



. . . 

Como u = . ' x entonces: 

Si 

Si 

A = 

xl = 1 

x2 = 2 

,.u 1€ 
. 1 

~ ~=1 

~ . . u2 = {2 

2(eff ~ e) = .2(4.11- 2.72) 

Resolver l':ts sic:niontcs inte:;;r.?~es :; !llic~,ndo el 

2. 7:1 u'~ 

'6.1 

~ '-'' 
.. 

) . o~: . /l-x3 a) 
..j4x-3 . 

e) ) sen
2x cosx dx 

SOLUCIO;!: 

Caso a).- . 
r . dx 

j J4x-3 

b) 

d) 1 x2. 

Haciendo la sustitución u= 4x-3 

dx 

Vl+x. dx 

(1} 

(;?) 

entonces du = 4 dx se tiene ••• dx = du/4 . , , • (3) 

Sustituyendo (~) y (3) en (1), oued~>. : 

1 
(1/4:) du 

. : ru 
r dx 

) ./4z-3 . 

reaf,rup~ndo e inteer~ndo se obtiene : 

)

. . . . •' . (-lh)+l 
1 -1/2 ... · 1 · u ·e -U "U · = - + 

. 4 . 4 (-1/2)+1 . 
l ul/2 + e ' 
2 

y regres::mdo a la variable orirrin8.1 U=4:c-3, se obt~.ene: 

36. 

= . ~ (4x-3)1/~ + . e 

Cns~ b). ~ ,;., vl -x3 dx 

· Si hacemos el si~~iente ca~tbio de variable: 

2 

u=l-x3 •• (1) . 

vemos que: du = -3x dx 
. . . ? x·· d.x 

du 

sustituyendo (1) y (2) en b), o.ueda : 

S,,..-<~ -} ~.V' rlu = - ~ u(l/2),+1 

(1/ 2)+1 

Recrre~3ndo a la vrrriable orif inal 1 queca: 

. 3 3 ' 2 . 2 (1-:{ ) / 

;; - 3 3/ 2 

. . . ~ 2x2 /1-x3 · .dx 

f sen
2

x cosx dx Caso e). 

+ e 

+ e 

+ G . 

Al¡;;unas •'e las relaciones entre senx J cosx est~n d_:; 

das por: 
i!(se:l.--:) = cosx dx y 

a(cosx) ; -ser~ dx 

· La función intecrando, da idea de que cosx dx es . 

!l(senx}, y entonces:· 

... ~. ,..'x oOsx dx = )sen'x d\ :•e~) . ; · 

Con el uso de la relación anterior, la in~egral propue~ 
tase. ~ueñe resolver de la siguiente ~nera: 

.Hácase u = scr..x 

··r· 
1 
~ . 

¡ . 
~ 

i· 
1 

f 
1 
1 
} 

J 
J .. 
1 

. 'J 
~l 
j . ~ 

f 
i 

1 



- ~· . 

. . . e 2 . 
) sen .x _cosx clx . 

) se~2x . ~~~x dx ~ 
Ree;resando a la variable inde!'endiente "x". se obtiene - · 

:fineloente : 

) sen2~ cosx dx 

Caso d). ~ x 2 Jt+x . dx 

Si se hace u = 1 + x 

du dx 

• • ( l) 

• . • (?.) 

.(3)" 

coa~ se observa, la· diferencial no incluye a x2, por lo ou~
se despejará el valor de "x" y se expresaré x2 como funci6:¡
Je u 

X::U-1 Y 

x2 = (u-1) 2 = u2 - 2u + 1 • • • (t.) 

Sustituyenv~ · (2), (3) y (4) en (1), 1~ integral adopta
la s1gu:i. e•• te forma : 

~ .x 2 /l+X dx = · ~ (u2-2u+l) {u, du 

Efectuando operaciones : 

\ (u2 {ií- 2~ /Ü + . .¡ü) 

= ~· (u5/2_2u3/2+ ui/2) du 

dx = 2u 7/2 - 4u5/2 + 2u3/2 + 

du 

e 
1 ·s · 3 

regresando a la variable original con la susti~~ci6n U=l+x, 

queda: 
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Aunque en estos eje~plos no se han~ropuesto otras· al te~ 
nativas de C!!l!lbio de variable, se he elee:ido la que se. co:!::i 

dera más simple. 

6.4 CWBIO DE VARIAl!LE TRlGOHOY.ETRICA.. · 
,___:.....-. 

S e expondrá este 'mHodo a partir del 'siguiente: 

EJE\:PLO 

Calcular el Rrea entre la curva f.(x) 
1 

eje Y, y las rectas · x = O, x = a/2 

SOLUCIOU: 

El ~rea está dada por: 

. \X · 2 
A = f(x) dx 

xl 

dx 
:: 

·Para resolver la integral 

considffi-ese las siguientes alternativas ·de sustitución: 

A.- u= 

E.- u"' 

c.- u= 

x2 

a
2

- x
2 

,--:¡--;;
ya~-x-

=+ du = 2x dx 

9 du -2x dx 

~du 
x dx 

'll 

(1) 

Al hacer el cambio de variable, ~e verá que no se llega 

a alguna de las integrales dadas en la Tabla 1, por lo que -
para estos casos se usará otro c~mbio de variable llemado -

\ 
'• 

A 
't:'""''• ,• . 

1' 

t. 



1 
1 

Existen reglas de correspondencl.a · que relaciona·n la ·v:t
riable independiente, y el radical con otra variable que es
el ~neulo de un triángulo rectángulo, como se muestra a con-

tinuaci6n: 

Estableciendo que: 

sen ~ x/a . 

cos & 
.¡;;::;y 

a 
. . . 

x = a sen il 

{a2-x2 = a c~sG 

• ·(2) 

•· { 3} 

La expresi6n (1), d~ la regla de correspondencia entre
l~s variables x y&, res~ltando que x = x(&), Y por tant~-
el radi~al ~ambién es funci6n de &. 

se prt!sen_tan dos casos: x >,o y x< O, en los cualen
. la variable G e&tá c~m-prendida entre [o j Íl/2] y ~ J- ii;2] 

respectivamente. 

Diferenciando la expresi6n (~), se tiene: 

dx = a cos & d& (4) 

Sustituyendo (3) y ' (4) en (1), se obtiene: 

)' f' acose d& ~G2 2 dx 
= = d& 

xl . /a?-~2 . . Q a ~.os& . el . l .. 
.. 

La integral resultan te· es illlllediata 

~8 

. Regresando a la· variable X se tiene: 

x/a = sen' & 

es decir: 

dx 
= ang sen ·x/a ] x

2 

xl 
ang sen x/a 

. finalmente, · aplicando la regla de ~arrow, queda: 

dx 
= 0,524 · u2 · = 

A contiriuaci6n se tratará otro caso que se resolver~ en 
forma semehnte. 

. EJEMPLO 

~ dx 
Calcular: 

/x2+a2 . 
(1) 

SOLUCION: 

Relacionemos la variable in·iependiente "x" 'y el r:>.tli.-::'3.1 
con el ángulo ~ del siguiente triiingulo rectánzulo: 

· a 

Se tiené que: 

Tan & = _x/a ~ x = a Tan~ • ( 2) 

; 

'i 
1• 

~· 

:.' 

1 

\ 



¡· 

1: 
1 
1 

( 

' . 

Á demás 

a 
cos ~ = 

·V x2+a2 

a 
= = a secG .. 

S 
que 

cosG- . 

Sustituyendo (3) y (4) en (1), se obtiene: 

dx 

~ -
es una 

. . . 

~ asoc
2
& dO 

·. ~. = secG dG 
e. sec~ · · 

integra l i~~eaiata. 

L lsece+ ·t ane i · +e n . 

(3 ) 

( 4) 

Volviendo a ia val'iable indepen-diente "x", se obticn'l 

finalmente: 

= + 
X 

a + e 

Los ejemplos anteriores, se r~solvieron por al ~~~~ño -
de cambio de variable trigonoraHrica, te::lbién lbme.do ";;¡étc

do de sus ti tuci6n trieononétrica", Dicho método relaci on.:t - . 
los c::~.tctos y la hipotenusa de uri trHne;ulo rect~ngulo cor. l ?l'l 

r adicales oue aparecen en l a funci6n integrando y el ár.g<~lo

~. por lo que l os radicales t 'lmbién se pueden referir al '!'eQ 

rema de Pi tágoras de l a siguiente manera : 

Si en el triángulo r ectáneulo conoce~os l os dos catetos , 

entonces: 
. 1 ? ? 

hipotenusa = y(c~teto)i + (cateto)2 

Si conocemos un cateto y 1?. hipot enusa : 

(cateto)2 = j('hipotenu:~"")¿ - (c."tt.eto}~ 
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. \. 
A continunci6n se i!e·scribir án l 'os i!i~~rentes ca sos :-~te-

se ~resentan en estos r~dicales. 

Caso .. l.- Si t en en os /a 2- x?. 

-t.Z.ián,=-ulo es : 

(a=cte. , x=variaol e ) el 

·--. • • • • p .. . .., j 

X 

'• .'_;' 

Las VRriqbles x y e_ se r el:'!.cionan de l:=!. siguient~ l'l'' i'll. 

ra: 
a s~nG "1-·· .. X 

Caso 2.- Si se tiene /~ ~tx2 
riable. 

, . ,, 

"" 1 

ñon~e ~=constante, 

. Es te rad·ical r cpr ,~senta 1~ .• sum<:l. t'.el · cuadrado de l os c··
tetos; dibnj &amos un tri,ngul o y llactemos .Q 2.l ~ngulo optl~~to 

a la variable x. 

X 

a 

En este caso, t?.-.mbi~n se pued en. r el !J.c ionn.r las varia- -
bles x -, & de ln siguiente manera : 

x = a tan& 

Caso 3·- · Si t enemos / x2- a 2 ( a=const?.nte , Y..=V:>.ria-
. -bl e ), for mamos el t r.i1ngulo : 

,. ... 



Entonces, · la funci6n· que relaciona a. la.s variables x :r 

G es: 

5n resÚ!:len se concluye lo sitttiente .: 

? ?n/ 2 
a) Para inter,r?-ndos donde a-p"a.rezcan (a--x·· ) , 

(:x2Hl.~qn/2 
1 

(z2-ll?c·)n/2 . ooncl e n ·e;¡ ct:tero, 

no de los c?-sos 1 a 3. 

b) :~¡;t~.llll!zc".se un tril.ntnlo ~t\e rel..,cion":! 1"'. v~~i, . : , ·· 

x y el radical con. la variable angtüar & • . 

e) Int~grese . en 1~ nuev~ VRriable. 

d) ReEI"~ses e a la veri::t<üe ori¡;in<! l. 

En los casos rl e inteer'lles d efiniil~ s, una .al t ernativ, 

maa ~~ra el paso d}, consiste ·en cambiar los 11mit~5 ee -
integración y aplicar .lá Regla ce 3¡;,rrow para .la nuev~ v::ri :l 

ble. 

A continuaci6n se resolverán otros ejemplos ut i lizando

el· "!f.l!todo de sus ti tuci6n trigonomHrica". 

. EJE';;Pr.o 
d:x 

Calcular 

SOLUCION: 

Aunque en este ej ercicio no apar ece una raiz; n os val-

dremos del a rtificio de s!'l.car r a !z cuP..dra da y elevar al cue,

dradc, como se hace a continuación: 

· dx 
. 2 

(ya2+x2) 

(1 ) 
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As oci ando · el r adica l y la variable "x " e. un . t :!"i á ngul o - · 

r ec tñn~ula, · s e tiene: 

2. 

Donde: Tan~ x/ a = a Te.nG 

\ 
Por l o tanto dx 

Además a sec~ (3 ) 

Sust ituy end o ( 2) y (3 ) en ( 1 ) , queda : 

Por lo t ant o : 

. ) {{.2::2 f S 
a;ec 2~ dG l ~ .. !~ = = = 
e.2sec2~ a a 

volviendo a la variable "x" : 

~ dx 
1 tan !. 

( Va2+X2 )2 
== a a ng a 

EJErlPLO 

Calcular el área encerr ada por la elips e: 

(1 ) 

SOLUCION: 

El ~ea está dada par l a s igui ente ex~resi6~: 

' r· 
1 ! 

~l 
' . 

,, 

· ¡ 

' . ~ 

. ' 

' ¡ 
! ! 

( ' 

• ! 

¡ 
j 

¡ ¡ 

'1 
1 , 
! ,. 
:c. 
¡,r 

1 
,¡_ 



¡· 
1 

1· 
1 

A f(:x) dx 

De la ecuación (1 ), se deapeja y, para t ener la régh ~ 

de e orr esponil encia y = :t:( x.) • . 

f( :X) + ' b 
- a 

como en este caso se tien·e -para un valor P.e x, dos valoree 
distintos de y, se obtienen dos reelas· de corresrondencia 
oue son: 

Dada la simetr:!a de b. fie;ura, se C!ilcuhrá el áre<:t ele

la parte sombreada; ~ue se muestra en la figura 6,4 · y se 

multiplicará el resultado por 4, para obtener el área ·tot~l: 

y 

(O,b) 

?!GURA 6,4 

b'W2 - a -x a . dx A = 

Aplicando las propiedades básicas, resulta: 
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A 4 b 
a 

. ~ a .. . f2'"'"T 
lfa~-x~ 

o. 

· . 

d:x (2) 

Asoci~mos nuev~énte .la · variable x y el r adical a un 

triángulo rect~ngulo . 

A 

X 

¡-;;--;;-
: v~. r·-:-. '~ 

b'ntonces: 

X :: a sen~ 

a cos~ . 

Diferenciando (3), se .tiene: 

d:x ·= 3 co~ d~ 

Sustituyendo ( 4) y . ( 5} 

:4.E . ro. {a2-x2 . dx 

en (2), queda: 

'fa ~o . = 

f' ? 
A - 4ab cos-~ d~ 

. el 

donde· el = o cuando X= o 
. y 02 = '~V2 cuando X= a 

La inteeral resultan te no es i!l:!tediata 

( 4) 

(S) 

acosB9.cose d~ 

(6) 

y con los oéto--
dos tra~ados hesta ahora no se puede resolver, por lo que es 
necesario auxiliarse de otros métodos de integraci6n r:~ra 

1' 



1 . 

i 
·? 

los c::~sos en que -te~gamos aue resolver intc,;r::.l·es donrle ~'J'I<l

rezcah rotancin.c de lns ~unciones tri.:-ono·~iét.ric:!.s,· cm:¡o lo:;

autores. tra t"tn a coritinu~ci6n. 

Cono se indicR en el ~rr~fo anterior, existen int~~~~

les oe funciones tri;.<onoml!tricas,no in::~eoi?-t".s . y que_ !)."'!":':.:> -

resolverlas nos au;.:ilü.re;~os de sustituci:;nes utilizando las 

idantidailes triónoc,d~tric:.I~ P::tra. lle~:;: :¡r a in·tegra+es in;:¡e•iin.

t!'.s. 

El I>robl.;;~v\ consiste ó'O'n re:solver In. ·inte¡:;ral ·dt:! 1~ 

r>rcsi6n ( 6) r :
1

2 __ ·_·_ J ..:- e os '-G dG (í) 

p3.::-a lle!:!~-r a un<J. 'intef:;r<>l inn<?diatll, una forma de ob7.en :1'7.o, 

Fls trl'lnsforn::tr l;1 inte~:;ral (7) con el •Ú!o (1~ identid~.des 'tri 
e:ono:r;litricns, a otro tipo de inte,~rales · tri¿;onoaétrica.s, "' :~ 

SE!!ln semejantes a les de l9 Tabla 1, co:no se muestra a co:-: t !_ 

nuaci6n: 

:De 'la · tri¿;onometria 

sen~ + 
? 

cose,( -

se cumple 

cos2c<. = 
? 

sen·.( = 

que: 

1 

cos 2o{' 

( .'\) 

(~) 

y, a ·partir de las identidades 8.nteriores se obtiene que: 

1+COS~ 
.cos2.( ·= · ----

2 

Sustituyendo _(10.) en (7), . auede: · 

coo~ ·~ " . • r:: (1/2 + co~·~, • •• " r:: 
1
2 
r: : + l- l. cos2G cG 

(lO) 

+ 

.42 

·rm la ex-presi6n (11) res'.llte.n pr~cticament.e iflte;!raV:~-

1:-¡;r,ef.iP.tas, cu~:o res•1l t'J.do es: 

r~2 
.cos 29 · :: ~ 9 + t sen2G r2 

)el . . &1 

regresando a h .· expre,:.i.Sn ( 6)' se obtiene: 

A = 4:=lb [~ t1 
1 " ] ~2 (1~) + ¡ sen2"' 

~1 

sus ti tuy;¡ndo los -•2-lor es de. e-
1 

y e-2 en (12) Y a plicanco h -

. re~l::t c e .;\arrow, sa o':ltiene ~ 

A = _4ab. (l~ ~ ~ t sen2(!i'¡'2))- ( 

simplifice,r.do: 

A 4 ii·al1 · unidad es cun.dradas. 

1 . 1 . 
?.( :1 ) - .'2: sen 

A. continuaci6n sP- harán otros· ejem!)los en los q_ue se -

realiz!!-n t::·ansf~rmaciones usando· id enticaJas trig?nom~tri

cas.; 

EJ.E?1PLO 

neaolver la integral 

SOLUCION: 

De manera semejante al ejemplo anterior, hágase la sus

tituci6n: 
1 1 
2 - 2 cos2:¡¡ obteniendo: 

= ~ (~ - · ~ cos2x) dx 

r1 · 
= ) 2 dx -

Las integrales anteriores .resultan practicamente . i~~edla 

tas, si se hace cos2x = cosu , con la sustituci6n U=~x, 

con lo que ~1 resultado es: 

' 
l 

•· 

·f 

-r 
' 

. ; 
~ \ . 



1. 

1 
1 

'-

l sen~x dx = 

E.TE!t.PLO 

Resolver la inteer~l 

SOLUCION: 

1 - ¡ seh2x + e 

Pará .aplicar la sustituci6n anterior a esta integral hf 
gase: 

= ~ ~os:?x cosx dx 

~{~ + -~ cos~x) c~sx dx · 

= ~ ~ cos~ dx · + ~~cos~; cosx dx 

'·. 

pero lR segunda integral no se ha yisto aún como se resuelve, 
Por lo que en este caso, se probará otra s~stituci6n; h~.~se: 

cos2x = l-sen2x. 

S cos 3x dx = 

= .. ~ cosx dx . ~ sen2~ cosx dx 

si en la segunda integral se hace la sustitución 

U: senx du = cosx dx 

y se llega a integrales inmediatas, cuya soluci6n es: 

~ •••3• dx = senx ·- ~ se~3x + e 

En algunas integrales ~parecen productos de potencias 
d~ funciones trigonom~tricas, algunas de las cuales se pue-- · 
~en representar como: 

. ~ ....... ,n, .. donde m,n€ 1 
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Las sU:sti tuciones que se reco"'iendan se desprenden rl c:.-.
··los !los 6lti11os e~eml'los vistoo_.antP.rior'?lente, en rlon<h :·;: 2 

· saron id enti<la•l es trie;onom~tricas que transformaron lá::~ i n t_'2 

·grales a integrales inmediatas , las recor~endaciones ~::::e, .l !; 

¡::ra:r l.o anterior son i 

~aso 1.- Si rr. y n -son pares y -positivos, o ali!Ur.o r'-; - · · 

loo ños es ce!o, hágase las siguientes sustituciones: 

·s en2u 1 1 = ·2 - 2cos2u 

? 1 l ? cos ·u = ?. + 2cos -.U 

~ ,. ..... 
. .. -

·1- . t ,. . ., .. ,. 
1 \ ! . ~~~ . -~· 

Caso 2.- 51 m y/6 n es im!l;tr po::?itivo, auxiliase <l <: 1<>. 

siguiente identi4ad: 

sustituyendo. la función s ·~n2u = l coo 2u 6 

cos
2
u 1 - s en2u en la función trir,onoo~trica cuy!'!. .:Jo--

tencia sea impar. 

De esta manera· se llegar~ a funciones del ti ~o 

donde u es la función trigonom~trica sen~ .6 cos~ 

· A continuación se ilustra el proceso descrito anterior
mente con los siguientes eje~plos: 

Resolver: I = (l) 

SOLUCIOU: 

Como la integral {1) es del tipo del caso 1, FOr lo ~ue 
se hacen las sustituciones: 

C. os2· -- 1 1 ... 2 + 2 cos2x 

-=-:/ .t'"'7. 

• > 
; ·~ .. :,·· 



1 , .. 
: 
o 

i. 
l 
! . 

¡. 

. I dx 

/ 
h 

Efectu~ndo 09cr~cioncs: 

I 

Como s~ .obtuvo una ~otenoia par de la función cos~no, . -

. otr"1. vez h~B;;:>.!;C 11?. sus ti tuci6n :_ 

· cos22x 1 1 
2 :+_;:; cos4x (3) 

Sueti tu~r~r¡r]o (3) en ( ?) 1 r.;ue :1~. : 

I ~ ~ -dx 1 \ 1 1 . dx ¡ (2 + 2 COS•~X) 

-~(t - ~) ax ~ ~ c.oe4x dx 

1 1 1 sen4-x . + e = nr. : - -g·¡ 

E-JB!.:PLO 

) "n'x Resolver I = cos5x dx (1} 

SOLUCIQ?;: 

La integral es ñe1 caso 2, por lo ~ue se:resolverá r.e

la sigui~nte !ll2.nera: Arreglando la función de !Jotenoie. im-

par como se in~ic3 a continuación: 

I • \ •••'x oo•'x dx • · ~ aon
2x co,

4x co•x dx (2) 

. Y usando la identidad cos
2
x 1 

yéndole. .en . ( 2), queda 

r 2 2 2 
I . } sen x (1-sen x) cosx dx 

Desarrollando : 

I . ~ ,.n2x (l - ,,;n2x + ,.n4xJ ooo~ d> . 

~ 1 .r · 
·. f . 
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/ 

. !,;>.$ inted.,.:les resulte.nte s son inmecir!. tl'l.e 1 por lo · 'J : l·~ .,. 

el reslll t ado es: .. r 2 5 . l .. · 3 . 2 '5 1 . 7 . 
• •! · ) sen x cos x d::c . "" 1 sen x - 5 sen x ~ 7 sen x ·.-+- 8 

I 

SOLUCION: 

Go.:\0 ll'\ ir:t~·-r~l (1) en r' el · tiQO ~:d cr.~ o ?., !J.-~r~. , . .. , ·' 

verla, factoricese · sen3x y uti~{cese· la identidad: 

? sen·x 

~ o~n\ oo,4x 'x 

. ., . 
1 e os ·x , · · esto es : 

~ s ~n2x se~ cos4:;: d:x 

~ ( 1-:-cos 2x ) s enx e os 
4 

:x dx 

. ' · lZfectuando operaciones: 

) (cos4x - cos
6

x) sen:x dx 

= ) e.os 4x sen:x dx · ~ coéx seru: ex 

I 

se pueden _present~r tambi~n 

;r = . S t.a.nnu du. 

integrales de la forma : 

+ 

(l) 

,., ,, 

6 I = ) cotnu du (n entero positivo ma-) 
yor QUe l. . ( 2) 

.. 
En este caso se utiljzan las siguientes i f. entidades tri . 

gonom~tri.cas: 

·~ 

l. 
· ! 

t 
¡ 
1 
j 

. ¡ 
1. 
1 

.¡ 
. ·1 

.:{ 
~ .. ., 1 . 

f 
¡ 

,, ,, . 

'i ,. 



i 
1 

1: .· 

i ·. ·, 
1 

l. 
'. . . 

! . 
¡. 

1 . 

1 

1· 
i 
1 

¡ 
1 

i 

1 
1 . 
1 

1 

l. 
1 

1 

l. 
! 

. . n ,;an u 

Con la ·i,dentioad (:3), en ·la inteer::\1 (1) queda: . 

~ tao~-2u tan
2
u du ) ta.n"~2u (sec2u-l) iu. 

= .J tan"~~u sec2
u ~u f tann._2u du 

.. t n-l r 2 
••• · I = .~~_1 . - ) tann- u du 

I 

~ ( 3) 

r • ' 

La ~ tattn-
2 

ou se rP.su,elve utilizando n•JE:Vt;unente .:·1 .

proceso anterior. 

Para I = ~ cotnu du el !lroceso es e.nAlogo. 

· Resolvamos los sicruientes ·ejeaplos·: 

ETEI'~PLO 

\tan% ~ tan3x clx = ~ tanx ( tan2x) dx = (sec2x-l) dx 

~ tanx sec 2x dx ~ tanx d:;t 

= "t.'ln2x - Ln 1 secx 1 + e 
2 

1 

) 
EJEMPLO . 

cot5axdx = l rcot 5ax • adx a 

l fcot3ax 
. 2 . 

adx = cot·ax a 

l ~cot3ax ? = (csc·ax-1} adx a 

= 1 ~cot3~x (csc2ax} adx - ~ r.cot3~ur adx a 
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~ . . 1 4 
1 . . 2 . (-~} cota>: . ( c.ot ax} ad:r. a 4 a 

~ cotax 
cot4ax · 1 (csc 2ax-l) adx 

:::: 
-~~ · - . a 

. cot42x . 2' 1 . 
= ----¡;--- - cot ax 

+ - Ln (senax J + . e 2a .a 

También se pueden presentar inteerales de la forma: 

I ~· sec"u du (1 ) 

6 I = - ~ cacnu· du 
(~) 

· cuando . n .es par, se el:lplea a lgunq rle las sit:u.i.entes i :'ent.F_:: 
des: 

(3) 

(?) 

Sustituyendo (3} . en (1}, queda: 

I . = . ~ (tan2u+l)(n-2)/2 •~•u du 

Las ~ntegrales resultantes s on del tipo: 

y 

· qu~ . ya soq inmediatas. 

En forma análÓga se procede pera la . . r cscnu: du; . Re-
solvamos ~os . siguientes ejemplos: l 

·' ' 

. .. 

;:¡ · 



I 

EJ:F:.!PLO 

\ seéu du 

E.J!:!::,i?LO 

~ csé2x dx 

SOLUCIO:~: 

-

= 

- ~ ? . s_ec ·u 

~ s~c~u 
~ ?. sec u 

tf\n3u 
-3-

sec~u du 

( tan::?u + 1) du 

tan2u .du + ~ 
· -!: tanu + e 

Por comodíd~d, hágose la sustitución 

2x u 2 d.x = du 

sec2u du 

= ~- ~csc2u ( cot'\ + 2cot
2
u + 1) du 

= ! ~ ~"'" eot
4

udu + 1 o.e'u oot
2
u du 

+ ~ \ csc
2
u <lu 

l.cot5u cot.lu 1 cot = _2_5_ - -3- 2 u 

c~t5 2x cot32x cot 2x - -lO - -3- -2--

Cuando "n'' es ír.rpar, no se lleea a la solución, y 

te caso se tratará posteriormente, 

+ 

+ 
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e 

e 

._,. 

Ade~'lás, se -ptterlen presentt;tr inte,g ">.les ñ e la forna: 

! · ~ m t:;~.nnu el u SGC U (l) 

r · ~ m cot0 u r.u ese u (2) 

. En estos c<tsos se enple:m las siguientes identid~c1e3, 

pare. llegar a inte¡·:r~ües imneñia.tas: 

':> ? 
sec-u = 1 + tan-u 

csc2u 1 + cot2u 

Caso a) m: par positivo. 

~ secru-2u tan°u sec2u du 

. ~ (l+t~n2u)(r.l-2 )/2 t'!nnu sec?'li cln., (3} 

con d(tanu) 

Isas intezrales (3) son de la forma \ ~n du 

Procediendo an:üoJ::u;tente para la integral(~), qued~.: 

'2 ese t.;. C : ~ 

Caso b) n im ~r· 'J,')osi ti vo 

Haciendo 

d(~ecu) secu' tanu du quec!a: 

' 

.1 
•! 

,¡ 
1 

! 



Fro:::.edi~ndo -:n'?.lo::·:..:;e:¡te Pt>.ra 1~ i:-~tegrgl (?), o_uedr.>. : 

r ; -1 . ., . n-f· .... 
- r::scn · u (es e ·u .- 1) < cscu cotu ~a 

· r · 1 ? .n.=1 . 
= _ fsc111~ u (ese-u - 1) 2 d(c.scu} 

q•le t::.mbién son de l,a form.'l. · \un du 

Resolvamos l os· sigui ent es ejem::los: 

Calcular I 

SOLUCIO?!: 

I ~ sec4~x (tan-4ax) dx 

S 
., . . . -4 ( 2 ) d sec-ax tan_ ax sec ax x 

r · ? 4 ? J (l+tan-ax) tan- ax (sec-ax) dx 

i r (~an~4ax + tan-2~) d{~nax) 
a ~ . = 

1 [tan-J~.X + t an-l:'!.X 1 + C 
a . .,.3 -1 = 

_ cot3ax _ cot ax + e 
· 3a . 

. "EJ:E!.~O 

-calcular . 
r .sen3f2x 

I = . . ) --. c_o_s_l-1¡-.2-x-
dx 
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= ~ tanj/2x s~c4x dx 

= .l se~ 2>: t~n3/2x sec 2x dx 

= ) (l+~an2x)tan3(~x .sec2x dx 

. . =· ~ (tan3<2~ + ·~ah7/2x) sec?:x ex 
~ .. 

I + 

EJE\il'LO 

Calcular: 

SOI.UCICH: 

I ·= . \ secx tan2x ( secx tanx) dx 

~ s~cx · (sec2x . - . 1) . d( secx) 

= ~ ~sec3x - secx) d(s.ecx} 

·' 

Caso e): 

e impar y n par. 

I · = . ~ oee"u ian"u du . • ) ,,;•u (.,o''u-t)•/2 du 

Las integrales ·que se obtienen son de lR forma: · 

• 1 



Dontle n es im1'J<!r y como y::J. !le mencion6, se resolv er"'' 

~.1ás adelante. · 

pue~ en tener intezrnles de la forr;.a: 

S .sen(m,u) cos{ nu} du 

~ s.en(~u) sen.(nu) du · 

~ ~~s (mu) cos(nu}. du 

En .las oue se util.i:l-?rán h>s siBuientes identidi>des r"):'", 

transfora:arl11s a inter,r1les innedi~.tas. 

sen{rnu) cos(nu) l (se~(!n+~)u + sen(n-n)uJ 2 

sen(mu) sen(nu) 1 (cos (m-n)u . cos(n+n)u) = 2 

cos(mu) cos(nu) 1 (cos(m+n)·~ + cos(m-n)u J = 2 

Para el caso a)' se tiene : 

\ sen( mu) cos(nu) du "' ~ ~~ "n(n.n)u du + ~ .~eo "'·· ,,. ] .... -_. .. , .. \ . • \ . 

1 (cos(m+n)u cos (~-nh J + 
= -2 + e 

· o+n !!1-n . 

Para el caso b), :se tiene: 

· ~ oon(mu) s en(nu) du 1 ~ ( co.s (m-n)u • ~o·s {m+n )~ J d'l = 2 

1 ( sen(o-n)u · o.:n(m+n)u J 
::: 2 m+n .. e m-n . 
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Y par a el caso e) se tiene: 

~ M s(mu) cos(nu) du = ~s (c os(m+n>u + cos(rn-n )u] !} :l 

1 [se~(rHn)u . sen(m-rih] 

2 + + e 
m+n 

f.. continUP..ci6n resolvamo·s · el siguiente : 

E.n::mo 

Calcular: 

1.- ~ -sen3x seri2x dx 

2,- ~ c~s4x cos3x dx 

3.- : ~ sen5(x3-2) co s6(x3-2) ~2dx 

SOLUCIO!? : 

m-n 

1.- r sen3x 

cas o b) , ) 

sen2x dx en que m=3, n:::2 se t iene el 

~ sen3x sen2x dx = ~· (~ e os( 3-2)x dx 

l = 2 senx 
'l 
10 sen5x + C 

2. - ~ cos4x c os ) x dx 

caso e) , an QUe m:::4 Y n=3. 

l a integral a resolver es e cl 

~co,ox co•Jx dx = ~ ( ~cos( 4+3):c dx - ~cos (4-3)x dx ) 
1 14 sen7x + 1 sen.-.: + 

2 
e 

¡ 
1· 

. ~ 

' .( 
. -; 

. ·j ., 
f: 
! . ·¡·· 

l 
·! 

. ·t 
·j 

: . .J 
·1 ,., 

'd 
l 

:J. 
"'·1 
.. l 

l. 
.¡ 

. :.¡ 

1 
. ' 
"f. 

. 1 
T 



1 

i 
1 
1 

1 
l 

Haciendo 

·~ "~5(x3-2) oo$6 (x3-2) x2dx 

. que es el caso a), en que 1:1=5u . 

= 

d·u· = 3Jt2 dx, queda: 

1 ~'en Su c,6u óu 

y n=6u 

t )c ... u~ .... e-u>) '" 
1 cosllu . . 1 cos(-u) · 
-o~- b -1 .+e 

Otro e;!eoplo de trsnsfor~ci6n trie;onouátrica se ¡;r:;~''.:l 

ta cuando c::>.lcula:aos la longi tuñ del reéorrido el e un !Jro::ec
til en caica libre. 

Calcular la longitud recorrida por un proyectil ent~e -

las rectas x1~-2, ~,=2 y cuya trayectoria está daca ~or 

la ecuación f(x) =· 4 ~ x 2 • 

SOLUCIOH: 

En el curso de 1.:atemá.ticas I se ve oue la diferencbl 

de la longi tucl de arco está dada coi!IO ·: 

ds = /1 + (dy/dx)~. · dx 

Por lo t~nto. la longitud de un arco es la integral de

la diferench:). de e>.rco co'mprendida. entre los.., puntos oue se -

desea obtener. 

As í pues, si s es la lon3itud buscada, éstá entre las 

rectas x1=-2 y x 2=2, se tiene que: · 
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S = ds 

Como y 

dy 

dx 

( ,, ".'i', ·.·)~ . "•'' v.1 1 ·.- ! 1-A 

entonces: 

.- ~Y. 

Sustitu;¡er.6o· ('2) en (1), r:ue;)a : 

(-2:-:)~ í :/1 + 

í :,vl ? 
+ 4::C dx 

·para r~solve~ es~'l ·intr::¡;;r.,l, :;.: - ~~socie el r.~dic :' l cr. :·, ·- . 

la hi potenus8 ti. e un tri~nsulo ~·ec•.;-~uó•.U. o , conJc los Cf. -~'::-~'J;:

son 1 y 2x , res!Jectiv~mente , 

. l 

.. . 

Donde: tan~ - 2x 

y se~ = Vl+4x2 

Diferenciando {4) 1 se tiene: 

dx =. l eec 2~ d~ · 
2 

Sustituyendo (5) y (6) eit (3), oueda: 

.{4) 

(5) 

( 1)) 

.. 



dx = 

Pero diche intc.;,;ral no . se ;::uo<]:e r~solver con alcn·:;;H 

de los rnétoilos vistos hasta ahora, ·!]arque es · necesario a;t::i

li:u-se de otros nétodos co;~o el <J_Ile s~ ve ·a. con"tin•ia~i f.:: . 

? 
El término llX -+QX+r tlp.'lrece a :nenuiio E':n le. Trnns:fr,:::~:::~ . 

· <~a in·;ersa de Ln..?lace , ~o:- lo que a continuaci6n se ven :,1 ·::~. 

nos ;;je::.nlos i!on<'!~~ ::!.!l-9.reoe dicho t~r::~ino y c;t··,l es el l•~·o-: r•

so 1l<tl'2. rr~solverlos: 

I dx 

· sow~nc:: : 
Consi;1fresa la sus titución y:::< 2+x+4 ~ J,l.,(2x-tl/·~:-: 

· y arréglese b. inte;;;ral (1) co.:1o: 

r 4-z:+2 

~ 
2(X+l) e.·.· .. 

) x2+x+4 
d:x = 

x
2

t X+4 . 

· con l o cual : 

. ~ 
4~+2 1 2 clu 

x2+x+4 
dx = 

u 

·- 2 Ln u + e 

2 Ln lx~+x+4) + e 

EJ=:r.mo 

~. 
):X+2 

Resolver la integral 
X2+2x+4: 

dx 

SOLUCI Oil : 

(l) 

En este caso x2+2X+4 es un trino!rdo CIL-'1(1r ad o p~rí er:to 
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oue se rr• 1e~ e .. escribir co'!lo : 

sustituyend o er. 1::. int<;~~r·al, que!"!a : 

zi k, ,:e::;oa 1:, s u.stituci6n u = :<+';!, donde x "'u-2 :, .; t.io:: 

ne : dx"' du J por l o ~nnto : 

}(u-2 )+~ 

~ }u-4 . 
--'">- I; U 

ll. 

si:~!)li ·.i .:· .· · ::· : 

3lnu - . 4(-1/ u) + e 

volviendo (!. 19. v~riable :x • . 

EJ.EMPLO 

Resolver la integral 

SOLUCIO!I ! 

)H2 
-=---- dx 

::t.:
2+X+4 

Co~pl r.tamos el deno~~nador ~~ra obtener un trinomio ~~ 
draco p~rfectot est~ es: 

·r 
J 
~ 
~ . 
; 

i 
\ 

. '.P 

l. 
i\ 

1 
1 

··¡ 
·.¡ 
·f ., 

'l 
J 

. ·1 
•· .! 

. i 

J.-
¡. ., 
. i 



3us ti tuycndo (~) en (1) 

3::.:+2 
0" 

3Y.+2 
= ) ., 

X"+X+4 ) 
(x + ~) 2 

+ 15/4· 
<lx . 

l - ... ~ 
-~ .. 
-v -· 1 

... "i) 

...! lA. -? 

. .. . .. . _. · 

·. f_.,..;z_.+_"_·- r1u J :X-+:X+~ ) 

'( . 1) 
= ~·1u 

u~ + 15/~ 

~ 
u él u 

'--·--~ 'l 

u '- + 15/4 Í r:u 

+ ~ - _\_\_;: ---
+ l)/4 

si s e hace la sustitución en l a ;¡riat<r~ inteer".l ¿;,: <3l 

.v =o u
2
+ 15/4 ~ dv = 2u du ~ q du dv/2 1 queda: 

\ u dú 
3 j-u--;2~+ -1-5..--_,4- = 3 

2 Ln v + 

volviendo a l>;~. 7&i.'ia'ula u ~· da;;pu~s a :;: 1 ~ ue:!a : 

r u du 
3

) u:
2 

+ 15/4 
i5/4( + (4) 

Por otra ;,arte, la . ~ r 
2 

du . . . l u + 15/ ! 
· se rezuel·J~ por-

suatituci6n t.rigonom~tric~ y su solución es: 
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. 
¡_ .. f _____ au / j u '? +. 15/4 

= l --- !'lr•-:: t~n ._ 
. [ ·1 4 ] 
2 _ Vl5/tr . -·-· . :t/15/ 4 

Si-mplificando y volvic~co a la variable ":;.:": 

l 2(x~) 
= - ang tan .r:-::- + c3 

.[i5 · ·vl5 

' finalmente sus tituyendo (4) · .Y (5) en (3), re!l\lita: 

. )X+'? 

?· 
:x'"+:X+4 

dx 31~ t~l (~~) 2 + 15/ ?f J + 

+ 
. ?. (·x+1.) 

'3.11[; t~n .¡rf' + e 

3 1 12 1451 2 Ln (X + 2) . + + 

2(x + ~) 

•••• ( 5) 

l . 
+Vl5 añg tan 

115 
+ e 

· 6,6 IHTEG!lACION POR P.~TES , 

Uno de los mótodos que con m~s frecuencia se Usa P3r~ -
tr3nsform2.r un~ :i.nte&r'.ll d-ada en una. inm~diata , es el de In

tegra c.i 6n por p:trtes, dicho m~todo consiste en e:r.~esar l f(.x) dx· · como ·la integral. del producto de una función ... 

u(:x) por la diferencial de otra función lla!:tada d v(x) • ' 



. to e;,t<:!!'ior se ohti~:ne ·1 e b. dii'erencü!l del pr'o.~ · .. !'~": ::• 

de 1".$ funcio!les n(~} .Y v(x) CO!:!O se ·re en -el sic :i · --. ·: : 

· Se?..n u(x) · y v( x ) dos funcione5 r1"'finBBs en eJ.· i :~-

ter•in.lo cerr::.J.do (a,b} c•l~ras t.'lcriv:'!d'ls t'"!mbi6n son conti:... -

nua s. en el int~rv~lo c9rra.do [a,b} ,'entonces: 

~ :<(x) v'(x) dx . = u(x) v(.Y.) ~ u' (x) v(x) ''" 

·Para toda x€[~, b] 

-Sea el producto de funciones u(x) v(x}. 

Entonces la diferencial del producto u(x) v(x} es: 

(1} 

nespejando ú(x} d [v<x>} ' se obtiene: 

u(x) d[v(x)) "' d (u(x} v(x)] - v(x} d(!.l(:d) 

.· !ntegraneo la expresi6n anterior, se obtiene: 

. :_.~~tO~lCCS ! 

~ u(x) v•(,;lx • u(x) v(•l 

~amo ~e ob~ ~l'~l;:t~ en l rto. SX!'l"e:ti,~:l ( 4 ), el :·L~todo r:. -~· ; ·: '· -,_ 

r.raci6n -por . Pnrt.es t-:"~nsforr.:<: t::l r:ro1lle~!~ ini,c·i''.l 'i e :- r. •· ·1-

v~r U!l'J. i:1t~r-:r::>l .~ ~ l:=t for:l?. 

. j n(x) •[•(xiJ dx • ) r(x) d• 

a otra inte::_:rr:l inmedi"l.ta. 6 (.:.1<~ S '! . resuelve ror Rl¿,~.<noJ •'· 

loe !f\~t.->!~os ~a~~os o por :Y':~ tP.::: fL'.t ~v-:. · : ~ · ~t~. 

~ro se int~nt,..~ rl:;t_r nin~-;11 :1 t. i :>o de r~~;l ~?. ; •; e~l a:t':?.l T'!-· :· ' · ~- -

elecci6n d r~ los f~.ctore3 u y c1v, · ,-:Lt~S esto se ·locr::o. <,c1··.- . 

merite con l:1 e:-:!Jeriencia, es !JOr ~sto f!Ue se r·~CO!<lienr'~ ~). -

lector: r&sol-.;e::- !'J.'Obls:J~s en l c.s r:ue se ?-pliQ•;.e: es t e - -~7: ! ... . .-,

oe inte.:;r::~eión • .. 

Por sio.plicida'd use.rs~os u en vez oe u(x), 

vez de Y(x). 

A contin:;.>.~i.f•,-: .. ~ in•re-; ti '-''! !"~. !;i ~()~ el 1.1-',tn~o r..,..~._ .. 

to se !)'J.ede i':!s ol•1er 

· que se d~jo ii1conclus<J en el ólti.no ~je:!'!plc d:!l sub tema a n

terior • . 

1 
·' 1 

. '1. 
. 1 

! 

.·. 
i 

.·.¡ 
1 



Las a l t erna ti V;'! s de seleccion'lr u y · dv son: 

Al t ern?. ti v~ u dv du V 

1 aec3G dG )sec3GtanGdi:\ . G 

2 sec~G secGdG ~sec2Gtan~dG L(secB+tC:mG) 

3 secG !3ec2~d~ · secGta~dG 

A!llic~ndo. el l'!!!ore:!:'l 6.,2, sa ti er.e: 

:Je (1 ): 

~· .~,l~ d~ = ~ ,.,J~ - } JO ,..,lo tan ~ dO 

De ( '2) : 

f sec3G dQ 

De (j ): 

= 

~ ,..,J~ .& ' = son& tan<> - ~ son& tan'~ d<> 

tanG 

(5) 

(6) 

De l as tres alternativas, nineuna se puede resolver r-or 
l os m6todos tratados, per o la exp~esi6n (6) , se puede siffi:.li 
ficar de la sie;'.liente !l.'lnera: 

Haciend·o 

~ s~c3e dG = 

tan~G = sec~G- 1 , se obtiene: 

se~ tanG - f se~ (s.ec2G-l ) dG 

Efectuando operaciones: 

~ • ..,J~ ... • .. "" tan<> - r .. ,J. ·~ ·J "'" ·~ 
Eo eso< dltima ex>resi6n vuelve a a>areoer } •• ,Jo dG -
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nero con si.r;no ne.::<>.ti·.ro, ror lo ')Ue se .,,¡,:~,¡~ a~-rnn->.r e~;;! "!. 

rlel b .d o izquierdo '1e lr: i.:;u"~ldnd, co~ lo <:Ut: (7) zc "!;:·; ••. ·.-
forma en: 

2 f Mc3-s di:\ = 

fin"llmente : 

J ,..,l ••• 

• •. ~1+4x?. ib: ~
2 

= l 
2 -~ 

:: 

Como secG = { l+h2 

y te.~ . =: 2x , entonces : 

. L = r 2 
' 1+t,x.2 dx t 2 = ~[ y{+4X~ ( 2x ) + Ln(/í+4x'?. . + 

Por lo tanto , la longitud r ecorrida es : 

18.53 ·unidades de longitud 

1 . 



1. 

'::I.\L-:::3. 

. . . 
C0;.1o s~ h~! "~i tJ to, .<::.:;.: istc-·• . i;if ·~r~ntes ml:to•~ os p~~-:· : ~ ·. =-· ~.1 

ver un:• int<,t;r;\1, h~!)t<~ el momento s <: h!l.n tr'!.t:ldo, el n,6tc~ o . 
. {1a car:tbiC? de V'i.r iaLlr~ · ( .. ,.lcr.!i.IY.ttic::t, tri..:_:-O l\f>tp~t;.~ica, i·~!.:l·olt i·.=~'.-

. ." rl~s ) :.' el ,: .~ irr~t1;·:r -:¡.cil. :-e no~ v-~r.t ~s , a _c onti:1ll=-'.ci 6n s t-; g :.; ··.J,J 

ilr:l otro n éto:'o, llan<'.rl o ''m~tod o· de inte,::.-r'l·ci6n por des co:.~~l.!l 

sic i 6n .en .lraccio:F;s ,.,.., r :: i a l cs ''. 

Se 11:>. !~ ;!. tr~cci~:t r,.,cion:ü, 1\ 1" exvr esi6n d~ii'! :;:¡,· l -:-. 

r:>.ZÓn de dos !JOlinor'lios , 0!0 r( ~Cir: 

:P(x) 
;: (:r) 

D(x) 
( l ) 

5up6n:¡'lse que los polinomios ~ :(x) y D(x) no tienen T!!:i.

ces comunes etttr e ~:L 

!:.ntonces l"ts fracciones racione.lea· pueden s er pro ':'i ·:tS o 

.impropias · 

-!-racc:i.6n r .<:<don:ll i r.;';)ro :>ü. es a,üell?.. '.l!:l no.t e el ¡;:::-·· ... ::) 

tl.el numero.ilor es m<~yor o i~ual que e1. grado del <ienor.lin;.ri or. 

. :DTL"IIliCIO~: 6;2 

?racci6n r a cional pro!Jia es aquella eri que el ~;rada d el 

numerador es menor que el gr!ldo .f.el r1e.to~:in::J.dor; 

re.: 
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.. :'(x} l'(x) 
R(x) 

+---. 
ll(Y.) 

Dond€ P( x) .es un poliriorlio .'~n x, y 
R(x) 

D(x) 
es un:?.. "fr~- -

·cci6n ¡¡ropi::q . en ·la roue R( i::) eR el r esiduo de· la divisi ón • 

De ~al forr;¡a 'q~e 1 ~ f(x) dx l .si f(:¡:) es una fracci ón - · 

r?.ci on~l i~pr.opia , r.e expresa de la s i gui ente manera: 

~ ~(x) + ~~ ;~ ] dx 

r [P(x) + rl(x ) ] clx = 
) · . D(x) .. 

) P(x ) dx ) 
::t (x) -· 

+ -- \':. . . .:;)(x) 

La primera i ntegral del lado d erecho co:~duce· a integ!~

les c1 el t i y•o ~ undu y l a see unrla e;cpr ési6n es la inte,:1"".l -

de una fracción r acional pro~ia , a l a que ~~ra resolverl~ s~ 

aplica l a t e·ori a il e fracciones -racion'll es, como se il•1stx'". -

en el sieuiente: 

Resolver la integra l 

SOLUCIO?T: 

. I = ·~ f(x)dx 

.... (1) 

· f(x) es una fracción in]1l"o pia, entonces al d1vidir obt~ 

nemos: 

f(x) = (x 2-l) + -
1
- (?) 

x 2-1 · ·' ' ' - · 

Ahora se tiene el cociente ·x2-l más una fracción ~ro-
pia, · 

1 = f[(~2-l) + --}--] dx 
) · X -1 

· La inhgral ) (x '-1) dx se inte,:,ra directa~ente, y -

t 
r 

'\! 
¡ 
l 

. ·j 
j: 
! 
·¡ 

1 
<J . !J 

·1 

¡. 

¡ 
1 ·• 

. J. 



1 : 
1 

para la parte ~~ sé resuelve ce la sig•liente :: .. ~.nc.-
x ··-1 

ra: 
i "1 

Se sabe QUe: 
~ = 

(x-lHx+].) 

dicha divisi6n se expres~ como la su!lla ele. dos fracciones !''":::: 
ciP.les : 

1 

x 2-l 

. A :B . 
- ---+--

:-:-1 :x+l 
( 3) 

:Expresando (3) cor.to una sola .fracci ón , se <:eber4 •tcri i1_ 

car que : 

1 

:x2-l = 

Es decir: 

A(:X+l) + B(x-1) 

(:x-l)(x+l) 

x(A+3)· + (A-B) 

:ll?:-1 

= 
Ax ..¡.· 3x + A - '3 

. x2-1 

l = ··:x(A+B) + (A-B} 

por igualdad de polinomios se establece _que: 

A + 11 o 
A .- B 1 

Tle donde A = -B ; 1/2 

Por l o t anto l a exyresi6n {1) es: 

~ :x4-<!x?+2 ~ . r 1 . 
x2-l 

· dx = (x2-:-l)dx + - 2-dx 
. . X -1 

-= ~(.i-.1 dx + ~{ A B l - ·+ -- dx 
x-1 X+l · 

( 5) 

(6) 
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Sustitu_y-:n1io !\.y n en (1;), t:1U"!rl~: 

~ · ) Ó./2 )dx + ~ ( -1~2 )é.:~ 
~Y.+ ----

. :x-1 · x+l . . 

A contin11'1ci 6n s-e ex-¡¡one un <:! ::1etoc:olo:::ía ~".rt'l r l)eol·:r:"

. int~eral ~s en ll\s ·ClUB hayq f racr.ion":s r••C i 0 1~les :-:ro,í<!!:' · 

Tod e-. fr~ cci6n r (l.cion:ü nro~ir:. !'; C :-ep··esenta cono l·, ,;·;

mR. de frA.ccia~es Pfl.rciales y se -pres ·ntnn cttatr'o c~sos - ·-:·· 

son : 

CA.SO I 

Cuando el denor:lin;;-.dor ~ e la f::-acci6n racional a int<: ·~:::·sr 

se puede des componer en rai ces r eales ~ di s tintas entre si, o 
sea: 

D(x) (:x-a) (x-b ) (r.- 1) (.: ) 

Entonc es una f r:>.cci6n : r opia se expre:m co~o la s•L":' · :.'::, 

"1" fr?.cc io:-~c~ :r.~ r-ci:;¡.'. c.>, e~ decil:' : 

ll{x) A :B L --- -= 
D(x) 

---+--
x-a x- b 

+ 
. x-1 

{5) + •••• 

.Es decir , la 
( !1(x) . 

) D{x) dx se expres~. c oco: 

·) ~r(x ) 
-dJC = 
D(x) ~ [ 

A 1l . 
-- +---·+ 

::c:- a x-b 

L ] .. 
+ --- dx 

x-1 

-t'•~t a /L5 1r. 

: : 



1 

1· 
¡· 
1 
i 

~ 
~t(x) 
---dx 

·: ( ¡t ) 

= . I.n {x-a }A. ( :.v:-b )B 

Resolven:aos el sig;uiente e j eo:P;lo: 

!':.T'i".'.PLO 

( l. )L " 
X- . '" 

!l~.llar el :$.r"la lirni t'?.dn · ;'JÚr 1~· curva 

y 

X=4. · 

se ii.escnmt::c:ne en fr:! c~io:te3 :-a,rei::-.les. 

Para ~sto, factoricenos ·el denominador en: 

. :x3 - x 2 - 2x = x(x-2)(x+l) 

(x--O)( x-2 )(x.¡ 1) 

Por lo t nnto ( ~ ) S t e;::n-e:;o; co·ao: 

4x-2 4x-2 A B C 
= = ·+-+-

x(x-2Hx+l) X :x-2 X+l 

Para obtener los valore3 ne los co efici entes, hágase la 

a~~a de l~s fracciones parci~les, ~uedando: 

= x3-x2~z.x x (x-2) (x+l) 
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4x - 2 (A+3+C)x2 + (-A+B-2C)x ~ ?.A 

. x (x-2 ) (:x+l) 

Por i gt.!s.lr.ad de los rolinor.tio!l ñe1 nimer~dor, ee vc:ri(~ 

C>\ <tU e: 

4x ;, 2 

Por lo t?.nto : 

A + :B + e = o 
- ; L + E - ~·:; 4 

2A · = -2 

ne ( 6)', .,..., tiene que: A = 1 

sustituyP.ndo (7) en ·(4) y (5), y r?solvi~ndo el sistü• •'l• 

da.: 

Por lo tlinto (1) 

A )' 4x-2 
= 

:x3-x2-2x . 3 

cuyo r esultado es: 

B = 1 

e= -2 

tot!!'l. la 

dx -= 

4 

sicu!.'ente forma: 

~: ( 1 l -2) -+-+--
:x x-2 x+l 

dx 

(4) 

L ) 

(!~} 

' u) 

A = Ln 
x(x-2) 

(X+l)2 
4(2) · Ln 3(1} 

Ln---
. 316 
Ln-•-

25 3 
3 

25 16 

.128 
Ln-
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Hallar el área entre la curva 

eje Y, y las rectas Y=O y y%1, 

. 2 
0.535 u • 

3Y+7 
X = -::---=---

y)+6/~ +lly+6 . 
el -

l 
.. ~ 

·¡ 

.. ¡ 

l 
' ¡ 

1 . ¡· 
. 1 ~ 



í · 

1 

1 

¡· 

El ó.rea. vi'ene ilada como: 

)y+7 
dy 

(Obsérvese <!Ue s olo se he.n intercambiado "):" con "y", con -

respecto a los e j eEplos ::>.nt P.riores ) ." 

· En est e c::\so, es nece2~rio c!eter~inar las r~ices ,:~~1 l.-::-. 

ei6ti sintética como se indica a continu?..c i6n: 

les: 

1 

Por lo t anto : 

Pero : 

Es decir: 

)y+7 

l 6 11 6 

o -1 . ,..s -6 

1 5 6 o 

( y+l HY+.2 )(y+ 3) 

}y+? . · n e 
= - + -+-

(y+l) (y+:2} (y+ 3} y+l Y+2 Y+3 

Para obt ener !, ~ y e, súmense las ·fracciones parcia--

3Y+7 A(y+2)(y+3) + D{y+l)(y+)} + C(y+l}(y+2) 

(y+l) (y+2) (y+3) 
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· Hasta aqui, se han seguido los mismos pasos ~ue ~~rh el 

ejemplo anterior,' a ~ontinu<'tción ee •tc:r~ otr:> .. alternati•J-: (' ") 

obtener ios coe:iciP.ntes A, ~ y C, dich~ alternativa no sic~ 

pre es posible ~e r ealizar. Igualando nuoeradores, <!Ue~a : 

.3Y+7 A(y+2)(y+ 3) ~ B(y+l)(y+)) + C(y+l}(y+~) 

. Se vé oue s i ''y" to;na los .valores ne l as T"'.ices, ze po
drán a nulRr ·los coeficientes, asi : 

Si y = -1 

3(-1) + 7 A(-1+2}(-1+3) + B(0) (-1+3) + C(0)(-1+!) 

A . = 2 . 

Si . y= ...:.2 · 

3(-2) + 7 . B(-1)(1) 

B = -1 

Si Y = - 3 . 

-2 = C(-2)(-1) 

e -1 

Por lo tanto : 

· · .3Y+7 . ~ 1 
[ ] 

3 . ? . dy = Y+21 - Yl+2. - yl+3 dy 
y +6Y "+lly+6 o 

que al r esolverse, dá: 

2 Ln(y+l)- Ln(y+2)·- Ln(y+} l 1
1 

Ln (y+l)2 1 1 O 
(y+2 )(y+ 3} o 

. 
~ \ . 
l ·:~ 

. ~t.~t; 
r'r; 
. ~ ,.; •.. 

:;:~/ : . 
.;-~ 1 

:~~. 

. ¡'¡:'"'' , . Jr. 



! . 

c~_so u 

4 1 
= Ln --- - Ln ---

3(4) 2(3) 

= ·Ln(l/3)- Ln(l/6) 

= Ln 2 

. 3i+7 
--=-3--2,-,.~-- dy . = 

y +6y"+lly;.6 
. 0.693 

Cuando .el denominador r:le la fr~.cci6n racior.al a in~~- -

gr;:¡r s~ de¡;;.com!lone en r~.ir.es rE·ales, !Jero P.1gunn 6 a1SU!:".S 

de ellas se re;Ji tim, · es decir: 

!J(x) . = (x-a.~ (r.-b)~ (x-e~ 
donde .( , ~ , ~ ;·'son enteros !>')Si ti vos. 

. )~ 
(x-1 

Enton~es, se expr·esa la frg,ccl6:t pro·,ia como la Sli:l:l d.e 

.o<.+~-+ t + •••. + l fracciones p?-.rciales, cor.to SI') indic.<>. a C'>l! 

tinuaci6n: 

ll(x) 

D{x) 

B~ 
+ -+ 

(x-b) 

A¿, B1 B2 + ... +- + --- + _ __:~-=-
x-a (x-b)~ (x-b)t-l 

+ •• 

. L t
2 + 1 + _ __.:.~ .... 

· (x-1)~ (x-1)~-l 

L;t 
+ •• +--

(x-1) 

donde los coeficientes se deteroinan seg6n se vi6 en el C?-so · 

I; tambi~n debe aclararse ~ue a1g•mos exncnentes '!lller1en ser
igual a la unidgd. 

E.n:m:to 
.Calcular la ordcn<;cla media de la t'unci6n 

f(x) = x2¡'x3+Jx-3x2-l entre ias ·rectas X=2 y . x=3· 
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r.ue 

f(c) 

SOLUCIO::: 

f(c) 
1 

b-a. 

Sirn;;1ificando: 

f(c) · = · ~.3 
. · 2 . . 

:.ntonces : 

::2 ex 
{:¡:-1 )3 

~ ~· lr ·?. 
f(x) 

:..: 
(~X 

X)+ 3:·:-3): ?. - 1 
··.·. 

:J. 3-~ 2 

en r1 onde : 

) 
. . 

A · ~ . G 

---, + ---~, + --
Cx-1)-· {7.-l) ·· (x-1) ) 

. . . A "E e 
--- + -:---::--:-? + -
(x-1 )3 (x-1) · :t-1 

A + B(x-1) + G (.:.-:-). )? 
(x-1)3 

I e u'3.1ando l os nu.-;¡eracores, se c•unp1e 'l. u e: 

A + 3(x-l) + C(x-1)~ · 

Por igua1f ad ne ~olinonios se tiene : 

e = 1 Il - 2C :: O => ]3 = 2 ; 

A-B+C =O :o)." . A=:3 -C 2 - 1 = 1 

Sustituyendo los va loren de A, B :re en (1), c¡ued~: 

(1) 

-- ~ 23 . . _x_2 -~ ? dx 
x-+)x-)x '--1 · ~

3[ ·1. · ~ .. 1) 
---~ + ----:> + • - ~=·:. 

2 ( x-1 )~ . (x:-l) ·- x-1 

•· 

! 

¡ 
. 1 

:· 
! 



' 

l 
i 
i 
¡ 

i. 
' ·¡ 

1 

. . . 

CASO III 

+ 1 2 ]' ~(x-1) 2 
---+ Ln (x-1) . 

( ;:-l) ~ 

l- l ? 2) (- ~- í 2 (4) - 2 + !.:1 

1 
- "U ·

oJ 
l + Ln( 2) - (~ ; ) 

11 · + Ln(2 ) 
8 

f(c) 2. 07 

+ Ln( l) l 

Cu~.ni: o el (J eno:nim:.d or s l3 !JU.e(] e ,-; csco:,!!J<mer e:J. f actores

del ti T)o -,:-: '2+(.:>::+r · con rr:~ ic e s ill3~;i::lr.rias, e:s f. ecir: 

n(x ) = 

Una. fr~cci6n propia con un cJ eno:nirm.dor ¿e este ti-po s-=

puede expresar como 1~ suma d~ k fxac ciones ~¿rciales , ~sto-

es: 

U(x) 

D(x ) 
+ + 

Oosér ves e ~ue en· caña sum~nn o del seeunño mi embro ser~ 

qui er en determinar d os constant es . 

EJ:Ef,!PLO 
2x+l 

Cuál es el -áree. entr e l a curva f (x } ; 

(x 2 +1 )(x-1) 

el ej e x,· y·l as r ectas X=2 Y X=3• 

SOLUCIOli: 

A dx 
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En este ejemplo, se . t i enen por·un lado , dos rai ces.ima

einarias en . el poli noci o · x2+1 y por el ot ro, una raiz real 

en (x-1 ) , . r.or ·l o que se es t á en l os . casos I y I II ," enton-

c es la f rP-cci6n propi á .se r epresenta ·coco: 

y 

. . . 

.. 

2X+l A:>::+1l e 

De donde : 

?.Úl ~\:x+"S e (Ax+B){x-1 ) . + C(x2+1) 

(x 2+1Hx- 1 ) 

}. 

- ?- + 
x·+l x- 1 

(x2 +1 ) (x- 1} 

Igu~lando l os polinomi os del numerador , se t i ene: 

2x+l 
2 . 2 

= Ax +Bx- Ax- B+CX _+C 
2 . . 

. x (A+C) + x'( - A+B) + ~C-B) 

- A + B = . . 2 . 

e - B = 1 

Res ol vi endo el si s t ema de ecuaciones, se t i ene : 

·A = - 3/ 2 ' B = 1/2 • e = 3/2 

=J: 
2:t+l 

~ : 
(-3/ 2)x+l/2 3/ 2 

(x2+l)(x- l ) 
dx 

x2+1 
+ -

x-1 

Se-¡nr9.ndo términos : 

. ..l X 1 dx ..l . :: + 
dx r r: ~ : - 2 ~dx + 2 . x2+1 2 

X +1 . x- 1 
. 2 

dx 

• 1 

'· 



1 

f 
1 

1 

Y fiMlmente resolvienño lns inteT-"o.le:; se obtiene:: · 

· [ ' ? 1 = - 4 Ln(x-+1) + 2 

Qbgervése que ~~ra ller,ar a la solución ant~rior, e~ n2 

cesaría !).11licar varios rni!todos, corno son los de sus ti tuc i6:1-

Y ·snsti tuci6n trigonom~tric~. 

A 

= t~n~ ) 

ant:; tan~) = 
') 

-u-. 

Por 1il tino, se puede dar el CR.so de ·Que al descQ•r,.,nne~·

el polinomio del denominador, a~recen factores ñel tip~ 
2 ' 

px +ql':+r ·~e!Jetidos y cuyas ra.ic es son m1meros co;nplej os, ·:>-

sea: 

D(x) = 

r.11ando esto sucede, la fr~.cci6n pro¡¡ia _correspondi ent;;

se puer.e ex~esar como: 

:T(x) 

D(x) 

+ 
L). X+:.:). 

• • • + _;.-,..,----
(P¡,X-+nL.:<:+rL) 

·so 

= 

Los sunt-tndos n•.1e a:pareccn en la expresión anterior son 

inte1;:r:~les ::1t.; s ~:i•E~les ele re=;olYcr, éo:;,o se ilu3tr:?. en ul -

siptiente: 

·"E:.TE:.éPLO 
(x-3) dx 

C~lcttl~r 

sotw~ro~: : 
L~ fr~cci6, r~cion~l ~opia es de los c~sos IV y I, ~or 

(:::--3) Ax+B Cz+D E 
? ? . + ~ + --- = 

(x··+X+l)- X +X+l X+l 

~ . ? ? 
(h+:S)(x+l) + (Cx+D)(x·+x+lH:r.+l). + 3(x·+:-:+l) · 

= 
(x2+x+l)2 ( x+l} 

A:x ':? +AX+'DY.+~+C:é +~CY.3+2Cx2 +CX+Tix3+2!ix2 +2Dx+D-Ex4 +2Ex\ )tx
2 
+2·.::,+Z . 

x-3 

ne: 

? 2 . 
(x-+X+l) (X+l) 

At;rupanr1o t~rr.linos: 

x4 (C+B)+x3('.C+D+23)+r.2 (A+2~+2J+JE)+x(~+3+C+2D+2¿)+ 

+('2+D+E) 

Igunlando los coeficientes de los polinomios, se obtie-

e + E = o 
2C + D + 2E = o 

A + 2C + 2D + )E = o 
A + B + e + 2:0 + n = 1 ! 

B + D + E = . -3 ! 

l 
1 
1-

1 

[ 

1 

'1 
··¡ 
·¡ 

; ·¡' •' 

·¡ 
1 

; i 
' 

·1 
1 

'1 
1 

~¡ 

. ' 



1 

1 

nesolviendo el sis·tel!ll:!. ñe ecuacion·es. por aloin m(:t<>,lo,

resul. ta.: 

Por lo tanto: 

A = 4 

ll 1 

e :::: 4· 

D O 

.E = -4 

A .c ontinueci6n los ~,,ltores racolver6n C>l.Ch un:>. d<:: l. •1 :.: -

inte¡::reles anteriores !!Ue apareci~ror!· e:1 el se1;un<lo m(&J. ~1;::-o. 

4x + 1 ~ !1 = 
( 1 2 1 ) . (:x:~) + 4 

1 u = X+-. 2 

X = 
1 u-2 

.dv = 2u du 

- ~-2dv Il = v2. 

2 d.""< 
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La l du 
? ? ':> 

( \l . +ll • ) 
se r ·,suelve por sus ti tuci6n tt-i : ~~ 

_noJ~~triC'•• y Sf< ñe;j "'· <> 1 <> lurmo su pl~nteaJ;~iento . 

••• I¡ = 

~-x dx 

X?.+X+l 

u = . :J.:+ 1 . 2 

X = U-~ 

= 
.. ~ 

= 2 Ln(u2+a2) - 2 ~ .' u~:e2 

k ~ . u::,, también se r esuelve ~or sustituci6n -

trigono:nbtrica 

. . !2 .. ~ . ~ tn((Y.~)2+ t) 2 ( X + 1/2 
- - anr; tan . r;¡; 
'. {374 . · . . ·v3i 4 

;-· . -·· :-) 

' ·--· ··----'" 
Pinalm_ente : 

t 3 = ·r ~· = -4 tn<x•l> l X+l 

~~-)- . . .· 
' ""-":" 

~·~· 

:1~: 
::~r} = • 

~· 
1• 



¡· 
¡· 

. . . I . 
· (x-3) nx 

~ 
. . 

' 

+ ( ang 
. . X+~ 
t<m ,¡¡·- ) 

. . 1 ') J.• 
1 2· · (X+?) -+.t 

<1--- - --) + 2 Ln ---""-~ 

. e __,,_<_x-_3..,...) _d_x _. 

) (x:? +X+l) 2 (:x+l) 

e_ ---::::2-' x_-3_)"";::"2 a:x __ J (x +xtl) (x+l} 

'· . 
4 2 f;/4 vJ74 · · . (x.i.l ~ '.? . · 

8 
+ (--e) 

3 , 3 

( -~ 1 ,2· 3 
'·+7> + 4 

+ 2 Ln 
(x+l ).2 

1+~:x · R 2x+l .( ) '., : 
X+). +:~: 

( 
1 2 ')- -¡=;<!.ng tan r. + 2Ln 

3 (x~)-+4 313 Y3 (x+l)., 

7+2x · 8 2x+l 
--;;--- - -- an.'!! tan --
3(x2+x+l) 3'[3 - Ó : 

· {x2+x+l) 2 

+ Ln 
· (x+l}4 + e 

Resumiendo, p~ra el caso de tener integrales con frac

·. eiones racionales, l .os !laSOS a se,~.lir so~: 

a).- Si 2s fra.cci6n Ír.l!ll'Or>ia, efectliese la diVi3i'6n ~ 

ra obtener un polinomio cociente nas una fracción propia. 

b),- De la fracción propia, f actorizar el polino~o 

del denominador -ce acuerdo con sus ~alces reales y/ o co~ple

jas. 

e).- Tl.escomponer la fracción en s•ls f:racciones J:l'lrcia

les del titlO de los casos I, II, III 6 1V. 
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a).-. Encontrar los va lores de. las constan-tes al i !;:¡:; -

l'l.r lo~ cocfic:i.r:n7.·,~3 '' e lo:> ;1:'lli:1C'~ti o a :1•)1 tt•;: i•.T ·' •~o::- ;~·-, l · 

fr:'\cci6n, y r ·: solv~r e l sist '"~;~ de ec '.I"Ciono:: lin•:~l -:::c . 

_e).- Integrar cnr11\ fracción pt>.rcial, a;¡lice>.ndo :;!,;,'¡ . 

¡¡,{ito<':o de in tc::;!"~1ci 6n !>···r !.)'l.rt r;:s o :>or cª: tbio <]·e '".f:.tx'i<?.::l.. !:l. 

es necesario • 

:A cm1ti~.u?.ci6n :l 'J ~:'.:'.ré el si::;·üe:1ttJ eje·.::;.lo, q•1e i ;_,, __ _ 

tr.a los !).~ r!OS . a s e&,'1.tir C1A::?.n l1 o '3t=; tian~ ~.tna int.e:.J't:!l c o:: · .' ;. ' -

cci6n r~cion:1l. 

. .EJ:Ei i:PLO ·,, 
\ ....;... .... ··- -.. .......... .. . .... ·· 

?.all~r le ord en<>.•h ~:ecia r: e 1~ fnnci6:1 

en el intervelo r~.4J. 

f(c) (1) 

Coa o 
X3+2x2 

visi6n, re~:ul tanda: 

es une fracci6n im?ropia, se h ace 1~ d! 

donde_, la fracci6n obtenida es pro~ia, entonces: 

f(o) ~ * ~: lx ) dx (2) 

Agru!)anrlo t~rminos: 

f(c) ~E d.x r: dx 1 l: 4x2-8 
= X + 2 ? lb: 

JC(X+2) 

-:¡.· 

f. r 

J . 1 

.! 

.1 
'1 

1 
r 

'1 

' ·; 
1 

1 

i 



1 ~ .. ;:~-3 >lf l' 1: f(c) : ex X C:.x - + 
(·.·-·~ :(-·+?) . 2 2 

. ~ -· 1 . -~· -

l!sta 6.1 ti:,¡!'\ re"!)etica. 

inte!:r::tl se nuecle de~conponer en: 

tf 4-x2-·'3 t ~:( . ... .S.... . "\ 
? dx -+ --+ 

{.x-o)-(x+'2) X~ X x+2 2 " 

Trebej~ndo s6lo con lns fr~cciones : 

A J e 
·- 2-.+- +
X. X X+~ 

.:..x-t2A+;>.:':2+2B:'.+C~,:?. 

x 2 (x+2) . 

x2(C+B) + x(A+2~) + 2~ 

x2 ( x+2) 

) ax 

· Ig•lalando los polinomios ilel numer~dor·, se tiene: 

Por lo tanto : 

4 = e + B 

O= A-t2!3 

-8 = 2A 

Resolviendo. el sistema, queda: 

A = -4 
B = 2 
e 2 

lJ: 4x2_g tC (- .L + z. + ~, ., dx = 
(x-O )- {x+2) x2 x x+2 ex 
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... ( 3) 

••• ( 4-} 

Reeresando a la expresión (3), y sustituyendo (4) ·en la 

mis~~ e:.:~r~si6n, t enc1renos :· 

f{c) 
-4 2 2 
(- + - + - ·- ) eh: 
X2 X X+2 

dx + 1 r4 
_2 )2 dx -

. .&."grupando: lr 1: ~ : t í' X dx 2 . dx dx · f(c) 
2 . dx - 2 ox + -x+ - ~ 

. 2 X . 
? 

que al int:t¡rarse, ae obtiene·: 

1
42. x2 2 

= - - x + - + Ln x + I.n(.u?.) 4 X 

. 2 

= 42 ' L ) .2 2 
( - - A + .:..:. + n4 + Lné - l - - 2 + ? + Ln~ + 1 ?)1.) ·4 . . 4 . 4 . -

6. 8 USO D3 TA.."qL.~s- m.: IN'I'EGRACIOU. 

Como hari ex-puesto los autores en· los pro'!>le!ms q•Je se -
han propuesto, existen algunos tipos de integral q•.:e aun(!lte

no s.on itÚneCiiatas, se usan frecuentemente, como es el ca~o -
de: 

~ du 1 u 
? ') = - ang tan- + e 

u-+e. · a a 

r + /u2 ·du 
( u ~ a2 . ) + = Ln e 

p-±:2 -

por lo ~ue a continuaci6n, se dará une tabla de"ias solucio

nes de l~s integrales aue se -usan más frecu en-tecente y que -

el l e.ctor poilr1 auxil13rse de ellr. para o_ue por com~r:,tc16n 

y haciendo el cambio de variable ad~cuado llegue -a . la solu-~ 
ci6n. 

~-



1 

\Ln u du 

} u eu 

~~ec u du 

~e~~ u du 

. } tqn u . ñu 

~ cot . u du 

~ ~en~u du 

\ cos~u du 

f tan
2
u du 

~ cot~u du . 

~ a u 

u:1+a~ . 

~ · du 

u2-a2 

f du 

a2-u2 

I du 

Va2_:u2 

TABLA DE I!•!TEG)=!ALES. 

u (r.nti - 1 l + e 

eu (u - J.) + e 

.tn(cscu - cotu) +C = · .Ln tE.>.nbí2) .+ e· 

Ir. J:O ec u + C 

= . Ln sen u + e 

. 1 
- u/ 2 - ¡sen2u ~e= 

u/ 2 1 
+ ¡sen~u • c.= 

= tan u - u + t~ 

cot u - u + 

1 . 
' tan~ a ane + e a 

l ~ = - Ln( + e 2a U+a 

..!.. Ln (~) " 2a a-u + ~ 

= ang sen ):; 
~ 

+ e 

1 (u - senu cosu) · + ·' 
2 

1 
2 (u + sen u e o su) + 1} 

" " ! 

e 

u2) a2 
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. ·r du' 
v ·./!.?t?. . 

·r d.il 
. ? ? . u/u--?t -

. r,n(u + ~) +. C . 

= 

_l. Ln 
a+ vu?..+e.2 

a 
,U 

l ln 
a+ vxY 

a u 

? 
1 w 2(u a --u- . + a·a!lg 

1 / 2. + · '> 
2 u y u - a '-

6, q IiiTEGTIALES I!.!P!!OPIAS, 

+ e 

+ e 

. u 
" s en :¡ + .., 

Hasta el momento se h.:>.n considerado ic¡iU:cih.mente· al,!;¿ 

~s restricciones ~1 tratar con inte5r~les rlefinioas del tipo 
. ll 
J~:t:( x. )d.x , como es, que los limites rl e inter::r:o-.ci6n s:;-~. n ~i 
nitos~ en este mo!r.E:nto nos ¡¡lant·::?_,ws l s. -pr~,;Lmta ;.~e ro ::-~ 

calcular •)1 área entre una función y_ el eje X, con lir:titcs - · 

infinitos? 

La respuesta a es~ ~ezunta se deduce del siguiente 

e.j er.rplo : · 

Calcular el ár~a.. entre b. ·c,¡rv'l 

xt desde o a co 

1 
f(x) =· --2 y el eje-

l+x 

·\ 

. .¡ 
·.i 

. . ~ 
1 i 

1 
1 
1 

1 
.1 
.:! 
.: 
i 
j 

···l 

•1 

. 11!' ( 



1 

1 . . 

sotr;crcn : 

. '=.1 

conveni ente efci:tU..':li; l;:.;. int~.:·ral ía~:-;t !'!. un lÍL!.ite finito iJ, .. 

d :;s~·~~6s ter.( cr !J !l. iñfini t o , ;.1or lo : !:t·~ a ~::~ conv•:H'liF.:ntf.:. ;.·_. ~ ~':':!' 

~b L;¡ 
!.! 

e~:,. CQ;'l lo 

~ 

= 

= 

A 

.. i'' I.i;a . ·• 

h-.co íl 

........ 
~ 
1.+X . 

Lira a.~[; t~.n 
b-ao 

.• ] 1: 
'· o 

Lii:~ (an:; t;o~n b), 
b-c:o 

(1 y 

---?-
· 1+:: . 

nito, mientras.que si se s'.l.stituye directamente a) en 1~ fun 

ci6n· ang tan, el r esultado sería indeterbliM.do. 

Se des vr ende de este ejempl o, que une. integral con lfr.,i 

tes infi~itos -puede tener un ·resulta ño finito, en cuyo ca so
se d_ice oue converge, .es to es : 

lira (b .f{x) dx 
b~c:o )a · = L 

• 
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.Para el caso en que · ese l{mi te no existe, se· dice · (1ue -

-11'!. int~:'!,rlÜ c1iver.se • 

·. fb 
L;:¡: inte_e:-r:ü definida ) a. f(x) dx · se ll<=:;~a ir.~pro ni .. , 

si la función f(:x) en alguno 6 algunos puntos del inter·ldo-. 

[ 0- , b] no es ~cot'ld<'l, o si ".lzu~., rle l0s lir:d.t"):¡ tiende ~ !ce . . 

El eje;;tplo anterior es el ñe limite su·;¡erior infin!tn,

t~ohi6n ce · !): t?.:1~ ···rr~ r.! -::1t~r. nl C!' SO Oc línitc i~r~rio!" ·:.' · ' ·i. · :~ 

to, ·el cual s e resuelve -de nn?.. manera anúlo¡;;a, see&n .r:: n :'i;lc_::;_ 

tra .en el .air,uicnte: 

.E.JE'i.PLO 

Calcular el árr.?.. entre l'l cur~m 

de -Q) hasta o • 

SOLUC:-:ON: 

1 
---- y el eje · x, 
l+x2· 

En forma análoga al ejemplo anterior, se obtiene : 

dx 
--2-

l+x . 

= J.ir.l (ang t~.no- anr; t a na ) 
a--= 
Lim (O - ang tan a) . . 
a--ce 

·- - a.ng tan (-~) 

= lt/2 • . 

Otro eas o ~ue se pue~e pres~nt~r con límites infinitos , 

es cual"-do los limites supgrior . e inferior est:5.n en + 00 :¡ 

-co respecti vamente • 



1 

1 

1 

1 
1 ,. 

l. 

El proceso !!e solución es análogo al que se ha vizto a.n 

teritJI::ne~te, y c o:no ~e tienen rlos limiten infinitos, r:~ ;-¡ ~-:..::. 
.sario se!)::lrar lR -integrnl en a o~ ir;te¡:¡rales, C3.í~n una ;:o~1 :.m 

li~ite in~inito y t ~~iAndo un1 ~e ~llqs el li~ite i n!crinr -

finito e ieH<l.l '=l.l limite superi.or de l a o.tr~, co:::o .se l'\Ues.:.

tra en el siguiente: 

. E.JE',{;PLO 

Calcul'l.r el 6.reo. limi t~da por la curva 

Y., ces.:! e -d:> !l~sta (fJ • 

1 
-::--:2 y el !:;i e
l+Y. 

(1) 

En este C'3.so, !)or t enerse rtos lími tP.s ·int"ini tos, ~~ ~"'\

p~rA la in~er,rnl (1) en 

) 

e dx 

= l+X<? .·+ 
dx 

l+X'2 

Dond.e: 

' 

) 

e dx 
--?-

l+x. -co 

= 

= 

"" 

-.co 

dx 
L:!.m . le 
a -...co 

3 
. l+x2 

Lia ang tan x 
a--ce 

Lim (ang t!lnc 
a--co 
ang tan e ang 

angtan e + ang 

1 a

c 

a.ng t ana} 

tan(-(()) 

tan(+ <e) 

f!.ne t-?..n e + ¡¡ /2 

( 2 ) . 
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Además· : 

e dx ): dx 

l+x2 - ! o:Í.r.l 
l+x2 b-co 

-= Lim ( ang tan X ] : 
- lo-oo 

·= !?.ne tan ao - liD& tan e 

i'i/2 - ang t t1.n e (4) 

Sustitn;r;.:ndo (3) y (4} en (~} , r;•leda : . 

-U /2 anE; ta.n e + Ü /2 + 

'ii /2 + Í1/2 

" 
Como &C pu~~e verificar, este resultado es l a suw~ de -

los resultados obtenidos im los dos ej er.rplos anteriores, e:'l

l os cuales se calculó respectivamente el área del lado ~ ere

cho y del lado izq\lierdo d el "eje X, véase l a figura mostrada 

a continuaci6n: y 

.. 
y 

i".:ientras QUB en este 6.1 timo ejemplo se esta.b:l buscando

too~ el ~re~, ~e ahí que el resultado fuer~ . l~. Slli~ de lo~ · 

dos primeros . 

1 · ·¡ 

1 

' 

. ¡ 

.. ! 
! 



SOLHCIO:J : 

Sin plifi~nei~ os r:riaoro : · 

f <•"J = t"',,t-,t dt 
cO 

~ 
. ( '2-s)t 

e . dt 

o 

a). Sus ti ta.Lws al l!mi t-; h:fi !Ü -:;,., !JOr " : 

= 

1 e(2.·-~)t 
2-s 

1 · (e ( ~-s )a _ e ( 2-o) O ) 
2-s 

1 (e(~-s)a _ l) 
2-s 

e). Tor::ando l{uite p-_,_ra a 

1 
T - ~- ( '!-s h _ ~- i .· .. .:~:: ~ ... 
a-ec 

1 = 
2-s a ... co 

en este caso tenemos dos posibilidades: 

I) • Si ( ~-s)) O entonces 

Lim e( 2-sh- Co y la integral es indetermina<:e·. 
e.- m 
II}. Si (2-s)< O 

··' 
~--" : • 1' 1 

67 

Lin · 
a__.. e::. 

1 
( .,_?\,, e . . ... 

·--.,_-... - ~--.- . - -- :r·~--- ·, .;.;..;,. .... 

Pe.rll. ello, el .6.nico c=?.so 'r~lírlo e!?: el t:e-urido, Po~~ ::·1:1 

!}Os QUerl.r.t. . t:nte 1:::1 · inier:!'~l !l~t1";1 lJ.~~t~ . t'!""~n!'!! .. ol'!'l.-':'1 (:~ <1e :r ... .-'1. · : : ~: 
e 2t es: 

1 

2-s 
(0-1) 1 

s-2 

...... _ 
s~n deza ':)erci hi:>t$ a lo'! e:~tui1 i !'.!'¿ test · es e u.-. n,~ o 1~ .. f.\t:.cj_ ~, · 

inte/!.I''ir no e¡¡tf, 'l.COt<\rl~ dentr.o r:e lo!:: l:Í~iitP.~ r;~ · inte,::r"·-
ci6n. 

c1x 
Integrar 

4.-x 

SOLUCIOll: 

Si int<Jgr?.nos directamente: 

·-L(4--x) J 
40.· 

-L(O) + 1(.0 

es tarnos e:-t un c;:~.so y9. cor.-.ent11ño inicialoente, en f:!Ue L(ü) ~-:> 

existe. r<o estando acotada la función ~n x=4, lo C!'-le i;··¡-

Q.UE: ha~er es investiear el 1{:aite cuando x tiend.e a 4 pot' 1·,:, 
ÍZQIÜerda , es to Se efect\1a inteJ;rando hasta Un. valor (en e;;-

. te caso 4-e), en. donde l a función si e_sté cP.finid.a y to::P.n

do después limites pera considerar el iñte~valo deseado, co-
1110 se muestra a continuac16n.: .. 

)

4-e 
Lim 

e-o+ o · 
dx 

4-x 
= Lim 

e..:.. o+ 

. ] 4--e 
FL(~~x) O 

= Li!n {-L(e) 
e-o+ -! .:- :? -·. ... ..?. ;· 

• . .... ... ............ - ',"1 -~~···--:·;;-··-. 7' . . .... . . - ~---....... ... 

- • .: .' ·: . { _ (_J 
-.. - 1 

~ _ ... ::_-:,:._ -l.. 
:.·.' :-?.·.: 1: { 

{. 



0:lserv'1mos que Lim .:.t(e) no existe; . por lo tS<nto, h in~ . 
~....,. 0 :~n tn:: ü >: ~:·r-?..1 no !JU•.:i:o r ·~~ l; :~ r. ~·~ rs~ J_ se <1ic{= c, :l~ rl~verge . 

>los c::~sos ~=" in<lit>"·~n fl'l hle invei> ti¡:,"! r !JOr m~c11o r~e lf:·· i -!;,,~ 

la exist')ncia r:c 1'3 inte,=;r:ü ir.t;'lrop1~ .• 

z.r;::FI.o 
1+1 ex · 

Calctlb.r 2 -1 Y. 

:~0 este c~.so f(O) no e3·tá (lerinidn.' ( r( }:) no est1. 

''<'. F:n (-1,1)), :' :r ,·· nr n:.•':~ !~ll -_·< .. o·:- in7: <'><e1io ,·,1 i 

lo t'!s tH<Cei.J;·,rio sP.?'r~r ':!il !i os in ": e:·:rr.>.les, ·es~o ·es : 

~ 
+1 ; . 

(;X 

~ 
-1 7. . 1

0 

--,-
-1 . X . 

+ ~
1 ox 

--~-

. o :r.· 

::':,COt"".-

e:-;t<\S c}I)S lnte;:r."l.lf)s se resuelvea t:n .ror"F.I ">nf.lo,::n. 'l.l ,~}. ';i:¡::> 

ej eaplo, es decir: 

~-e d~ + 

) -1 X 

dJo: . 

7 = 

. 1 ~-e 
- x -1 . + 

Lira. ( -1 . (=1) = e-o --= -1 

1 
- 1 -

1 
= o 1 +o 

= a:> - 2 cr> 

LiH ~l 
e-'*0 . . e 

Lini 
e-o · 

+ (- f) 

d.x 

7 

(- ~)J 
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6.10 APLICACIOHES _DE LA Itl'.rEGRAL. 

::U ·cálculo del ár.ea ·ha inquiet'?.•lo al !:O!";bre desrle l·> "'' 1 

tiglleded. 

!,os egipcios estudia.ron · l9.s ~re~s ;¡ vol6.menes oe ..,1__-,, __ 

nas -figuras sencillas, contanao ·con aleunas reglas p~ra el

cálculo : d·e l::!.s mismas. 

Estas rer,las fueron heredadas n los griegos, entre 103-

ctt:ües cl.esta·;)6 Ar:¡Uimedes (250 a.c.) el cu?..l em:ple::..ba el d~

tod o f1e ?.Cot:l.r lln ~ren.con un coninntc c e r~ct.~.11Qllos .1·,7 .:-

riores y con un con.illnto (t e rcctánt;ulot> t!:r.te!:'iores·. 

l}on el Cálculo Integral · desarrollado simul tánea.r:~et!t<:! 

por !feY(ton y Leibni tz, se simplificó erani! entente el célc•.llo

de áre?.s, conoci(las l¡¡s funciones : r.,ue l<ts ·limtt'!.n; e!'lt ·· ":::-:.:, 

nicA. se ha f..eneraliz::idO 'de t al :nodo, a otr~s rrtll~s, c~.:!J:.f: ·! :":

do el cálcnlo Integral, <!ue es conveqiente c1asifica::-lR:; !! 'i

la siguiente manera. 

:a). Aplicaci6n Geom~trica.-

~pleada princi pe.lmente para ~alcular ro:-eas de fiJ_¡;U.r!ls

planas y superficies de revolución, mome~tos rle inercia, vo
lfimenes, centroides, longitud. de curvas, así co~o propied~-~ 

<'es de l!:\s fi,";l.tr~.g e:eol!létricas; · 

b). ATll:ic~ci6n :ratcr.iát1ca .-

En este ~aso , la~ integrales se usan para demostrar al
gunos _teoremas, lemas e hipótesis. 

e}. Aplicaci6n Física.-

En e:;_te caso~ las intezr'3.les se usan para definir con-

ceptos .físicos, o tambi~n como herramiP.ntas p~ra determinar

expres¡ones f!later:t~ticas r¡•¡e repr~s enten conc P. ptos físicos e_: 

mo e3 e! caso del . impulso y 1'3. cantiead de movi miento, 1~ ve 
lodilad¡ la energía, el €"\Sto, el tr<~bajo · desarrollado, etc~ 

i 
1 
1 

' 

1 
' 

.1. 

.f 

·.: 



A continuación, se presentan alr;un<:ts o.plic<:~ciones C'~o='1 
trie as. 

S.lO.l ~~.lculo r.~ areas i!e fi~;ur'l¡; pl'l.r.as er. coordenadas C:'r·~;-~ 
sianas. 

f!omo y~ ~e ha. visto en el c.:>p:ítulo '5, el ?.rea entre 1~.

Curva cuya ecu~ci6n es y= f(x) y limit:1r.a por las r ect!ls
X=~:>, x=b y el eje J\., s~ puec'c c:<!lculnr co~:;o: 

f(x} d:~ (1) 

A en n.ue J .\ f(x) rx 

!t:n es t. e c ~~r:o, d; .e~ 1~ ciif'f!r·~¡;ci~l ~~ .e ,.lr~.:'!. d~l re:-!:-~ : · ·· 

lo cuy::-. ;ü tu.ra es f( x) :r su b;~.se <i::, co11o se o;··:"f:rV:=\ <:-:". ~-" 
figur;¡ 6. 5 

y 

~'I~URA 6.5 

y = f(x) 

¿ Rxistirá otra ~~anero. ,; e calc~<l~r el á rea? 

Ctra ;.: :mar:; ''e seleccion<..r d e!.>.:•:.t:nto <U, es l e zi .;:h c.J 
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o y 
FIGURA 6.6 

Y=C 

A 

tr~ 1~. curva :X ~'=C, 

d.onc e 

R~~~n-,1-.r-er (:::~os ~- cont!..:: taci6~~ 1~ :: ~iercicio CO!l !.O~ :.o. 

todos :;.nte:; •:oe:lcior,,..rl O!l , r.::~ci e~.:! o l. " :>.o::l;.r" ci6n •1 e f'tt·: =:~. 

todo :1 us ..... r e: el ,r.•le 1leve ~ inter:r:ücs n·~s si!it¡Jles <.;:) !"<:···

sol·•er. 

E-J :zt.; PLO 

C~lcul~r el ~rea entre l~s curvas y )y 

SOLUCIO?! ~ 

lU t!i ,.¿;r~wl. cor~espondiente al áre3. busceda se muestr~,

en la fieura 6.7 
y 

FIGURA 6.7 

0(0,0) 

•·.·· 



Hasta el mOtaentQ !le ha. analiz.ar: o cn,ao oi>tene.':' el '~r~" 

E:!'!tre 1~ r:-n~v·, . :r = :(:-·), '=:1 e~ '~ ¡; . ;:' 1 ~ z:: r·~~:t .. s , -

x==b . 6- ~ritre b . curv~ .x ·= c(y), el eje Y, y l '1S rr~ct->r~ ~~=t:. 

!)Or vari::-.s c~rvas. Fr.~.:...~c. c~lcultlrlo e>:ioten ·,¡a~ios cn.;:.iuou,

ln-: r. ·t~ ,.,-, ~·~z~•>'l•'::n<,n '\ co;. tinw·ci6:l: 

f.:!"ttre lo:~ ~er;~••J:<~lto~ de curva OA ·y A~: ~on el f.!jc X, Y ::: · ,.~ ···- ·r

le el .~re'l. ••ti~r·~ el :~~;-:::';er.tn r~t CU!'"'"· l'·: cor~ :;!1 . e,ie l., ,:~r,: • ·)-

y y 

+ 

X 

o 

= (1) 

Lo primero que se debe reeliz~, e:; hal.lar lo.s coord en2 

das de los puntos A y~ . lo cual se obtiene al calcul'lr l , . -

intersección de ).as curvas 
') 

y-=9x con Y=3, y 3Y=X 2 con-

Y=3, llegandose al siguiente. resultado: 

70 · 

~asándonos en la interpret~ci6b creom~trica de la inte--

~~1 cefi?iñ2• coT.n. .el ~re~ entre un~ curva 

e je X, se tiene q~te : 

· A = )> f<x) dx 

y=f(x) :_r ~! 

Obsé_rvese que p2ra este Ct<so, la función con · ln· ~·1e s~-

. cnlcul~ el ,~:r-.:?. 1..
1 

.se rme.-:e escribir como : .Y =..{9;.;. 2'"!"~
el cálculo .·ñel áre2. A

2
, la funci6n .es Y=3 ¡ y . para el '' c?.l -

área A)' es · y= (l/3}x2, o sea que so de~en hacer ex~l!ci
tP.s '!l:lr~ "~r·•, ·to'',. s l~s f!l~cio!le:;;, ::>.sí s r? ti e:-: e nue: 

efectuanno l~s integrales, recult~: · 

3x3/2 110 = 
3/2 

A = 3x] 3 = 6; . A. = !. :x3J 3 = 
2 1 .. 3 3 · 3 o . 

sustitUyen(~o Al'A 2 y 11.3 en (1), qut'!dn: 

5 u 2 . que es el área buscada . 

Set;Undo !:!~todo. 

Ahora· considera.nos las áreas .com!'rendidas en.tre l ".S CU!:_ 

vas dadas ·por los seementos AO, A3 ·y OB y el eje Y, de le. !"1 

gura 6. 

Podemos obtener el p~ea buscada, calculando la que está 

entre la curva dada por 3~r=x2 , el eje .Y1 y · l as rectas Y=l,

y=O ( e .1e X) 1 a c.ontinuaci6n se le resta a este valor el ?..rea 
? 

coaprendida entre la curvg Y~=9x, el eje Y, y las rect~s 

Y=l 1 y:O, como se ~ues~a con los sieuientes diao~amas : 

·1 
' 

; .. 

1 

1· 

·l 
1 

1 
T 

··¡ 

1 · ¡ 

·.1 
1 

1 

1· 

.':·¡· 

.·.· 

· .. l 



Y . 

X 

r:s decir: 

·.y 

. o 
.,. ... .... 

. A . ... -· ------7.--. ,, 
. 1 1 

1 1 
1 1 

1 1 
/ 1 

/ ·1 
·, ,." . 1 

... '. 

(2) 

· Uasé.n~ ~nos en 1ft interpre -!:act6n Gt::Ot.~étric ~ de 18. ir1 tc--

gral d efinida cooo el ~rea éntre una curva · y:f(x) . y el ~.;e 

Y, se tiene: · 

A r. de J . g(y) dy 

Obs~rvese que ln función con la que se calcula el 

· A
1 

s e puede repres e.ntar como: 

X 5 = . (3y)l/2 =. E1 (y) 

Para el caso ~el· área A
2

, la función es: 

1 2 .. 
X = .. ~y = g2(y) 

(J) 

, . 
are::.-

en este caso, las ·funciones se hacen expl:Íci t as para ">: 11
·, . . 

sustitúyendo esto t1ltimo en (2) 1 queda: 

. r.3o . J . (3y)l/2 ~y ' 
. )3 

A2 = 
. .. . o 

.. 

1 ·l dy 
9 

. 71 · 

Resobrienqo la¡¡ inte¡;rales; re:~ul te.: 

, '? ' /'l . . ] 3 . -3-' - y·'• ·-

.3/2 . o 

Por lo t ant o, el área buscad~ es : 

.. :1 
6 - 1 . = .5 u -

. : . 
·· ' ~·-

Yon lí~itcs ~e irtR ·r~ci6n, U3Dn~~ l~s ~ropied~~~s ttsl·~~ .

se (<Y.'prel:8. el {, t· Ci~ A ... co:.1o: 
• 1 

J
3 .. 

AT .- [ (3y )l/2 -
o . 

(:,} 

La C.if er enci~l rl e b-ea indi cada 11or ( 4), '1ueda cor:10 ·o e

nuestra- en 1~ fi~tra r. . 8 
y 

h ....:.r..,...,:r-:,.--,r--"7'i . +.: ... + y 
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1· ¡.· . 

f' ( ,. ) - •• ( ,. ) r1,¡-
~2· ·· '-1 :¡ 

. A = dy . 

éi~ el valor !lel :~rP.~ lir~itAd:>. ?Or l:>. s ~ur•r<> s de ecu?..cH>:: 

~l (y) y ~2(y} entre hs 'rcct::ts y=_c; . yo:d, 

~ 
,_ 
~! 

a 
. ( •; - •r ~ { .. . 

V 2 ,; 1' ... ·, A 

f~ el v".lvr .-: •:1 .~r;:r: li: .i t~rh :·nl' l···e · c •.tr't'l l': f 2(:x) ;:; ; 1 \::.

entre l ::rn rr:~t~s ;~=9. y ;7:b. 

Calculer el 

l as curvas y = x 

SOLUGIOlT: 

b-e?. a~ciuracl'a en 
2 

y Y'=Y. 

1!>. fi¡;;ura 6. 

c::n 1:;!. t'iQtra 6.g t'lr.tM.!,n ::e in,-:ic!'.n los pun~;os; de i:~t <:;r, 

sección er.tre l r.s ·curvas, los cu:!les son (0,0) y (1 ,1) :·· ~ ¡¡

obtuvieron re'solvicn,Jo el s istc!lla de cc•lttciones: 

y= X= f 1 (:r.) 

2 y = X = f 2(:x) 

FIGURA 6.9 

y 
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Para resolver este ':)roblemg, se usará aleuno de los rn ~t_Q, . 

<1 o :o ez puc ~;t o!: <m el ·e:::j ~q>lo :u1 t~rior. 

A = rb f(x) eh 
j n 

donde ;). o b = . 1 

s'usti tuyendo (:~) en .( l) : 

2 3 

= l..: l 
2 3 

= l 
6 

·Dett;r~ainar el érea interiz:· de le. elipse 

FIGURA 6.10 

c·n 

.x2 y2 
- +- = 1 
9 4 
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l. 

l 

j 
¡ 
i 
1 
l ¡. 
¡ 



como el área es sirnHrica respecto a los · ejes x· e Y, :>:;:. . 

~~~n . se r.me:;tra en la fi¡:ura 6.10 se c~lcül:lr:5 solo 1 ~. ~•t.':!" '~·' 

-parte. 

como y~ se ha ilicho
1 

el 6.rea está oañ?. por l::t ex':ll"csifll:: 

• ): f(x) óx 
(1) 

-para e s te caso !(x) se obtiene .el despejar ''Y" de b . ecur;-.

ci6n C.e l a ~lipse, es ñecir: 

y = f(x) 
? ? 1./2 

.:::. (<l-x ·) 3 .- . 

Sustitlt;rcnclo (~) en .(l), queda: 

A < . . -
3 

( 
?)1/2 9-x- dx . 

Con el uso de las tablas dadas en el inciso 6.7, se 

de resolver le integral anterior, pues la 

. 2 1/2 
(9-:x ) dx 

es semej?.~te a la 

A = ~[ x(9-x2J
112 

+ 9ane ,.n(x/31 1: 
A 3 [ ~ 1\1 = 3 Í\ u 2. 

(?.) 
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l~s nurva.s ñ~. ecs. y sen~, 

e x::(5/4)Í\. 

. o 

FIGURA 6.11 

SOLUC!OH: 

Para la obtención de los puntos de inters ección, r c~u~l 
vase prinero el sistsna 

y senx 

y cosx 

de donde se obtienen los -puntos A.{ÍI/4,..[i,;2), "3( Íl/4 +íi;-/?/ 2) 

Una maner2. de encontrar el área, es em:::leando la expre- . 

si6n: 

= dv • . . y dA. . :: g{y) dy ~e( y) 

siñ embargo, en este caso dA tendr!a:que s er definida en for. 

ma. dis.tinta en vg.rios :puntos e el áre<:~ pués no se puede :ol'!r.-

•· 

·¡· ... .. ,, .. 
~~ 
i 



1 ¡. 

1 

1 

1 

1 

1 

,. 

1 

1 
1 

, . ( ··) -'-2 .! -

:re.[-1,1]. 

Por lo t anto rE!sUl t'!. W~S cimveniente selecc:j.on_<ir b . ::¡i

guiente expresi6n: 

Ar =. ~-f(x)_ óx en 11ue · dA = f( x ) .dx 

en ~ste · caso sa •' eben consi•• cr9.r dos f)ifel'enci<>.les d r; ~l'e "'. ,-

· dA = (cosx seil:<) dx 

y 1:>. otra tiene 1'3. :i'orma: 

dA = (scnx- C03Y-) dx 

Por lo tanto: r ii¡.;. 
j .O 

( cosx-senx )C.x + ~
5U/4 . 
_ ( senx-cosx).~x 
11/4- . ..... 

Resolviendo las integr~les, se obtiene: 

] 

Ü/4 
cos:x . . o senx + + 

. ] 5"i/4 
(-cosx - senx) -

11'• . 1 't . 
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E:.enO .. cosO .. cos5ii/4 - uc:t5Ü/:l + 

. . . 

+ cosii/4 + senu/4 

.[2 {2 
= -+-- o - 1 -(- {2) :-(~ .n} {2 12 

+--+--
2 2 2 2 2 2 

=·12 (1 :;1 + 1 + 1 + 1 + 1)- 1 · 
2 

AT = 312- 1 = 3.23 unidades cuadradas 

'o . 

6 .10. 2 AnEA DE SUP:::.~nCIES PIA!:A.S Slf COOir::r;;:;~ATlAS POI.A.RES. 

Consid~rese el problena i;e C<ilcuiru- . el :tre:1. c~ e tt~{' 
limU~ch !lOr nna curv':l, ct~:'"- r:!<:'l"!t::i.Sn e"l C()()l'il•:m"!1:>.s pnJ~:-.~.~ "~ 

r = f(~) (donrie · f(G) es inte~:Jbl~ en ~~[oe,~} y 111~ rt::-::"t·; ~~ 
· (l~te P?..S?..n '!Jt'll' . el polo cu~'a.:> ecuR.ci.O~<;!S .;on ~ ·=o( ¡ .g = ~ . c o

mo se 'indica en la fieura 6.12 

........ 
Haciendo en el arco AB n divisiones de tal r.ta.nera. <;'!le ~e-

definan los puntos A=A 0 ,A1~A 2,A3 , ••• ,An=3 los r~dios 

vectores OA y OAl' OA1 y OA2 , ••• ,orn-l y OAn for:~.:o.n los-

.ánguloe ACAl' A1oA2 , • • An_1 oAn llameños A~1 , A."-~, 
• A~n· 

Si los Ai~ son muy peque:ios, entonces los triángo..xlon 

A
1

_1 OA1 (donde i=l, 2,. •• ,n) ¡nieden ser considerados cj):~o o e -

base r . &i-9 y de altura r cuya área es Ú/2)r2!.&. 
. . l 

ne esta :ne.nera, un valor aproximado del área se obtie;:e 
con la suma 

A 
• 2 . 
'2Tl AEt1 + 

1 2 2 r2 Ae-2 ·+ + 1 2 Á ~ rn Gn 

.. 1 

1 
.¡ 

t 
·j ., 
1 
1 

.':1 

.¡. 

.¡ 

l ·t . . , ... 



!. 
1 

1· 
l 
l 

. . . .A = 
n 

:2: 
i::l 

:~1 error ~ue se ohtiene en 'ezt?. suna, ticnrl ~ 1. cero :: ~·:-:: ..... ~!

menores sean los .áneulos f!.e considerados, con lo cual el !::\:~e 
ro de trl6.ngulos tieni! e a infinito, y el árcs. se vu~lve e ,. ( ':' rJ" 

buscada, nor lo tanto: 
n 

2 
i=l 

;: 

.Obsérvese c:ue dA 

1 2 A" ? ri , .. 
- ·l. 

- l r2d~ 
2 

1 (rd&) -;:: 2r 

= ~ (ba:oe) (altura) 

fl. continuaci 6n se h~rán aleunos ej er~'¡llos ~e a !llicaci6n: 

Encontrar el ~rea encerrada ~or la cardioide r =a(l+CCc&) 

cuy~ gr~fica es: 

a(l + cos4) 

'eja polar 
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SOLUCIO!I: 

11. f!r~~. -::s t~. r1 ~Ji _$\ por: 

A = r · d~ !.? J&2 ? 

- ~ 

donde Gé (o,2iiJ, , · r- a.(l-tc os~), por lo tanto: 

~
2ií 

;.,. = ~ .. [a(l+<:.os~)] 2 
d-9 

J. - o 

Resolvie:::do es t tJ. inte~;r:>.l , s e ohti ene : 

. . . 

? a -

Encontrar el ' ~rea encerrr.Cla por un lazo de la le::mi s~ :?.ta 

de ecuaci6n r 2 = a 2cos2G cuya er~fica est~ dada en l a fi

·gura 6. 

" 
~ •; . 
¡,. i 
1 . 



. ·. 

SOLUCION: 

en oue: 

Como 

. . . 

~ '" 1 
2 2 

s en2~ .1 ~c/4 

,. ·~ 

..... -. - ··· ,,w ...... . ............... ~·· •• _ 8,,, ... ,:::.;•/~ 1 
!''·6.10.3 LONGITU!> DE A:!CO. \ 
""---·-··!'al,_ __ ' •, ------·"··-·.--... .__.....,._ .1 

1 
2 

1 ? 
¡ 'l. 

a). En coordena~as cartesia nas • . 

'!.
2 cos2~ 

"Sn él curso de Cálculo !life;rencial se ñeter~in6 o}.le. b . -

diferencial de arco ( d s) es M . . c:l l'!.d?.. ~or : 

¡. ') ., 
ds = ( dx ) · _+_( é! y) · . (1) 

y de la expresi6n (1), s e obtienen las expresiones : 

[l dx 211/ 2 {2) 
d s = + (-) dy . 

dy . . 

[ 1 + {!!¡)2 ] 
1/2 

y ds = dx (3) 
dx 
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Geom~tric~~ente ds represent~ l a hipotenus~ del tri~n~J
lo cuyos c~tetos son dx y dy , como s e muestra en la fíe. ~ .1~ 

eh: 

Por l o t~nto, l;t _lon~itud "e" de tlrt Rroo O e Cltr'"ra. ~~q·;~·r· ~
. lo~ 'Pun·t os rl e lr.~. r:risf!l.~, e!J l.:-!. sum'l ll e·n~."cl~. <>.1 lbi t e de l··.s -

rli fer. ~~ "'. =~.if' le-s 

f' r [1 
S = r3s ~~ : + (~'2 1 cb: e: X 1 

•). 

. O t r-Ml;i én : 

~ 7.? ~·, · [ 1 + (_~)?. ] .. f~ ~-
S = rls 

yl :-:1 . -

(:al cul:>.r 1~ lon!'i tu~ t~ e •J.n cabl e s u j e t o -r,or dos !JC.!:t·;s ~ 
CU:ía ccu~ción es y = ~ (ex +e- x ) desil. e· el punto en que Y.'-'G 

hP-st r.. aua x=l· 

SOLUCIO~~: 

S 

Por l o t..;nt o : 

(~,2. 1 ( 2x ?_e-xe-x + e-2.'C) 
dx 1 . = i e -

· sim~lificando y su:::ando la u~idaq ·se tiene : . 

J 

. j 

! 

. ¡ 
.1 

·l 
! 

·1. 
.. ! r 

.l 

j 
-~ 

.l 



1 • 

? 

1 + <%i,.. 

·sustitu:ter.co (2} en (1), queda : · 

S ;:: 
r l j t { é + . e-x} 

2 
. dx Jo . '• 

Sir~p~ ifi:lando. se lle;:<;:;~ a: 

. . ~1 1 t ): + e-;r,} = - \ t; o 2 

l ( . -1) . 
2 e - e 

s = 1.1.7 unid'l.cle·s de longitud 

b). Er. coorden~clas 'pobres. 

En el inciso a} se vi6 (lUe: 

ds :: ./<ax)2
. + (dy)2 

(1-1)] 

cooril e M. das polc-.res a cartesianas, se ti en<! q ;1e: · 

x . r cosG 

y = r sen~ 

niferenciando (2) y (3), se obtiene: 

dx - - r senG d~ + cos~ dr 

dy = r co$9 d~ + · s~nQ dr 

Elevando cada uno al. cuadrado: 

( ' \ 
. .L 1 

(2} 

(3) 

77 

(dx) 2 

(cy)2 

CO:..t10 sen?.~+ cos~.f) 

? 
+ Uy)'· = 

. Sustit'.t~'encl o ( 6) en (1) : 

0.3 :; 

ds 

cls · 

·¡ ' ? .,. . ( e' .-' '· ... • ..irj , + 

/r'2 
. ? 

+ (<'!r/d4) • 

Vr2 ? 
U~/O.r)- + 

1 

d4 

1 dr 

(' ' \ ;- .· 

'~' \ • • 1 

( .·' . 
." 1 

(7) 

A. conti!1U!lci6n se mrán nl;~unos eiern~1os ne R'!J1ic'l.cíS:t : 

:Determinar el perime~o d.e 1~ ca.rdioid·e de ecuaci 6n: 

r = 1 + cos-G 

cuya represent~ci6n gráfica ee: 

;'¡ 



SOLUCIO:l: 

S r~?. j r" + 

J {}1 

o 

sen~ dr 
~ 

, ., 
( c.::-) . '~ 
~ .• ( 1'"1 

( ? ' •. f 

. ( 3) 

sustituyendo (3) y (l) en: (?.) y a-pro':ecbnclo 1~ sil:l~1;l'f.?. 

ñ e la :fi::;ur8., solo se CE':lcttlar'á la mi tac e e -1~ lon:;i tur~ 1 o:; -:-

rlecir: 

Pero 

S 

= 

= 

(1 + cosoS-) e!~ 

? ~ 
1 + cos-9 = 2 cos - 2 

2 ~ : · /2(2cos~ ~ d~ 

cl.;:l 

de donde: 

8 (1 - O) 

8 unil!odes de loneitud. 

e) • . Por liltir.io se · c alculará 13 longitud de arco C:.t<Ln.'lo

las ecuaciones de la curva están expresadas en forma parac.6-

trica, cono se describe a continuación: 

Si ahora '':.:" y "Y" están expresados en forma paramétric~ 

como: 
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X = :x(t) 

'1 y(t) 

clifcrenciando (1) y (2), 3~ tiene: 

(h; .. :x'(t)_ dt 

dy = y'(t) dt 

elevando al c"u3.qr~do (3)"j' (4), · y sunmn•1o . q_:leda: 

(dx) 2 + (dy)2 = x'(t) 2 (~t)~ +.i'(t}2(dt}2 

.·: 
{1) 

.( ~) 

( 3) 

(!¡.) 

(clx)2 + (c:'y)2 . - ~ [ x' (t)2 +. Y' (.t)2] ( c~t)2 (r::) 

snst itu:rendo (6) en ds = /(dz) 2 + ( r.1y) 2, q•teda: · 

ds = j[<x'(t))2 + (y'(t)) 'J · (ilt)2 

simplificando : 

ds }x• (t) 2 y•(tJ ?. dt = + 

. . . 5 ~ ds = f" . tlJ[x'{t)f + (y'(t>f .. dt 

A continueci6n se har~ el sié;1liente: 

.Determinar la longitud de un arco de la cicloide cu;r!! · -

ecuaci 6n es : 

en _él inte.rve.lo · .g€ [o,~ii] 

SOLUCIO!l: 

(l) 

( 2) 

i 
1 
1 

1 ., 
1 
'• 

i . 
i 

1 
¡ 

¡ 

1 

i' 



1 

! 
1 
! 

Tlerivando con respecto al P?.rámetro ~ (1) y (2) ;¡ ele-..:~.:!_ 

do al cul?-t1 r:a~ o, clll~•'a: 

[x•(t)]:? (<1:-:_ )~ 
., 

~" 
::; iiG .. .(1 - cos~) - = 1 - . 2cos~ ... cos ~ ( 2 ) . 

[~'(t)] ~ (~)2 (senG) 2 . 2 · u,> = d4} s en G 

Sustituyendo (J) y (4) en: 

f' S = 
t,_ 

j'" /1 S 
o 

do& 

. d urplificando: 

cos~) d~ 

usando la identidad 1 - cos-9 2 2G = sen 2 r- . 211 

~ /2 (2 
? ~ 

d-<:) 8 = sen·~) 

simplificando : 

1:1¡ 2 4 
d~ - 4 

~ 1: u = sen2 e os 2 

4[(-~)-1] 
8 unidades de longitud. 

-~· ;.·· 
• 1 

.· ~·' 
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lt¡c i6'l, ll" llnr1os shli~"e •' ,:¡ revol·tci,6'1 : · ·~l .~Q ·~~1o :·:? t.'·= ·' ti.<:~ 

(ll.le !H l er~!!>la:t -p·· r o.- c~.lc<tlc-rlo e~ O o•"ti :~!-\e o: ul ,:¡~¡uumt :e ':·. ~ .'. :~-- -

·s. i s . 

D 
-() 

•• "t,} ~-:.:~~ i\ i • •<t! ;.-. ~ 
i~ ... ....... ·¡ "í 

"<!(1>,0,0) 

, · 

!'IGUR.-1. 6.14 
, .. 

Sec>. V, el voJ..ú::ten del s6lido enE:er.cr?.d o :2acie:t~o &:ir>!r el

áre'l pl:!.n~ J.3C!l, qna se ouestr?. ;::n la fi::;ure 5 •14 ?..lre{. er~ol· r:e
uno rl. ~ los ejes coor~ (;narlos, :-or ej eu~lo el . eje X. 

· La ec=:Mi6n c:le le. curva rylana GJJ es cd tipo -¡ 

f(x,:') =: O • .. 
;t' ( :d 6-

Para calcub.r -el voloinen ~:< t;'orl!la :o>.::rro:ü:.\:;>.da, ·divícl?.Si! b
te en n ras-cos cuyos centros esM.n en el eje ti e revoluci .S:'l :: .ie 

.· 
. ~ 

··r i · 
·. ""< . 

} 
,f. 



1 
' i 
1 •) . 
1 •• , 

·¡··· _. .¡; .. 
1 "'~ 
1· :: . 
i .. ~ 

.. f. 
·.:t"·. 
;~ 
, .J. 

lj'·· .. ~ 
•• .. ¡, 
. 'f:: 

1.
:_·_ ;! 

! ~: ~ ~ 

~· . 
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z 

y 

X 

?!GURA 6.15 

L'l !\~.terio-r t.~ <:;1Ji~n c¡f\ '(U~i: e l ·1rr· -:- si t ~n·': ~·o t! el :'-: ':'. :·: .:._ 

· n::~. ,\~::::n se :orcm:-.n. r ilctin::;ulos ele ba se A~:.: y s~ hacen ¿;il'<:>.r <'!i J.. 

chos rect{n~tlos - respecto al eje de revoluci6n. 

En otras 1Jalabras, s ~ h:~ considerado una '!_l3rtici6n r\el in

tervalo _r:~. ;o}, t:ü que : 

o X o 

•r A V 
•1 Ui .. 

FIGURA 6.16 

e 

X 

Si ahora. Sf) eira dicho rectánt;ulo eo..l;rededor del eje j;, sa 

<:\enera un vol.fu1en ~ 1Y cu:ro V<dor es: 

TI "~ A . ·r 
J . U:~." 

31 vol6.ri\en total, en forr.1a apro>:ima<la es: 

n 
~ ~-'1 
i=l J. 

_!l. - 2 z_ · .IIY~-x 
i=l J. 

llánese norma A .ü dayor ll.
1
x. Si s~ C:es e::t c=.lcalar e':'l f .·,r: ;1. 

exacta •ü volúmen se f;ene.r~ q:¡e r e:;-,liz".r e1 :1aso ?.1 li:,!i t'"• . <:G 

decir: · 
'l T . 

lirn . 
>--o 
n-eo 

n ·z 
i=l 

IÁi't,t ';: 
n 

U~:t z: -_H /A i =< 
·).. -~ i=l 
n ;-O 

l 
1 
i 

l 

l , , . 
' 

.i 



it 

Si el eje !'!~ :revoluci6n es ~hor~ nn" re(:t!'i ~Tnlcl~ ~ - 1-

·:'J:l') :.'\ ':! 1 o:: e:j Ci> conrr: em~·l o e, ,':Jr e j c·1:.~1o ~: :!. eje 1:, c.,;.:o ._· ~ 

•lUP.st.ro.. en b. fi:>•r~. (.. 113 

y 

'FIGURA 6.18 

z 

Y = f(x) 

z = zo 

~ 
Bj e de r~'.r0J.11t:iG~1 

Y. = Yo 
z = .zo 

X 

~tonc~s el vol1~;~ c11 liinit:·•!'lo por la s~t-:~rficie r.e re7ol,:

. ci!>:o ;¡ lor; ~lr-:nos :;.:=a e x=b, est6. fle.,:~a :1or 1;:>... e:·:l1rcsi6n: 

V = i: U 
. . . 2 

( f (x)- Y
0

] dT. 

Se aeja al lector la dP.~ucci6n de l~ ex~~si6n anterior. 

ne forma análoza son l as expresiones ~~ra obtener volóne- · 

nes de s6lioon de revoluci6n con otros ejes de.revolu~iSn ~~r~ 
lelos a los coordenados. 

~8 

~ue, i!e ~cucr~o ~on l"\ ~1~7""~'1~C~ ... ~~'f\ ·~'= f'~~ci~~n int.-::::!"~J:l·"! 

,. 
= "): ' 'T 

y·- Gx 

y 

~ 

J-------:------- "-

z 

Si ~! s-j~ !: ,:: ravol!¡ci-5n ·es el ej e Y, co:,o s:e ::r..les~::· ?. · !:~ -

la fir:;ura 6. 17. 

Entonces el vol'6.nen lioi t9.·:IO !lO!' 1';! Sil!)~rficie ne r;¡·.·o1.~t-

ci6n se c<?.lC'Ila con l;l d,:uit;:rte e:X!Jl'esi6n: 

V = r 'ü e· .. ):~ dy 



A.si~is~to .~·~ist~n :'"·~1.i(1tJ3 CO!"l ej~s ~~ ... ~ r~~'t .. "ol'tr:-j_6n ~·n~ ... :a ··~.~· · 

P."r~T~los :! .nin::ún ei e coo:!'<1 en':l-!1 o, !lin ecih:>.r::;:o sn a!'l~.lici!', ··{\- · 

es consi~1era!lo e!l e!;te texto, !Jero lo t':>.t:>.ño ;.~. st~~ ~.hor.~ (!!1 . 

\\!\~ buer..'l b~se V.'.T?. "!l~liz~r t"lC!l Co>.S05, 

A con tinu .... ci6n se •rcr:in al:::unos ej émplos. 

"&TTFLO 

Oh tener el Yo1•~;'!en 'lir'li t.ado l)or 1" f.lltne:rfici~: 

y :: 

y los '[)l<;mos y = o e · ·y= h. 

· S0Lli!')!0:{ : 

:io.cit:mdo z = o se obtiene lo. ecuacl.6n: 

y 

cuya curv?. represen:ta la traza en el pl~.no XY, one es conside

rada co!l!o 1~. curve eener:e.dora de la su!)erficie .co:1 eje de rev~ 

luci6n el eje Y, 

Por lo tanto, ht. expresi6n _?~r"'- ce.lcul;:¡r el vol6me:1 e;:; : 

Cono: 

y :: x'-

Entonces: 

. V rho j 11 y dy 
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y 

.:... h2 
1\ -- • unidn.ces ct11Jict'I.S 

2 

y 

X 

z 

FIGURA 6.19 

Calcular el vol•ben en¡:;<mdr'l.do al (rirar 1~ circunf<Jrencia: 

? ? 
(x-a)- + (y-a}- z = o 

alre~edor de un eje paralelo el X a una C.ista¡tcia "a", con t eni 

do en el .Plano XY :r q•1e !Jé>.sa por su centro . 

.1· 
.! 

r. 
1 

f , i 

1 
l 
1 
1 

.! 

1 

i 
1 
i. 
¡ 
! 
., 
·l 
l 

' l 
i 



SOLUCI OrT : 

3. ' 

y 

l. --------

1 
1 .. 1 
1 
1 

. 1 
1 
1 
1 

a 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
¡a-r 

o 
a 

)2 r2 -
? 

( f(:o::) - a (:x-a)-

= 
ra+r ii (r2 - (x-a. )~ ) cix 

J 9.-r 
2 :-;:3 . 1i (r x - T + 

a-r = 

C9.-r)3 
--+ 

3 

Sinrplifican.do, se llega a ·: 

V unidades c6.bica.s . 

83 

a+l' 

-:=:n nucho; r,ro"hl a;;¡:o~ e P. 1:->. i::::c·~i cri"·• se ro~ui c;:-~ 

.nnr el p..re~ r1e un:>. su;.erficie ~e rr,volncifm: · el. r,ocleln . 
. . , .......... . -

~·oñeiii~e~~ ln su.!•~!~:"icj.e cn··~ntlrq~rt ::'1 ho)c er fi'!'"7!!'" ~) . 

e o CD e: e l :l. cnr vfl. t>l?.n e.
1 

cuy:>. eC'.lt>.ción e~ del · ti -¡10 . :1 = f( ::) 6 -

f(x,y) _ O alre&edor del eje A• 

z 

l?arR. CP..lcub.rlP. en for1n!\ aproxitasda , s~ <J.iviae el ·vol(t .·a:t

en n ·conos trunce.cos de altura. · b,x, , .e t?..l forml'. QUe e,_,· ~. ::·,,o -

de ellos toca la superfici,e en r1 os puntos coc.10 indica li?. fi.::m':?. 

. 6.20 

Consíd fu- ese a l a _:part1ci6n d~l inter valo [<~ , b l• t-ü f.' U e : 

= a < x1 < x2 < ••• .<X . = 
. . n b 

í~, · 



1 

l·: ter~l 

cono ~s: 

c1onde ~ y 11 s1x1 loe rr.,~ios u·: .. ~;or ;r · !~enor r~s ~.H:~ tiv=~;!tet:ti1" 

es l::t longitud c:P. 1?. !'ecta f;'"n~ratl·iz. 

x. 

y 

En nuestro caso, pgr:.>. el i-~lÜI1~ cono: 

b = :'{xi} 1\ f(xi-+1) 

/<a;:)'"! 
? 

~7 l. == As = + (.~~~)- c1onr1f-!: 

li:r. ·xi+l - xi 

~y = f(x1+1) - f{x1 ) 

- [f{xi+l) f(xi)1 . 
~:\i = 11 - As . . 

L-

:ntonces ~1 ~e3 later~l B~roxi~~Ca de la superfici~ ~ e -

revoluci6r. es·: 
n 

1i ( :(xi+l) A. .= ~ 
:61 

o. u e se :meC.e e~cribir COilO: 

84 . 

A 
. n 
. 2., - ~11 
i=l 

(:1",3 -~r•.;<!~ e " ' t-" [-:(:, 
1

;
1

) + -f(:;-1 )] /~ r:s 1 -:- .::'~Ci<>. :-:-.ri "'; -~::~.
e~ (1 e lo~; l'<,dios !J.'l:tor y .:~enor t el coao :! !.'Ue .:'uet>E:n esc~·i·.;i,·· 

f(:~i-tl ) + f(:-:i) 

2 

c1 once :( ~ i; t:;:; ül _cr·o' ¡:Ji o :· ~ i € [ ::1·, xi+l] 
el ~~~?.. to't?l en for~~:::'. ~-~roxii::~.d~. e s : 

cir : 

f(x) .ds 

? 
(;¡·' } - c~x 

con lo cu!l.l x ·es l a únic"'- <r.>..ri aule de intezrnci6n, es c;ecir: 

A. f(x} d,x 



1 
1 

.i 
1 
¡· 

¡. 1 
JI . 1 
¡ 

1 
1 
1 

' 1 

j 

i·· 
. 1 

i 
j 
l. 

j 
j 

l 
1· 
1 
¡ 

.1 
¡ 
i 
t 

·1 

donde ra 

z 

-2 ll f():) c:s 

b = r, esto es: 

A (r-h,O,O} B (r ,~ 1 0) 

ds 

y = r<:X> = /r2 - x2 en 

y' = -x/ ~ 
(y,)2 = x'-/ r2-x2 

85 

.. _,z = ~2 
z o 

(l) 

z ::: o (2) 

r ax 

Sua1:i tn~rr,nC.o ( ~) y (3) . en (1), se· obti en P. : 

. . . ·-. ,. 
!) 

:.;im~lificeni.lo e int:~:.ran:l o, r~;:r.llt:>. : 

2iir { r-- (r-11}] 

= 2ii rh 

,_, 
\j) 

..."!-· . ' ··~ 

Calcul<\t' el ?..re~ u e un toro ele :rsul io i!',lterior a. · y r;:.cio -

exterior b. 

?!GURA 6.22 



: . . , 

r. • 

S.OLUCION: 

'~onsirler:.>.ndo co!!o c:n"l~ ~r.ncr~:."!or3 la circun!'erenci::-. : 

[. . ?.3 : y curv:1. eener:;?.<~ ora 

o 
1 (!"•+?.) ~ 2 

:;( Vr?. + 
., 

y e - ~ -

2 
(y' )2 

X 

? ? 
r · - Á-

Í" ~ ..... 

FIG. 6.?.3 

;;orno ya se vi6 ~ntarior:;tente: 

-A ~ l\ ,'í ds 

do con la "d t:.!~ o ere~ ha · de le. cii'Cun:ferencia ¿;en eran ora, y :;;~~ 

ti tu:;endo en ( 1) 1 au(;r1a : 

A 2 r: . ,¡¡(o.: Jr2 - _, J , , (4) 

e onsirl er..-.no o 1 o:;: <los signos q e y, s ep.1r 2::1os L'l in t ~::ral-

(4) en dos p!trte3, es ilecir: 

~
r . 

4Í\ (e 
. a 

- (r2-:c2 ) ;'s ds. 

(5) 

86 

Sim~1i~icando (5), resulta: 

A = ~ti r: ?.e ds 

.. 41i ): 2c 1 + (y') 2 

Sti e ~: :<2 
= 1 + ? ? r --x ·-

~ii"c ~: r 
= 

r2-x2 

aií re ~: dx 

., ., 
r ·-x · 

8íirc sen ~ ] 
r 

= ~ng 

o 

8íirc ( íi /2 ) 

-2 1 ( ) 1 4 11 2· b-a '2 (b+a) 

= 

dx 

dx 

r'x 

f'· ·r¡ ; . ' 
1.' \. 

f· 1~ . ·.~ 
:. 1: 

;:11 
•· ·! 
1'. 1\ 
j • 1 
1 . [ 

, . .. . ~ ' ; 
i : ·, : 

.. ~ 
:! 

y ' 
¡ .. 

'. ·l 
.:- .. 




