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CAPITULO 5

LA INTEGRAL DEFINIDA

5.1 INTRODUCCION.- Considérese el szguiente ej emﬁ.o
para desarrollar los conceptos de la integral ‘indefinida.

Se pretende determinar el valor de un vitral de for-
ma parabblica con las dimensiones indicades en la figura -

5.1, szbiendo aue est? construido de cristal de plomo cuyo

‘costo es 310,000.00 por metro cuadrado.

TN

15,

= 10m- -
Figura 5.1
Ta persona encargada de calcular el precJo, obaerw -
que necesita primero determinar el Arei,

3 Cdmo noﬂr!s dn“erm!.'rmr el ‘rea del vitral, en for-na 2
vroximada ? Algunas furmns ‘on las giguientes:

Una menera serd caleilar el drea de un ‘tridngulo ins-
crito en la pardbola.

Otra formz sera dividir el 4rea en secciones ¥ =~
marlas a irapeciss.

- Una mds; es dividir el drea en secelines ¥ anroximar-— '

los a recténﬂulos.

. Para el fin que se persigue se escogerd la fltima ma~
wiera, los rectdngulos formados tocan a 1= curva como se ve
tn la figura 5.,2. Son de dos tipos: los A, a los que 11z
rarémos rectdngulos intériores y los B, a los qué 'se llema
: 4n rectdngulos. exteriores.

Y vios)
532
y=15 B -
= PN YR g
, fra]
Al B
0 (50
Zo=a x1 xa x3 x4 Xs b
Figura 5.2

Obsérvese que 2icha Figura tiene cama sistens ﬁe refe
rencda el XY, de t2l forma que el eje ¥ coincide con el e-
Je 4. simetrfa; sujeto a dicho sistem= se obtiens la ecua-
cibnzue define a la pardbola £{(x) = 15 — (3/5 %2,

- & rec‘h'érigulos:'e:r_teriores definen = una ecusmcibn ¢
calo-da que es nayor.§ igual o_ué 12 Zuneidn aque define a-
la pfiébola, en e¢=nbio,los interivres :ie‘;er:':in'-’.n otra fun-
cif-cenloneds aue es menor que-lz “e 1= pardbola, vor lo

ede afirmar gus o7 4r xanta %1: queda compre;\r‘i
n - ’

-las funciones estalonala:
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.éste en n sub-intarvalos.

Lo snterior puede expresafse como :
Mt € A S Aoy el

Tonde Lint es el Area de todos los recté_n;gulos interio--
Tes, ¥ A, ©9 el Area de¢ todos los rectingulos exteriores.

5.2 PARTICION.

Como se observa ed 1& figura 5.2, vrizmerc se ﬂiv;de ‘el-
intervalo [s,b] . en n vartes (que llamaremos suh»lnterValos)l
no necesarisnente iguﬂles- por medio de los valores zo, Xyse -
“resXp ﬂondezo—-a{nl{.....<x = b. Estod valores de x -
determinan n sub-intervalos y no importz en gue forme sé es~

cojen, siempre tendremos: ¥, =8, X, = b. ver figura si—
- guiente: ' S T
Sub~intervalo Tipico
} : : ; iy EEERE
xp:a o 12 x3 5.1 1 o Tl - -Q:'b -

FIGURA 5.3
Los extremoz del primer. sub-intervalo son los puntos x,

¥ X los del siguiente Xy 7 X, los extremos de un sub-in— -

tervalo tipico son x; , ¥ X {donde i=1, 2,..,n) con esto -
ge puede establecer la slgulente- '

- DEFINICION 5.1

La particibn P de un iatervalo [a,b] es la divisitn -

P o= ‘{(xi - *i»l)\ l{(xl-x ¥ (x —xl),..,(x ~Xp 101

{Ai

De la fig. 2 se observa aue por simetrfa es suficien-
te calcular la mitad del drea y muitiplicar el resultado - .
por dos péra encontrar el drea total, asf tencmos:

' Como primer intento'ﬁividase la mitad del frea a Eal-

- rular en cinco partes iguales como indica la figura 5.2,

A coutwnuaclén, calcflese las Areas exteriores e inte
riores._

Ta base de cada ;ecténgulo serd Ky=Xgs Xy=Xp, X3~Koy
Ry%g ¥ -x5ﬁ34, ¥ las alturas estardn dadas por:

Para 1os rncténgulos exteriores: f{x Y f{xl) f(xa)
£(x ) ¥ f(x ). L .

Para 1los recténgulos 1nter10res- f{xi) f(x ), f(x )
f(a: ) ¥ £(xs). - ; ‘

Por le tanto,

A ¢

Thgy = %(xo}(x15x0> + £ )xp3)) ¢ 20x,)(xyx,) +
A 7 ) l.+ f(x3)(x4"x3) i ?(x4)(x5—x4) =
1 i = S L " ¢
Z2he * g x5 )(xy%5 ) ' (2)
% Ajpt = f}113(31~1a3 + Bx,Mxpmxg) + Fxg)xgmx,) +
' + Tir )\I4—x3) + f(x )(ys-x4 =
5 Mot = ‘Z"(" )“‘ "11-’. g l(3)

~  Sustituyendo (2) y (3) en (1), quvdas

L w
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310, 0 S i 73 e L

5 .5
2 ;%; £lx, Mxy~2xy ) S 4, £ 2 EET f(xi—l?(xi°xi—1) Y

Los chleulos correspondientes ge observan en la siguien

te tabla, donde se han tomado por comodidad todas las ba
gses de los rectingulos X -Xg 4 iguales a uno.

Cemo se observa, la diferencia § 300 000,00
atbos valores es muy grande, jCémo podrfa aproximarse mis
al costo exacto 7

entre —

La respuesia es aproximar mds el drea a la exacta, ¥~
como se vé en la Tigura (2), la diferencia entre las hreas
exterior e interior est4 representada por las Areas de los
recténgulos sombreados, y para minimizar el error es nece-
sarlo que las funciones escalonadas se avroximen mas » la-
funelén que define a la pardbola, esto se logra si aumenta
mos el nfmero de rectingulos.

Al aumentar el mimerc de rectdngulos, el error dismi-
nuye, ¥ por lo tanto, se tendri una diferencla menor para-
estimar el valor del area y por ende del costo. Haciendo-
los célculosApara media paribola, pero considerando 10 se-
cciones rectangulares, todas de base igual a 0.5, se obtie

nen los valores anotades en la sigulente tabla:

TaTLy 2

TABLA 1
RECTANGULOS EXTERIORES RECTANGULOS INTIRICRSS

dlrg o [FOxg g Y |mg=xy g (203 g Wmgmmy g )} %y | €05 ) Gy Mymy 4 )
1l o 15.0 | 1 15.0 1| 14 14
ol 1 4.4 | 1 14.4 2| 12 T
3| 2 12.6 | 1 12.6 3] 9 S
4] 3 9.6 1 9.6 4 5
5| 2 5.4 1 54 5 0 0
zZ! - = 5 57 -1 - 42.0

1 1

P ey = 9T 3 2 Aipt = 42

2

- - 2 - -
Aoy = 2(57) = 114 n" ; Ajpg = 2(42) = B4 m
Con los valores anteriores se tiene unz estimacibn -
del 4rea, la cual debe satisfacer la desigualdad (1), esto
est 1

84 v’ < 4, < 114 n?

t

0 sea, gue el are: buscads debe estar comprendida en-
tre 84 y 114 =2
entre:

¥ el precio del vitraIGT esti comprendido

114 x 10 000 = 84 x 10 000

Cp =
$1140 000 > Cp > 3 840 000

RECTANGULOS EXTERTORES RECTANGULOS JNTERIOR
Ly [Ty g ) |imeqa | £0xg g Woxg=xy g ] xq] £y ) [£0x5 Mxy-xy )
1lo |15 0.5 7.5 0.5|14.85F 7.43
2| 0.5| 14.85 v T.43 1.0 14 .40 T.20
3] 1.0{ 14.40 n 7.20 n.sl13.65| 6.83
41 1.5] 13.65 n 6.83 2.0{12.60| 6.30
5| 2.0| 12.60 n 6.3 2.5|11.25| 5.63
6| 2.5) 11.25 L 5.63 3.0 9.6 4.80
7| 3.0 9.6 " 4.8 3.5] 7.65 3.83
8| 3.5 7.65 u 3.83 4.0) 5.4 2.70
9] 4.0{ s5.40 " b2 1z 2,85  1.43

10f 4.5 2.85 L 1.43 5.0] 0.00 2.00
11
% Aozt = %é; f(xi-l)(xi"xiul} = 53.65 n?
n
% Mat S 2y xg=xg 3) = 46.15

izl




Aext

= 107

2
.3 m 3§

A

ins

92.3 m?

sustituyendo estos valoress en (1}, se tiene:

r gl costo qr

en este caso la diferencia es de

la anterior.

92.3n° g Ay <

estard comprendido

§1 073 000 = ¢, =

T

107.3 m°
entres

%923 000

8150 000 y es la mitad de

Con el obieto de disminuir el error decide hacer sus-

calculos considerando ahora 20 secciones rectangulares de—
0.25 de base, como se 1lustra en la siguiente tabla:

TABLA 3
RS EEIER e ST EIC AR RIC IR Sl R Rl LiC TR Y
1 o 15.00 | 0.25 3.75 0.25| 14.96 5.94
20 0.25 | 14.96 " 174 0.50] 14.85 3.71
310.50 | 14.85 " 3.7 0.75| 14 .66 3.66
40,75 | 14.66 n 3.66 1.00| 14.40 3.60
511,00 | 14.40 " 3.60 1.25| 14.06 1.51-
6/1.25 | 14.06 " 3.51 1.50[13.65 3.41
711.50 | 13.65 " 3.41 1.75|13.156 3.29
8l1.75 | 13.16 " 3.29 2.00{12.60 3.15
9{2.00 | 12.60 " 3.15 2.25{11.96 2.99
10{2.25 | 11.96 " 2.99 2.50|11.25 2.81
11|2.50 | 11.25 " 2.81 2.75|10.45 B.61
12|2.75 | 10.46 " 2.61 3.00} 9.60 2.42
133.00 | 9.60 " 2.40 3.25| 8.65 2.16
14]3.25 | 8.66 " 2.16 3.50| 7.65 1.91
15{3.50 | 7.65 n 1.91 3.75] 6.56 Bk
16{3.75 | 6.56 " 1.6¢ 1.00| 5.40 1.35
1712.00 | s.40 " 1.35 25| 4.16 1.04
18§2.25 4.16 T 1.04 .50 2,95 0.71
19le.50 | 2.85 " 0.71 5] 1,26 0.36
20[2.75 | 1.46 | o 0.36 Y I 0-
3agy = 51827 1a,, = 43.0507

A = 103.6 m2 5 = 96,1 02

ext Aint N

Sustituyendo en (1), se tiene

=

96.1 § Ay < 103.6
¥y el cos%o Cq estard comprendido entre:

$1 036 000 > Cp > 3961 000

En este caso la diferencia es de $75 000.CO0 ¥y es -
bastante menor que los dos anteriores.

Comparando los valores obtenidos anteriormente, se ob
serva que 1a diferencia diesminuye conforme avmenta el ndme
ro de rectzngulos en que se dividib el Area. ;Zxistird o--
tra manera de Tormar las rectdngulos ?

Se pueden formar los rectingulos tomando como altura-
la ordenada correspondiente a una abscisa oue se encuentre
en el punto medio de cada divisifn come se nuestra en la —
siguiente figura: ]

N

ofD IERER ISR 528,
X1 X9 X3 x4 X5 ez

X0
Figura 54

Para este caso . .
= o

Ay = ;5; S8 g%y 4)

‘=41

mlF-



Los calculos correspondientes a 5, 10 y 20 secciones- o p : l i 4
Por tanto, el &rea medla es:
i rectengulares de egte tipo son los que aparacen en las gi- : :
e guientes tablaa; los cdlculos se han efectuado para media- A . o A 4ia = 100.5 n?
s parfbola ¥y luego se hen multiplicado por dos. - . ) v ¥
‘ - 5 ¥ el costo medio es: _
1 : Las éress y costos obtenidos se les llamard medios ;- ) :
; se les representard por: T ' LR . N Cheaie = 31 005 000.00
r, Amedia ¥ Chedio e ; Para el caso de 10 secciones rectanguleres, se tiene:
r . para €l caso de 5 secciones rectangulares, se tiene . o . i TABLA 5
f \'\ 1|65 £ fi) Ty-xg o | 205N X% q)
2 | : =
! AN 1 [0.25 |14.96 | 0.5 - 7.48
i i o . .
] P 2 075 {1866 | v < AR,
1 ], | \ ‘ 3 1.5 [14.06 | 7.03
; [ | & X 4 11.75 {13.16 | v . 6.58
l I : :
| F A .\ 5 (2.5 11,96 | - |  5.98
I ¢ .
G| b1l 45 o 6 |2.75 {10.46 " + 5083
‘ ‘ -8 % 138 e 8.66 "
Figura 5.5 : 7T 13.25 5 } 4.33
TAEDA & 8 [3.75 | 6.56 [ = 3.28
iy | e | ey | T ) xg ) g 14.25 [ 4.16 n 2.08
. 1 [os [14.85 ] 1 14.85 ol 5 0.73
. : ) i . 1 I 2
E, ‘ ¢ 2 | 1.5 | 13.6% £ 1 S 13.85 - Ce 3 Ay odia = 50.05 m
: ' 3125 11,95 | 2 10a25 A _
i 4 {3.51 7.65 | 1 7.65 : Anedia = 100.1 m°
2 |45 2.85 1 2.85 o Y el costo medio es:
: La 50.25 n® ‘ - =y ~ 81 001 000.00
E . 2 "medis *e : . medio ~ 7 ) -
! .
" Para el caso de 20 secciones rectangul:ares,-se tiene:




A L
e, 3 N

Chedio = 3999 900.00

5.3 SUMA DE RIEMANN.

Hasta ¢l momento, se calculd el drea del vitral con -
alguna de las siguientes expresiores:

By p) (x5%5 4)

Tlxy ) {xyxy )

[
1}

M

SLTRIC I

%0 X g € E’-'b:] i fi EEi-—l’x‘iJ

Lo cual 1leva a la siguiente:

jo
1}
t

DEJIVICION 5.2,

A 1la expresifén :E; 2(§,)4;x , donde Byx=x;~x; -

¥y T es una funcién contiffua en el intervalo [3,5] , se le-
llama "3uma de Riemann™,

7 el costs medio es:

. TABLA 6
i Si. £20(4;) X=Xy 4 0§ Hxg=xy_5)
1 | 0125 | 14.99 | 0.250 3.75
2 | 0.375 | 14.91 n 3.73
3 | 0.625 | 14.76 u 3.69
4 1 0.875 | 14.54 8 3.63
5 | 1.125 | 14.24 " 3.56
& 1 1.375 | 13.86 4 3.47
T | 1.625 | 13.41 . 3.35
8 | 1.875 | 12.89 " 3.22
9 2.125 | 12.29 % 3.07
10 | 2.375 | 11.61 = 2.90
1 2.625 | 10.86 n S 2.7
12 | 2.875 | 10.04 " 2.51
13 3.125 9.14 n 2.23
14 1 3.375 | 8.16 n 2,04
15 | 3.625 | 7.1 " 1.78
R 16 | 3.875 | 5.99 " 1.50
3 17 | 4.125 | 4.79 n 1.20
ﬁ; 18 | 4.375 | 3.52 " 0.88
Eﬁa 19 4.625 2.17 n 0.54
: 20 4.375 0.74 " 0,185
| ]i-’ A."nedi.a = 43.93%0 m ?
. Avedia = 93930 a?

En la siguiente tabla se reswsen los chleulos realiza

dos.
TASLA 7
TASLA CFTF%R%TIVA
=l -T Rt fins nif: Aot M nt Aeadin
5 114,90 B1.0 0.0 160.5
19 167.3 92.3 15.¢ 99.6
0 101.6 05,1 Tad 99.92
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Come se observa en la Table 7 del desarroliq heche -
hasta aqui, se concluye que' para conseguir una mayor apro-
ximacibn @el 4rea resl hay que aumentar el nfmero de rec--
tangulos pudiendo hacer cientos o aln millares de ellos, -
con 1o gue la diferencia 'tlende g cero, lo que se expres
de la slgu:l.ente manera s )

M

ext f(x 1) (2% 1)

izl
Ant = E—I o) Gyem )
n C
‘_A‘media = 2 'fi) (xinxi_l) :

[N
|
=

Para = 100, 1000, 10000, ....

La ageveracién anterlor es v&lida siempre ¥ cusnde - .

las bases de todos losz rectinsulos tiendsn a ser menoress -
cada vez gue se hagan lag subdivisiones. )

Ademis, con lo visto se hace evidente que el limite -
de la sums de las #freas de estos recténgulos, cuando se au~
menta 1ndef1n1da‘aante su nfimero y cuando todas bases uien—
den a cero, serd igual €l &rea 4y bajo la curve.

A continvacibn, a las bases de los rectingulos se les .

revresentari como :
AK; = EpmEey .

Por 1o tento, ei érea toizsl seré iguwal #:

bn = Tin &, . .= ILin z flx. Mzx.=x, ;)
T_ A:f.i- - K = At E3L 0 i-1 l -l

=<0 e

. suatituyendo x; en la ecuacién de 1la p= rabcld,

A, = Ifm - A, , = Iinm lx. Xx
? Axy=e 0 ins 7y~ ‘2I.2—-~ 1}
n -0 N —eco
Ap = B hiacs n S OR(F)(xw -')
by ﬁ:-‘i-—b ~ media ; 4‘1""‘”121 F

B . Nsog:

A continuacién se hard el cdlcule del drea del vitral
considerando rectidngulos Interiores de basges iguales

1 2 o :

= = fm . . Ll Ve R

5 Ag I.:'. . ?";:1 (0 =y "i-l) o (-_1)
_nJ:-tG:: ’ '

Como la mitad de la perdbola considerada estd defini-
Qa entre x=0 y '=z=5, al determinar n rectfngulos de ba-
ses iguales, &stas quedan comc:

5
A
1
»
1
t
w
.
1
el
I
oo
—
3
At

se tiens:

£q) = g<—;§- 1)’

I\J

= .15 (1 -— ) ' 4y
Sustituyendo {2) y (-4) én (1}, queds:
R S 2
%AT=T-im % 15 L vty 2
: .A:'-i"a roo1= n? &
. N=e@ c



" Aplicendo les propiedgdés de 1a sumatoria y del 1fmi~

te ge pueden sacar las constantes quedando:

e et e
N - 7 )
multiplicande y seniarando en dos sumatorias:

‘ ' noo. o
1 o . s & A
Lun = 1530 (D> o> iy
2 T :,-i_‘,_’] i=~ n i

==

Como n es constante para la sumatoria, se puede sacar

de 1la misma

S = 5 a

n . . 5
fEm- 53

i_.o i=1 a1 1l
_ n—=-0
Por inducecibn matemitica, se demuestra que: .
n ' m a n{n+1}{2n+1} -
(1) = a - g . ;E; i7 s ———
i = 6
A, . s 2n3+3n2+n
1.5 &5
1=1 6

* Por lo tanto:

: e (P~
A 2n”+3n"+n
}“ 3 = Iim ;“" n}) - l(
2 b » Ar~—er | ™ i6) n3 G
' e
' 2+ 3/n + 1/n2
= 75 Tin- (1 -
Ax. =0 : 6
N~ -

|

75 (1 - %) .= 50

Por lo tantp,

%l

. ”
A.t = llGQm

Y el costo exacto eas:

‘¢p = 100 m® (10.000) = $1 000 000.00

EJEHPLO

.. Encontrar un valor de la Suma de Riemann para la fun-
clén contimia y = f{x) =1 + x en el intervalo cerrpdo -

Erlﬂ :
| SOLUCION «

En este caso E:,b] = E-,tﬂ : dividamos el intervalo
en 9 subintervalos iguales, de amplitud 1, y construyamos—

una funcibén escalonada, como se muestra en la figura siguien

te:

Yy - ﬁq*x
-

12345678970
Figura5.6
q
Ay EE;- {(55) froxy 4)

>Y

2(1) + 3(1) + 4(1) + ... + 10(1) = 54

81 el ndmero de subdntervales fuera mayor, el reaulta

do gerfa mAs aproximado al area bajo la curva.

*s

R e

o
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Encontrar el area bajo la curva ¥ = x 1im1tada por— '

las rectas x =0 y = 2.

SOLUCTON ¢

A1 intervalo [3,2], con amplitud tgisl a 2.0 = 2; &1

viddmoslo en n subintervalos iguales A %= 2/m caeas.a{l)
entonces : ' :

2 4 6 . 2 o : o
® & g X Ren e R =
El area del k-ésmo recténgulo sers :
. 2 T
A = f(f )A x 3 PeroA f-c = | koo
por lo tanto f({k = k) = f(——- kmlx
&30
como £(x) = lx ; e_ntonces f(T k) =~ ki  ..(3)

n-

Sustituyendo (1) y (3) en (2) queda:

4 o5 2 8 2
L= — kS « — =  — k

El érea total serd:

. " 8
_ e a R
Ky = S by = > 1.
h’_:l oau! k=1 ¢ —
pero 8/:13 es independiente de k por 1lo gue puede salir de-

la sumatoria, .guedzndo:

o T "g‘ i" 5. | B caa(4)

el problema shora ge reduce a encontrar el valor de:

¥
k=1 A
que por Induceibn tatemétlea se puede denostrar que es i--

gual a:

n 4 n(na1)(2n41) ol (59
N kT e = A veel5)
E;I S x
‘sustituyendo (5) _én (4) queda:
8 n(n#1){(2n+1) n 8 - 3
A = e ————— e = — A. new
: ¥ 'n3‘ . 6 K=1 g .
desarrollando y simplificande se obtiene:
1 ‘ 8 . i " 4
% 3 n  3n?

y cuendo el nfimero de subintervalos tiende a infinito, es-
decir n=co , obtenemos el valor exacto del area, as{:

. .8 i«. @ "8
At;_+—+'+2=—-+0+0'
‘ 3 -n - 3n 3

g 8/3

. Ahora se fornalizard el cone epto'del algoritmo de la-
suma, gue s¢ vi6 para el cdlculo .del costo del vitral.

5.4 NORVA.

Cono y2 se men=iond anteriormente, los sabintervelos-

Axi no necesar:amonte son 1n'uales, por lo ocue ex1st1ré uno
que es el meyor.

“Se define como "Norma® (A e una partieibn (P) a -
1z lonzitud del suhintervelo mas srands E-.‘.—-:f.g q




—— . ——

~

Con le definiciln enterior .se asesura que si A s
todos los demds subintervelos neceszriamente tenderdr & ce
to y el nimero de ellos tenderi a infinito. '

A continuacibn se escoge wn valor §, en cualguier -
parte del subintervalo l: i El , un valor foem cualquier
parte del subintervalo E-:l,:f.a v as{ sucesivanente.

5.5 FUNCION DITESRABLE, LITEGRAL DEFINIDA.
En .ﬁceneral el punto escogido en el subintervalo -
se denotarid por ‘(;'i ¥ con este valor se caleulz

T g%
El-“l' % s
€l area bajo laz curva a partir del area del i-&simo rectén

gulo como sigue:

A = A4 rect,

= 2§ ) zmy ) = 2§ Ax

Y&
o

A : X
0 A d xiq xl b =
, Figura 5.7
El area total viene dada por:
.- 2 l :
AT = I{im ) "S'—T = ( gi) {Xi—zi_l)

A_,O i=k

i

w3

y

: ‘-""T‘;"- 1f= -_:( {i)(_xinri_il‘-'-' & (1)

&~

1+
[
bl

Para que dicho limite existe, es necesario que

ATE % &

i—_ B e o3 (2)

pers tole £2>C, por pegusilc -gue és‘te'se_a existe un nimerc

T30 . en que para todo n>N  se cumple (2).

Obsérvese oue bara obtenes 2l drea entrs ls )
v = T(x), el eje X, ¥ las roctes ¥ = u , x = by, es noog
sario que toda T(x)}20 & que £(x) estd considerade =n va

i

inied

lor abscluto. Lo que 1leva 2 las siguientes delinicicaes:

DEFINICICY 5.3 |
La funcibn f(x) es integrstle en el intervale {z,B -

siv 'i

g f(::i) Aix - L] <¢
Para todo nfimero positivo 5)-"1 nor peguefio que sez.
ﬁi:-: = xi—xi_l [46‘ pafa toﬂ.oé} o}
TEORTFA 5.1 _ 7
Si la funcién £(x} es continue en [5,3] =ntonces exis
tird : ]

Iin Z-“.‘{Fi?fﬂir-'j T

AT L=t

DEFISICION 5.4
Sea T una funcifn definida en un. intervalo cerrado -~

[Z.3]+ 1~ Interral Definida ‘est4 dada por:

I R e



e e = O

L = iin

= rE)Ax
X : of
A= [ g, AT ERE

Y se le representa por:

; b :
. f(x) ax , ‘es. deecir:
a
b ey _ '
A # _
Pz dx = Lo = f(?i).ﬂ*x
. : A=0- il 4

La intesral definida se 1lama tambi én integral de f{x)

desde "a" hasta "b", donde ]
a = limite inferior de la variable independiente
b = lim.te superior de la variable independiente -
X = variable de 1ntegracibn
f(x) = funcién integrabdle.

EJEMPLO ¢

" Calcular el 4rea entre la curva y-4x3 Y el

ele X en el intervalo cerrado[o 3]

S0LUCION
muestra en la siguiente figura:

 Para calcular el lim‘re dade por (1), se reau:l.ere ha— .

La representacién gréfica del problema se-

T3 4x3

FIGURA 5.8

cer lo giguientes

ETH

pero

Una particifn del intervalo E,ﬂ ‘en n subintervalos

Az o 2

El recténgulo i-&simo tiene .un'a dren

Ay = fz)Ax o, pero Ax =

Por 1o tanto, f(xi-) =
- 3 '

Ai = f( n.i' 3 Aix

Como f(x)} = 4:\-3 s entonces

o ,
W(21) = a21)

' .3 324 3
o= MY UR) - s

El drea total serd: r"

Y 14 : 11 - iy
J: = kol . = m
T d-—p To1=T i . 2

324/n4 son independientes de 1

324‘n .
Z 13 : .

A = Inil’[l-
T N=sD '.1

Como se comentd, cuando A—2, n-ew

Por induccibn matemdtica, se demucstra que:

o]

Z i3 - L (n4 + 2n3 + n2)
i= .4 _

Sustituyendo (2} en {1).:

3
n

f.( %“i ) ¥ E.si

(1)

e [9)

-



e G T Y

Ap =

324 1 R v .
Tim —F = {n“' + 2n3 + ng) = ILim B81(1 +-§+}-2) :
. : n
n-sxm - N 4 3 oL—%x
Como la integral definida
b PR — -~ 162 81
f(x) &x = Iim — A, = I.J'.m (8l + —+ =5 ).
A-~ep =171 ' .

a . ~=0 L B—e( n n2
3 n—ao . n-—eo» -

34 - g
Caxdax = 8L

Por lo tanto, el frea 'buscada eg:

' 2
AT = 81 uc.

ETEMFLO

La ranidez de un mévil que parte del renoso es 43 =
ples/seg. “;Cuénto recorre en los tres mrimeros segundos?

SQLUCIOR :

v o= 41;3 ¥ como la rapidez

v egt4 dada por-

un

v ‘dg/dt, eutonces

ds = vdt - “a (1)
Per otrd lado

V’m =- A S/A,t

. c'l Aﬂ = Vmat

En 1a figura As estd resresentndo por el 4rea de un
rectinsuleo de dimensiones finltas: si se desea todo el es
pacio recorrido entre 0y 3 serd necesarlo plantear el -
slguiente aleorltmo : :

pero At = o b, ut

'S = Iim = s = Lim ZvAt
De—pep i=1 A—"O i=1
; n—m

_obaérvese-que‘cuan‘do _ A—-O, v v = 483

m

n—=ao 1—1 ’

s s a2 4_t3¢ t = SO at3 at

= = 24
i vi-1 7 7t

Por .lo tanto: -

w0
It

a = 4(31). 2

h—ro i=1

= Tind = =T i~
O—=cn 1=} n

Este algoritmo es id&ntico al del problema anterior,
por lo tanto, el resultade del problema serd:

d = Bl pi es

. Como puede verse, la integral definida no necesaria-—
mente serd una 4Ares, porgue el resultado depende de la na
turaleza de las magnitudes que representan la abscisa y -
la ordenada. = - ‘ ' '

_5.6 IETERFRETACION .GEOMETRICA DE LA INTZGRAL m:én:;
DA. i '

Ia integral definida de la funcibn continua y-f{x)?ﬂ
en Xx€ [a.b], L,eométrle-a_mente representa el 4rea entre la~
curva cuya regla de corrgspondcncia es y = £f(x), el eje-
X, ¥ les rectas x=a ¥y x = b, como se ilugtra en la
giguiente figura: ‘ ' o

3o A e ]

S 2 AP
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y= f(x)
v / \
b
o f(xlax
0 / . X
x=a X=D 4
FIGORA 5.9

Si 1la funeibn continua y = £{x) en -:.eE:_,b] tiene va
lores positivos y negativos en_dichs intervalo, el valor mu
nérico de la integral no seri igual al velar fel 4rea dada-
por su interpretacibn geombtrica, puestc gume ahora hay £- -
reas gue g€ Ven afectadas de un signo negativo, ¥y su suma -
algebraica no serd igual a su suma aritmética, como se ilug
tra en la siguiente figura: '

Y 4

y=I(x)

(+) («
' LI
Ay
(~)

-l X=8 *=h

A‘l‘ = Al-A2+13—A4

~ FIGURA 5.10

5.7 'PROPTEDADES DE LA INTEGRAL DEPINIDA.

A continuacibn se enunciardn algunas propieﬁadeé de 1a
Integral Definida.

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva
lo cerrado Ea,b] ¥ keR, entonces:

b
1.- dx = b-a
a

b b :
- S k £f{x) ax = kg ‘f(x)‘ dx donde k=cte,
a ‘ a .
b : _ _
Jom S kdx = Xk (b - a) ’ donde k=cte,
: a
a
4.,- S :[(x} dx = 0 o
8 .
v ra
5.- g flx)dx = - g £(x) dx
a b
b _ c ‘ b
6. S. f(x) dx = g f(x) dx + g f(x) dx
&8 a o ¢
Para todo ¢, %2l que:; agecgh
b b b
s [f(x) + g(x)] dx = f(x) dx + glx) ax
a ) a a2
8.~ si f(x)= g(x) para a$xgb , se cumrle que:
b ' b
f(x) ax 2 g(x) dx
a | 2
L P Si k70, se cumple ques
kb - A T
1 £(x/k) dx = . f(x) ax
k ka a s
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bi: . b+o

-10,- 81 egr .- g f(x) dx = f_(x-—c) ax
= LB a . ate

N g . o . B
11.~ S f{x) ax | £ g '-']f(x)[dx .o

’ gy a 7 .

a
Los propiedades de 1s Integral Definida se demuestran-

& partir del algoritmo de le suma, por ejemplos -
. . : . :
Demostrar que g kdx = X (b-a)
SOLUCION : .
De 1a definicién de Integral Definida se tiene:

b . _ ‘ ‘
g Ydx = lim % £(x;) Ay(x) (1)
a - A—wg i=1 e 7 . :
n-ec

- En este cmso la funeién £(x) ez constante.e igusl a k.

Para obtener Ajyx, dividase €l intervalo d-a enn -

" gub-intervalos iguales, es decir:

b-a : -
Agx = —— o (2)

n

Entonces:

& _ b8 - b;s SeEaE b-a ...
afxq<a+—n < a+2= < ‘<a+i—n—- {x,=b

Ademds :

f(x;) = f(afi—";—aé) = k A

Sustituyendo (2) y (3) en (1), queda:

B, - . n - b+a
zé8x. = " 1lim = k
. ' A- 0 i=l n

n-=o

Pero bya y n son independientes de i, por tanto:

b - b-a n
kdx = - 1lim .

& A= 0 n i=1
. n-=

* Por induceibn matemftica se demuestra que:

= & ‘= ook . : (5)
1=1 B

Sustituyendo (5) en (4)

b , _
¥dr = lim 2Bnar = lim  (b-a) k
a . &—p T A—0
_ n—@® . 3 n-roc
b '
S Xdx = (b-a)k : " 1.Q.Q.D.
. .

Se deja al lector la demostracién de las demfls propie-
dades. ) :

ETEMPLO .
Demostrar usando las propiedades de la Integral Defini
Vde. que: 1 8 P
i xdx = —
o 2

. Ogando la propiedad 9 con Lk=-1

5 4 1
g x dx =‘__—i— _:Eidx = —§ -3 dx
- Jo 7 o

0

“auxilifndose ahora de la propiedsd 5

-1 ' o
- -x dx
0 . 4 ) -1

=x dx

]

= x RO

LE o

]

e, B A T s

S P — s — v

I

T W . g,



1 _
x dx =
0 3

" iplicando la propiedad T

"Aplicendo ahora la propiedad 10 con lc=1, se tiene quég

J-1

Por lo tanto:

' ( -xdx = -{x=1) ax = {(1-x) dx
. 0 i . 0 -_

oo {1—x) ax
..O 2

domm i
a = ) x dx
cd

0

1
ﬁd;{ =
1o

Agrupando los términes semejantes

r1 s 1
Zg x dx = dx
.20 . : Q

Por la propiedad 1, se conoce gue:

1 B ;
! Cdx = 1-0 = 1

0

.Sustituyendo esta ltima en la anterior.:

1 ‘
2 x dx = 1
.40 d
: 1 aTEY
Por tanto: X fix = —
. i~ , 0 2 L.¢.Q.D.
- EIRITTO

A—'a .i_éando las propiedades de 1a integrsl determinar

(5x+2) dx

- ,gplicando ia propiedaﬂ, T1 B

4 - 4 " e

(Sxe2) A% 4m Y - Bz dk : ‘ '

= x el ‘ 2 dx o-'ootl).

3 = 3 . K 3. .
‘U't:‘iili_zandq la propiedad 2; - ‘
X - 4

5x dx = 58‘ x dx
3 = 3
Usendo la propiedad .3:
T e
; 2dx = 204-3) = 2 eeee(2)

‘ 4
Para caleular 5S C % dx

| A Be usan las siguiéntes -
propiedades : 3 ’

Propiedad 6 < : - ) - : lU';;
R e T 0 i 1 i
_ 5 x dx = 5 xdx + 5 x dx o
I3 R L S ;
- Usando la propiedad "5 ) s : 7 5':;}
. 3 e o
5 xdx = 5} xdx + 5 iz Hx |
"33 . 0 0 . ' o
apiicando la proviedad Q@ con k = 1/3 ‘y k= -1/4, quedsg s
e o 5 1z 5 {t =z
oy XAx 2 e — y — Ax & — dx
3 13 ) 1/3 /4 o 4
Haciendo operaciones ‘ - .
g - B 1 B . |
5 X dx = -3.5 Ixdx + 5+4 4x dx g z
43 4 Jo ) 0 ‘ |

Aplicando la propiedadl 2:

5 xdx = =45 x dx = BOS x dx .
5, 3 ‘ v o 0-
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1 2 .
iz =1/~ DEMOSTRACION. |
: ‘ Sea M el valor miximo absolute de la funeibn ¥ = f(x)

* Pero se conoce del ejemplo anterior gue

sustituyendo en la ecuacibn anterior, gueda :
en [2,b] ¥ o el valor minimo absoluto de la foncifn -

¥ = f(x) en [a,b] , entonces:

~5§ z8x = -45(1/2) + 80(1/2) 3.5 aassld)

3 . : m & f(x) &M M xe [a,b]
Sustituyendo (3) 7.(2) en (1): ‘ L1} L : R : - : :
: 4 : iy : = : : * Aplicendo 1a propiedasd 8, como f(x)Zm se cumple que:
K (5x+2Y ax = 17.5 + 2 = 19.5 & : ‘ b R b
T ' . I _g'f(x)dx B‘S‘amdx
Obsérvese que con el auxilio exclusivo de una combina- : o :
cibn de propiedad'es ‘se llegan a resolver intregrales.l aunague aplicapdq 1a: propiedsd 3
el proceso resulta laborioso, por lo que para resolverlas - b _ :
' se combinan tanto las proviedades como los mdtodos de inte- S mdx = m (b-a), por lo tanto:
gracifn que se verin més sdelante con el fin de simplificar _ 8
el desarrollo. ‘ ' : . gh :
i £(x) ax 2 m(b-a) . wow (2}
a

A continuacién se estat_}lecerén una serie de teoremas = _ )
Por otro lado, si: M2 #(x), entonces aplicando-

que tienen por objefo:
' - @ ; : . la propiedad 8 se tiene:
.Obtener el valor medio fe la funecién y = f(x), & - b -
cual en muchas aplicaciones de Ingenieria es necesario cono ' x : :
: o : . Mdx 7, £(x) dx
o : .
Determinar la relacibn entre la derivada de la funeiébn y por la proplef_iad 3, ‘B8 tienes

y = f{x} ¥ la intesral definida de 12 misma funcién. b o _
' i ) M dx = M (b-a) Por lo tanto:
- k.8 TEQRSHA. DEL VALOR WEDIO NEL CALCULO INTSGRAL. 2 ‘ . b '
. . LA ik TG . { o p-] 1 d. ~ ‘. ~
Dada una funcifén ¥ = f(x),;continua en el intervalo- : ) i K (b-a) 7 Sa el : 0
cerrado [.'-:,b'] .existe un ntinero ¢, contenido en el interva- ) C i
1o cerrado [a,b] tal que: ‘ : ; De (2) y (3) se cancluye que: 4
v L
f(z) dx = £(c) (b-z) (1)’ o (v-e) £ f{x) ax £ M (v-2) 2 )
a .' . _ v o - . a | - . .
o

T T
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Dividiendo (4) entre b-a, queda:
B i A
n £ 5 f(x) dax & W
a <

Pero-m es el valor minimo ebsoluto de la funcién -
'y =1f(x) en [a,b] ¥ i es el valor méximo absolute de la
funeifn y = £(x) en ‘[a,'bl. '

Puesto que la funcibn es continua para todo x&[a,H],
debe contener todos los valores comprendidos entrem y M, 5y
por lo tanto el valor de :

1 S"
— f(x) dx
b-a o e

que es €l valor correspondienté al valor de la funcién -
¥y = £(x) . para una abscisa cgfa,b], es decir:

b .
= ga fH(x)ax = f(e) : EL valor de ¢ no neécesariamente es finiceo,
Por lo tanto: FIGURA '5_11
b _ . : _ . ) EJ EMPLO
f{x}dx = f{e) (b-n) 81 por glguna razfén se desea cambier el vitral parable-
a L'q..q.z.)“ lico que ya se estudid por uno rectangular de igual base y-~.
_ - : con la misma drea, y de idéntico material. zCudles son sus
Geométricamente el Teorems se interpreta de la siguien A iietdlhee? : ‘
te mauera: | A
7 que'existé il PEotimao 05 baps TEuE 6 b8 ¥, . bsq:UGIO‘!: Ya se habia obtenido que el drea del vitral
. cuya altura es f(c¢) gue tiene igual 4rea que la comprendida =~ es.‘ eba dada por: R
entre la-curva y = £(x)20, el eje de las x y las rectas- ) 5
Xx=8 ¥y x =1, como se ilustra en la figura 5.11. o o . Ap = . {15 - —3— x2) dx
: ! 'perd

g-s (15 - & x?) ax

= 100 °

5 o
128‘0 (15-.%::2) dx

T

T

2

e AR
= L
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Como gse v& en la Gltima intesrzl a=-5, b=5,.por tento;
b-a = 5-(-5) = 10
Ademds el Teorema del valor medio del Chleulo Integral

lb
g: f(x) dx =

expresa que:

(¢} (b-a)
8

Aplicéndolo al problema, ge tiene:

100 = (e} (5 - (-5))
100 =  f(c) (10)
f(e) = 100/10 = 10 ordenada media

Por tanto las dimensioneg del vitral rectangular son:

altura = 10m

bese = 10m 3y

'S1 se desea obtener el valor de la abscisa g® corres-
pondiente a la ordenada medis f{c), se hard de la sigulente

manera :
vy i

¥ = 15-(3/5)x°

e

fle) = 10 = 15 -3¢
2

25 _ ,
3 7 TR N I i
e o v 10 | ee)d]
M )

k- 5A3~4— 543

FIGURA 5.12

Obsérvese en la figura 5.12 que para este caso se tie-
nen 2os valores de "c*, )

Para encontrar la Telacibn eatre la derivada y la inte—-
gracién de la funcibn continua ¥ = f(x)  es necesario cono—-
cer el concepto de integral indefinida, que se tratarf a con-

-tinvacibn:.

5.9 INTEGRAL DEFINIDA CON LIKITE SUPERICR VARIABLE.

Cono ya se vié, la interpretacién geo;ﬁétrica de la Inte-
grel Definida S“o ! :
a

es el 4rea entre la curva y = £(x)20, las rectas x=a, x=b =~
v el eje X, ¥ para el ejemplo del vitral se éencontré gue:

£(x} ax .

2 in = [1'5 2@ 1)25, 5
AL 1 n

A, =
N
(s .
Ap= 2 (15 - 2x®) ax = 100
: 0 5

Si por alguna rezbn, se necesitan construir muchos vitra
les del mismo tipo y por econonia solo ge pensara cubrir dé -
vidrio una parte como la mostrada en la figura 5.13, entonces-
gse requeriri determinar un mgdelo metemitico que determine el

4rea cubierta.
Con tal fin procédase de la sifuiente manera:

En 1la figura 5.13 se observi cue [2x| es el ancho de la-

_ bage de esos vitrales, si se considera 1= parte de 1a derechs

para el caleulo del érea, los linites de integracién son:
a=0 . b=x

) Como el limite suverior es la varisble x,-para caleular
la : b
f(x} ax,
a .

i o e L AT

i atn b o P

Py —

TN A G T oy v

A A e
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Higpse €l cambio de variable u = x ¥ sustiblyase b = x, -
es decir:

X X
S f(u) au = Y (5 - 2 x%) au.
0 0

A_: =
n x-0 x
= 1 s 1 A O A T T e——— = e
Ay Aiio g:l il & e i a n

n ~so

FIGURA 5.13

f(x,) = [ 15 - -3,5- (3,;-1)2]

Sustituyendo valores quedas

- 3% 2| %
= = il X
AL g:_l_l-n = [15 .5(111) ] =

n—>
2 x 3 x3?
A, = Um = [15—-__.__

A— 0

Separando en dos .sumatorias gueda:

19

B u 3x312
= 1lim = 15— - = __3_.]
. n —- i=1 2 S 5n
s O

como X, n ¥ las constantes son independientes de i, se tiew—
ne:

n 3 n

AL = lim [155 = (1} - 2 = 12]...(1)
n—e o L 5n3 421
A O

Recubrdese que por induccibn maitemitica se demuestra
que:

n

2 (1) = 1 k -« -(2)
i=1

B o, n{n+1){ 2n+1)

E i = —_— s a -(3)
i=1 6

Sustituyendo (2) y (3) en (1) queda:

3
b = s 15 ‘E’(“) _ _3_:53_ n(n+1)(2n+1)]

n — SO 5n [
A=

3

= lim [151 - 3 n(n+1){2n+1)]

n - <O 10n
A-—+0 :

Por las propiedades de los 1imites se tiene:

A, = lim 15x - lim 3
0 R 1
A0 B

n{n+1)(2n+1)

como 7' ¥ las constantes son independientes de n, el limite -
anterior queda: l

3
A, = 15 ~

1lim (1 + 1/n¥2 + 1/n)
10 N ~—=Oo

A, = 15x -(x3/10}(2) = 15x-—x3/5



X
0 geat: SO {15 -éug) da = 15x - x3/5

Egte resultado indica que el 4Area en ¢l intervalo O,x

es vna funcidn de x; esto es,

. x
i =« (35~ 2 w?) au = 152 - 13/5
x o 5

RC hx'= F(x)

Lo anterior se generaliza de la siguiente manera:

Sea la funcibén y = f{x) = f(u)l#u continua en [&,_1],
{(figura 5.14), entonces:

% n
fw) @ = ua = 688 w5 glth
a n—- oo i=1
A+ 0
Como ;
A X-a x-a
i* % Ha T oTq ?§1='“ a

sustituyendo ?i ¥ Aix en (1), se tiene

X
n " g
g flu) du = lim = f:(szufi-‘c'-‘:'L)-Ef'i

a n-sao i=1 b
A~
v 4]
1
W £(u)
l |
-~ [ } 1
. |
I ' 1
: / {
+ - T - T
u=a ?i u=x

FIGURA 5.14

Como se observa en la figura 5.14 para cadas valor de x,
se obtiene una 4rea entre la curve y = f(u), 1las rectas -
u=g, u=x y €l eje x, que es funcidén de x a 1la que se denomi-~

nari A, = F{x).

Por lo gque se puesde escribir:

a

4 .
S f(u) du = F(I)

Dicha funcibn es continua en €l intervalo en el que - -

existe el limite.

DEFINICION 5.5

X
4 la g f{u) du se le denomina "Thtegral Definida -

a
con Limite Superior Varisble".

Encontrar el valor de la siguiente integral, haciendo -

ngo de la interpretacidn geométrica

- .
{(u + 2) du
4]
SOLTICTUN ¢

En est: caso f(u) = u+2? oue revresenta la ccuacibn de
una recta, de la forma: f{u) = mu+b; Apor lo tento, m=1l y
b=2, Como la interpreiacibn geométrica de la integral defi-
nida es el Area entre la curva f(u) = u+2, el ejeu y =
las rentas u=0 ¥y u=x, 1lo que se representa en la fisura-

5.15
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FIGURA 5,15

™ fres formada es un trapecio ¥ su valor es:
B+b
A = — h
2

Pero:
B=f{x)=x¢23;  PbP=2 y h=zx0=x

Sugtituyendo estos valores quedas

(x+2) + 2
A = ——  x
2

Efectuando operzaciones

;vc2 + 4x x2
4 - = + 2x
= 2 2

Por lo tanto:

X x2
o = du = - + 2x
Az 0 (u+2) du 5

Lo que resultd, es una funcibz continua de x como era -
de .egperarse.
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- EJTENMPLO.

Calcular el desplazamiento d de un proyectil que parte-
del reposo con une velocided inicisl de mbdulo v,=2 n/seg ¥
una aceleracién constante de l.m/se32 hasta que trenscurre
un tiempo x. ' ‘ ! ' . :

SOLUCION : _
Como se sabe, la rapidez en un punto esti dada por
dg/dt = v © . de donde

ds = v dat . . " S ¢

Aen,que ds representa una diferencisl de desplazamiento debi-
“da a la velocidad v en un tiempo d%, sin embargo en el ejem-

plo la velocidad en un tiempo t esti dada por la expresién:
vV o= v, +at £ . (2)

Sugtituyendo (2) en (1) ese ébtieneg
ds = (v, +at)at PR

Por la propiedad bhAsica ndmero (1):

.(\s=d
ds = a-0 = 4a (4)
J s=0

donde 4@ eg el desplazemiento buscado degde s=0 ﬁast& s=d, =i
gse sustituye (3) en (4) queda:

3=0

's=d - . .
a=g (v, + at) at | e

Como la Vvariable de inteszracibn es %, se encuentran los

1{mites de integracién corregpondientes haciendo la siguieﬁ.

te transformacifn :

=LTEL

=

tew AE
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Cuando 8=0; t=0 ¥y cuando la distancia eg "d" &l tiem
po tremscurrido es t=x, la expresibn (5) queda:

x
d = (v°+at)dt,~
0

gl shora sustituimos los valores v,= 2 n/seg, a=l 'm/aegg,..
(5) se transforma en:

x .
d=g (2 + t) at
(¢]

cuya solucidn estd dada en el ejemplo anterior ¥ es:

X
4 = g (z+t)at = =x2/2+ 2x
0

Obsérvese que los eles coordenados son: velocidad y -
tiempo como muestra ls Tigura 5.16, sin embargo, el valor -
del Area encerrada corresvonde numéricamente al desplazamien
to en metros desde 1=0 hasta t=x

v = m/seg

FIGURA 5.16

5.9 TEORENAS FUNDAKENTALES DEL CALCULO INTEGRAL.

Considerando que una integral indefinida es una funciba
cont{nua de x, en el intervalo cerrado [a,x], a contionacibn
se planteard un Teorema gue muestra la relacifén entre la fun
¢ibn integrable y el resultado de integrar ésta.

5.9,1 FRIMER TEOREXA PUNDAYENTAL

TROREVA 5.1
See 7 = f{u) une funcifn contfnua en el intervalo ce-
rrado [a,b] Y sea xg[a.b}, la funcibn ?(x) estd definida -~

por:

X :
®(x) = ga f(u) don en que  f(u) ="f(x) Yu ¢ a0

entonces F(x)} es una funeifn continua en el intervale cerra-
do [a,b] ¥y se cumple gue:

Px) = f(x) o sea
a a (7
= F(x) = = ga f{u)din = f£{x)
DENOSTRACION ¢ B »
Sabemos qua F(x} = g f(u) dun e o (1)
a

por 1o tanto, si se ilncrementa x en Ax; para toda {x+} x)E
[a,b]. ge tiene:

. x+Ax
Mx+Ax) = g £{u) du o s o(2)

a

Avlicanée la proniedad bésica unfmero 6, se tiene

x+4x x x+AX
g f(u) du = S\ f(u) au +g f{u) du ...(3)

a a X

Para todo Ax O




f{x+px)

fle)fr-—r—~————— = — {u)

! i
| ( f
: F(x) : |
! i Whess & U
a % X+ AX
FIGURA 5.17
Sustituyende (1) 7y (2) en (3) "v‘
X+Ax
F(x+Ax) = Plx) + f(u) du
X
0 gea: ’
X+Ax
F{x+Ax) - Plx) = f(u) dan eseeld)
x

Como f(u} es una funeiba continua se le puede aplicar a-

(4) el Teorema del Valor Medio del Cdleulo Integral, es de- -
cir:

X+Ax
g f{au) du = i‘(c)[(xﬂ&x) - x] = f(e¢) (Ax},‘q‘ce[x,xmx]
x
: veanal 5 )
Sustituyendo (5} en (4) queda:
Plz+ Ax) - F{x) = f(e)Ax ...(6)
dividiendo ‘

entre Ax, resulta:

Flz+ Ax) - ®{(z) -
Ax

= :E(c)
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Tomando 1imites cuando fx—e0, se obtiene:

F(z+ ax) - P(x)
Iim = Lim f(e)
AI-—-—O ﬁx bx... 0

Obsérvese .que cuande A x tiende a cero, f(c) tiende a -
£{x) pues:

f(x). £ £{e) £ flx+Ax)

como se puede observar em la figura 5.17, para tode Ax>0, -
entonces s .

Plx+ Ax) - ®(x)

Tinm = Idm fle) = £(x)
Ax —0 Ax . Ax—0

Pero la prinera parte es por definiciéd la derivada de F(x)

por lo tanto se concluye que:

F'ix) = 2£(x)
L.Q.Q.D.

5.9.2 RELACION ENTRE LA INTEGRACION Y Ia DERIVADA DE -
UNA FUNCION CONTIWUA, .
x ;
Usando los diagranas de Venn la Sa f(x) dx se puede ex
Presar como se indlca en 1a sigulente figura:

.

-

Donde el dominio de la relacibn son los valores que toma
£(x) y €l rango los valores de P(x). Es decir, mediante una-
transformacién llamada "Integral” se obtiene el valor de - -—
F{x).



Pero el Primer Teorema Fundamental del Célculo Integral,
establece que si f(x) es contf{nua en el intervalo.cerrado -
[a.b] entonces F'(x) = £{x). Lo que se expresa con diagra-
mas de Yenn como sigue:

Los dos diagramas anteriores se representan en uno solo-
como se ve & continuacibn:

De donde se concluye que la integrzeibn y le derivacién-
gon operaciones inversas

f‘x
La ! f{u) du = P(x) es la antiderivada de f(x).

Ja

5.9.3. IBTEGRAL INDETINIDA. CONSTANTE DE IMTEGRACION.

x
Como se vid en el inciso 5.8, a la S f(x) dx se le 11z
g a
ma integral definida con limite superior variable.

3 Qué sucederd para distintos valeores de a ?, ;Se obten-
drén diatintas funciones A(x)?. TLas respuestas a las pregun-
tas anteriores conducen al concepto de Integrsl Indefinida ¥
al de la constante de integracién, como se verd a continma- -

cién.

LEfA 5.1

51 f{x) ¥ g(x) son dos funciones continuas para todo x —
conrrendido en el intervalo cerrado [a,ﬁ], tales que -
f’tx) = g'(x) para todo valor de x en dicho intervalo, enton
ces existird una constante “c" tal que

f(x) = glx) +¢ o o e (1)

Se omite la demostracién del lema.

TEORENMA 5.2

Si F(x) es una antiderivada particuler de f{xz) cont{nua
para toda x contenida en el intervalo cerrado [a,tﬂ, entonces
1la antiderivada mis generalde f{x) en dicho intervalo estf dada
por :
F({x} + ¢

Donde "c" se le denomina constante de integracién.

DEMOSTRACION :

.Sea G(x) alguna antiderivada de la funcién continua f{x)
en el intervalo cerrado [a,b], entonces, por el Primer Teore-
ma Fundemental del CAlcule Integral se tiene:

¢’ (x) = .f(x) o o w 12)

Puesto gue #{x) es una antiderivada particular de la fun
cién continua £(x) en [a,b], ss tiene:

?’(I) = f(x) ¢ 2 . (3)

B
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es decir 6'(x) = F'(x) « & u (8)
Por el Lema 5.1, si se cumple la ecuacidn (4), se tiene:

6{x} = PF(x) +c

Donde F{x}+c es la antiderivade mis general de f(x) en
el intervalo [a,b], que es lo gue se queria demostrar.

De esta manera cualquier antiderivada corresponde a -
P(z) + ¢ para un determinado valor de "c".
#
El Teorema anterior conduce a la siguiente:
DEFINICION 5.6
Ala |£(x) ax = F(x) + ¢ se le denominae "Integral -

Indefinida de f{x)dx". Y se considera que se verifica en el-
intervalo cerrado [a,b] sobre el que es continua f(x).

5.9.4 SDGUNDO TEORE:A FUNDAWENTAL DEL CALCULO I#TEGRAL
(REGLA DE BARROT).

Este Teorema permite calcular a partir de la antideriva-
da el valor de la integral definida de una funcién continua -
en el intervalo cerrado [e,v] .

TEOREMA 5.3
81 f(x) es una funcién contfnua en [a,b] y P(x) es la an
tiderivada, entonces:

b

f(x) dx = ¥{b) - #(a)
a

DIOSTRACTION =
Por el Prinmer Tsoreme Fundamental Del Célculo Iategral,-

ge establece que:

- 25

x
e{x) = g flu) du = P(x) + ¢ o w ws (1)

#u =x en [a,b] ¥ 6'(x) = f(x)

OUsando la propiedad 4, si X =8

a .
éla) = S fluydu = 0 = ©Fla)+ec
8
Por lo tanto - Pla) = +c e o [2)

gl shora se hace X = b, la ecuacién (1) toma la siguiente -

forma : s
6(b) = g f(u) du = PF(b) + ¢ e e e ()
a i
Sustituyendo (2) en {3) gqueda:
b .
g £(u) du = P(b) - F(a)
a IJ.Q.Q.D-
BIBIFLO T

Verificar que la funcibén f(x)} = 15 - (3/5) x° dada en-
el probvlema del vitrel cumple con el Primer Teorema Fundamen-
tal del CAleulo Intezral.

SOLUCION =

Cuando se calculb la integral de f£(x) con limite supe- -
rior .ariable se encontrd que:

x
0—" —

x < ) 3
(s - = x2Ydx = 15% - = ?(x)

Caleulando P*(x) se tiene:

P (x) = 15 - —

o,



oo . ' Propanga.mos' F(x) A=- %y

Por lo tanto, s{ se cumple con el Primer Teorena Funda--
mental, ya ques ‘

CP(x) = f(x)

3 _ EJEAPLO :
1 _; e . Galeular la -integ'ral: ' . gxz dx

S OLUC I O’i' :

Lo que se busc:*q es la antlderlva.da mis genera.l, egto eg:
n

'szdx ~_-.'V!~‘(x) 38 =

_Aplicande el Primer Teorema Fundamental se debe cumplir- . . .

que !

r - ' (F(x) + e} = PF'(x) = f(I) = Ila

3

.;(1)

se tiene que:

=5 s , Bx)+e = X 4o

: YV aplicando el Primer Teorema Tundamental

2

(Bx) + o) = P = ¥,

I’ero G #Ofx) = x

.' Por lo que para c:mnlxr con 1a ecuscién (1) se deberd to
= (1/3) %3 4 s por lo tanto:

szdx ='13'-x3+c

7- mar F(x) + e

NOTA.- Obsbrvese que es necesario tener un buen conoci-
miento del cdlcule diferencial vara seleccionar F(x).
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_eas-

EJEVPLO .
Calcular 1a integi‘al

gsenx dx

- Se busca la antiderivada m:!s general

S0LUCI OI‘I z

Ssenx-dxl = I“(ﬁc) + e

que deberd cumplir con el Primer Teorema Fundamen‘tai, esto - -

F(xsc)’ = P'(x) R

Is funcibn cosx tiene como derivada wg-i- CoSX = —zenx

Por lo tanto, tomaremos F(x) = -coax con lo cual
méal . senx dx = =CO0SX + C
(P(x) + ) = =~(-senmx) = senx = £({x)

Con lo que se cumple el Primer Teorema Fundamental,

EJENPLO

Verificar -que en el ejemplo del vitral se cumple con el-
Segundo Teorema Fundamental de}. Cédlcule Integral,

SOLUCION :

Se sabe que ?(z)‘ = 15% - %’

']

Aplicando el Segundo Teorema Tundamental del CAleulo In..
+egral. ge tiene:

5

(55 % x%) ax = 7(5) - 7(0)

: [15(5)—A-g§] . [15(9} - §3] \

75 -52

T

Que es el mismo resultado obienido anteridrmente.

R A i i
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METODOS DE INTEGRACION Y APLICACIONES DE LA INTEGRAL
6.1 INTRODUGCICH. N

Se vid en el canitulo 5 como la antiderivada.mis 0N Bemm

ral d& el resultado de la integral indefinida y como 1a =pli

cacibn de la Regla de Barrow permite calcular integrales de-
finidas, por lo que conocer las derivadas de mlgunag funzio

neg de une variable independiente es de gran utilidad pars -
resolver integrales. ‘

Sin embargo, en la mayorf{a Ce los casos, las integrales cu:

se presentan no tienen.una derivada ffcil de ealcular, nor -
1o que serd necesario aplicar alitin artificio o método 4z in
tegracibn hasta llegar a algunas integrales de las cusmles 22
nocemoé su antiderivada, .

Pero, ;cudles son las funciones de las.gue conoecron 14
antiderivada?

La respuesta a esta pregunta es poco concreta »or lo -
gue conviene uniformizar criterios estableciendo un conjunto
de funciones (antiderivadas) gue sean las fnicas gue utilisa
remos para calecular directamente una integral.

s conveniente hacer resaltar el hecho de ague con los -
métodos expuestos en este capitulo no se nueden resolwver to-

. das las intesrsles, pero si la mayor{a de ellas,

Ademis, todas aouellas que se resuelven con estos méto-
dos.no siempre tienen desarrollos algebrdicos fAciles parn -
llegar a 1la soluciﬁn, sin embargo, es interesante el rato que
ge le plantea al lector mara la resolucidn de las intesrales

" econ lasg herramientas nue anul se dan, o incluse con slzunas-

que el lector puede désarrollar:

27

i Por lo exnue=to snteriorments se 'suiierc al lector «~: .~
ne trate solnpente de wgmorizar i weconizar los métodos - i
prcsentados,yino aune adnniera el erit-rio pore seleccion r —

uno & varios mitodos con los cuales se obtenga mfis fédciluen-
" 1

te la solueidn de una intesral dada,

6.2 INTESRACION IMFEDIATA.

- Pars auriliarnos en la ~olucidn de intezreles indeiini-
das ntilizaremos ~lzunas ée las proviedades vistas en el c¢o-

nitnlo anterinr, salo ~ie nlloTn sunons
rior variable,

=908 2l 1inite v ime

Las propiedades empleadasg con ésts condicifn son:

a), . \ef{u) du = ¢ \f(u) adu

b}. ﬁTuj + g(ﬁi] du = f(u) dul + z(u) du

Donde u es la funcifn reel de una sola varisble resl in
dependiente, de la forma: u = u(x), no necesariamente u=x,

Tomando en cuenta lo anterior, deduciremos,a pertir de-
la primera parte del Teorema FTundamental del Cfleulo Inte- -
gral y las propiedades =2 y b, un conjunto de integrales -ue
Ylamaremus inmediates, ¥ cue son 1»s dadas en 1o signizate -
Tabla 1. '

n+l

: u . .
L u? du = + C : =1
. n+l u .
du ’
2= S = Imu + €
u .
all
3.- a%t du =

¢ Shad



n
™

.Zn el eczso particular de &

“
0.
=1
=
Qu
=
i
1
o
=3
™
=
+

escu cotu du = -—-escu + C

o .
L]
I
_mwm
@
.8 s
R !
E
=
=1
=
i
w
o
<)
=
+
Q

‘TABLA 1.

A continuacidn se demostrardn dos integrales de la Ta--

bla 1.

Penmostrar que:

un+l_

u® du = + € ; donde mn#-1
- n+l : ‘

Para este caso se tiene gque:

f(u) o
uTH‘l

F(u):a-l—-+c

1l

Apliconde la primera varte del Teorema Fundamental del-
Céleulo Integral se debe cumplir que:

Fu) = fu)

i
7

¢

Efectuando la.operacién corrgsnondienté:

' ot .
F'(u) = (n+l) = u? = f£lu)
; n+l ' .
. B(u) = f(u) :
' ’ b Balls *
Demostrar que
seczu-du =z tanu + C

Procediendo en forma semejante que en el ejemplo znto--

rior, se tiene que:

Plu) A; tanﬁ + & _
- f{u) = secu . . ’
F(u) = secu
= f(u)

L.Q.0.T0
6.3 TIHTEGRACION FOR CAIBIQ DE VARIABLE.

Como se vib en el capftulo 5, el érea licitada por 1z -
cwrva 7 = f£(x), el ejeX, las rectas x=a ¥ x=b, se cal-

" cula mediante la expresibn:

} Xazh
A = . f(x) dx

Xa=22
1

que grificamente se representa por el 4rea ashuresda de la fi

gura 6.1 .

’f—y = £(x)

'FIG. 6.1

x:,_=a ‘ X 2=‘o

ey w3,
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Y.

. Resolvamos algunos ejemnlos en los nue aparecen  inte-
grales que no son inmediatas ¥ en los cuales tendremos nuis —
auxiliarnos de aigunoz artificios mnera resolverlas y guc fon
lugar al método de intesrscibn por combio de veriable, Gichon

tndo aue se tratard en esta seccibn nos lfevari a obtener Te-—
riables diferentes de las iniciales y ésta es 1la razén mor -
la cual recibe dicho nombre; atendiendo al tipo de camdio -
de variable aue se haga se presentarin diferentes casos raa-
son'10s nue se analizarén a continuacitn. =

a). POR SUSTITIOION .

Obtendrémos una idea de este método resolviendo loz ni-
guientes ejiemplos. ' '

EJEZPIO »

Calcular el #drea limiteda por la curva y=3sen3x ¥ =i-
‘eje X, desde x;=0, hasta x =1I/3-,

SOLUCXION

El 4rea buscada se muestra en la figura 6.2

¥ = 3genix

07 ﬂ?ﬁv; /3

FIGURA 6.2

 Para obfener'dieharﬁrea se emplea- la sizuiente inte~r-l
definida: _ ’
.=l
-h2 /3 g - o !
A = 3 genix dx - e _ (1)
21:0- L
Ia integral wroovuesta se perece a la de la forma:

g sen 1 du ; ;

por lo gue se puede pensar en hacer la sifuiente sustitucién:
u = 3x
Entonces, al diferenciar u se tiene que:

dn = 3 dx _ ' S (2)

(obsérvese aue du £ dx , nue es lo aue mis comunmente no -
presentz al usar ests método de inbtegracién).

= ek i

Por lo tanto, la intezral (1) se transforms en la si- -

guiente : . : &
X, : u,’ N
A = sendx (3dx) = " genu du : (3} .
e % "
. : : . . g'J
De la Tabla 1, se tiene que senu du = - cosu o *
por lo tanto: i -
. s
L = -~ cosu (4}
o |

Ta sustitucién emrlenda, lleva al cambio de variable -
que se rewresenta por medio del siguiente diagrama de Yean,-
donde se muesira gque la funcién B

=Y = 3 - e T

ge trangforma en la funcién u.

.
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' Y se resuelve con el uso de 1= éiguienfe intezral de:li-
nida If“f"i
A = ) cos2x dx
. ’ :
xy==Wa
La intesral anterior -es parecida é la (5) de 1la Tabvl= 1
por lo aue se nueﬂe en un nriler intento, hacer la siguiente
sustltucl6n-
u o= 2%
: .- i - .y al dilereacinr, sz tigae:
nemueltn 1a dnterel, alora ss welve a la varinels 977 . = B ! %
i glnal utilizando la nisnn transformacién: - 5 du = 2 dx
Zp= ' gy 0T g CEAPBR S . ' | .o
= /3 - . "Por 1o tanto: ax = duf?2 - ¥ 2r = .m . 3
L = - (cosix) ) . . . : )
, n= aue 2l ser sustituides en la intcécral inieial 24 ?
te la Resla de Tarrow, se tien ' : Ho -
¥ anlice Tinalmer a #egia de Harrow, | AN s . 4 oe ;
Y aplicendo Tinalneate la a 1 . ) & i p— Q; :
- ; 2 K ‘ i
A = - coadW/3) - cos3(0) = - (-1-1) = 2 u C 1 _ _ -%
. cando la constante 1/2 de la integrsl cueda: i
EJENPLO ‘ : . . u,
5 l =
Calcular el £ren limitada por 1la curva ¥ = cos2x, [ el _ A = 3 N eogu du
eje X, desde x;=- W/4; hesta x,= 0/4 T ‘ ' §
SOLUCION _ s ‘ ) Ia expresidn cosu du  es 1nénu10a a la 5 de la Tabla
: 1, cuya solucibn es:
Tl #res buseada se muestrz en la fig. 6.3. Y . . :
Y L ' : By : g B,
_ . : : 1 1 2
A = E . cosu du = = semu
v o . 2 u - . j
Volviendo a la wvariable original con la nisma trahsfor—
/<;§§$ ‘macién se tiene: '
£ A - X : i 'ﬂ/4 . _ . s
x1=-u/4 s 1 1
: A = Z(sen2x}| _. = = li-(-1)| = 1
£ -4 2 .
. Wi
FIGURA 6.3 = ~, Cos2x Gx = 1
: . _uj4

rrRp s T
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EJEMPLO : , ; ! : '
s Ty : T o ' a2 ‘
Resolver la x\x"+4 dx ‘ : ; & I = 1/2 ul/2 ju- = 1/2 — + C
- : . . T ST T e o
SOLUCION ; 5 75 :
I = 1/3 W2 e

Para este caso, las alvernatives de cambio de variable-

que ge puéﬂen hacer son: ; ) X :
al Regresando a la variable original, queda:

Alternativa 1: o B _ . wos ‘ T = '1/3 (x244)3/2 - B
u o= x°+4 (1) : ; S .
. ) : ivlicando Lo serunda alternativa se tiene:
Alternativa 2: - e ) § : .; o :
: o 5 1/2 s I = ¥ d32+4 dx = (=#8) 7 ° x4z Gt
u = (x° + 4) . L2} ; : .
' como .
Alternativa 3:
. u = (x'?-rli)l‘/2 ;. (2)
2 : o
e x? (3)
; xdz . : .
. . ' - B = y1/2 i ete X dx = (x2+4)1/2 a3
“ Alternativa 4: : o ' ) o . {x2+¢)
u =V X . (4) - como : '(x2+4)l/2 = u
‘ "ent : k : dx .= u ﬁu . : 2)
De (1): entonces _ x -x | . {
S .2 sustituyendo (2) y (3) en (1), queda:
u = x"+4 ‘
entonces, du = 2x éx ..(5) . . x dx = du/2 ..(7) I = w.u du = . u Qu
Sustituyendo (5) y {6) en la integral vropuestz, queda: Dicha integral es 4e la forma gup dit  cuys solaoilh es:
I = b 4 x2+¢ dx = x2+4 x dx 5 . B, ‘ 113
' S Tz TR I = + O
3

-
1|

S'dl/? du/2 = 1/2 S _y}/? du

La Gltima interral es de 1la forma gun du, 1a qﬁe ya:
. se conoce su solueifn,

Vblviendo a laAinfegral original se obtiene:
. ; 3
[(12-{-4 )1/2]
3 -

s + C

= dman

O,

(33
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= ) ) (x2+4)3/.2
L vy +4 dx = —————=—— + C
3

+ilizando shora la alternativa {3), se obtiene:

T e o= x\/x2+4 dx e : ny

x L] . . y
como u o= X g (2)
gntonces du = 2x dx g x dx = 4du/2 {3}

A Sustituysndo (2) 7 {3) en (1), nueda:

T o1 4
I = u + 4 5. = 5 L -+- 2 du
41 commarar la Ultima intesral con las de 1a Tabla 1, -

se observa gue no se parece a algjuna, y en eshe caso e Dase

sario hacer oiro mmevo cambio de variable, una z2lternative -
es

Y = u+ 4 . dvy = du

%S\/uw‘r du = i vl/2 dv .
Cuya solucifén es:

3/2

=]
It
ne

rezresando a la varisble u con la transformacidn ;

v = u + 4

queds : :
I = % (w+a)¥? . ¢
por dltino, se regresa a la variébié x con la transformacién:
u:..:x_2'

2 I = _% (x? + 4)3/2 o

Pore 1a filtima alternativa, como se trata de la Tuncién
identidad oueda la misma integral con otra varisble aue, 200

* ge vi6, no se vuede reésolver en forma directa,

41 analizer las nlternetivas de'solueidn, . se obgarya muo

existen algunas aue son ads sinples que otras, por ejeanlo,--

"1as alternativas (1) ¥ (2) son nds siznles rmuz 1z (31, 7 le'-

(4) no conduce = alguna goluciba; por lo nue~ta dehe biuss-T -
1

de ser wozibls, ¢l sncbilo f@ varla®le nue cuswls los z: I .-

tes objztivos:

aY.- 4l hacer el czmhio de variable se obienga sl:iuna-
de las 9 intezrzles de la Tabls 1,

b).—~ Que las operacionss aljsbrdicas que se realic:n -

sean los mis simples posille.

Como se ve mis adelante, alguias ocasiones no se Tusia-
lograr lo onterior, entonces se tienen que ussr varios méto-
dos de integracibn para resolver el problemz planteago o al-

& - A i
. gunag transformesciones algebrdicas para llegar al resultado,

‘esto ttltimo se ilustra en el siguiente:

EJENPLO
Calcule la siéuiente integral

dx

1+ X

SOLUCION
Como se observa, la integral no es inmediata {no es se—
nejante .a ringuna de las que estdn en la Tabla 1).

sy

ST T T

i S e
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Podemos pensar-en las sustituciones

> . i ’ dan dau
10 u=ex, liu:ex [i5 4 6. dx:—f:-——
. e o
2° u _'l+ex, du = ¥ ax
1
3 u= =
: T+e

Para la vrimers sustitucién, la intesral regultanie o

iz duu - du
—T = e ——— = '—"‘-“'—-"'-—
lee™ l+u . u(L+u)

esta integral trnuoco aparece en la Tabla 1, y aparentenonte
no es fécil de resolver por este método,

El lector podrd verificar gue algb.anélogo.ccurre rghau
1ss otras suctituciones propuestas, por lo que se enpleard -

el siguiente nriificio (paso algebraico):

Con el fin de poder hacer un cambio de variable u=u(x)},
tal que la funcién de u se pueds expresar en forma semejnnte
a alguna de las de la Tebla 1.

Multiplfquese rumerador ¥ denominsdor por e_x; obteniendc ;

-~

dx e Xax e Xdx
S ~ = \"===x ° |\ =
: l+e ’ e “+e e e T+l

Ahora, se puede usar el siguniente cambio de variable:

no= e x4l

du = - e ™ dx

Sustituvendo valores en la integral (1) se obtiene:

e Xax du - du
I = Toie——— D i = =
&~ %51 woo u

Esta #ltima intezral es inmediata y avarece en la. Tabla

1, por lo que:
¥ o owlnws = =T ld%i]l &

fota.~ T1 artifieio de multirlicar 1n funcidn 2 ints--
S -x
grar ©(x) por otra funcién #(x), en este caso e, ho 5s- -

puede Seaeralizar; alsunzs ocssioues e necesario realizer o ~I%

tras omeraeionss o transformsciones, tode ello tiene wor oi-
jeto abtener una nusva intesral auve nzdisnte un ecanbio de s

riable se puede resolver nor alguns de las de la Tabls 1.

Obsérvese cue la forma de resolver las integrales 2ni=-

riores ha sido la sisuiente:

f(x) ax = —* \ g(u) au

du = u'(x) dx

que es la diferencial de la funcién compuesta s(u), es degir

en que u = u{x) .entonces

.

g(u) Q# = g [ufx)] ut(x) dx

lo que llevs al sisuiente:

TEOREMA 6.1 - Sea la funeibn u=u{x} definida sobre el -
intervalo cerrado [a,b] en donde u'{x) es continua sobre el-
mismo intervalo. 5i ademfs g(u) es una funeidn continua en-
el intervala cerrado [ul,u2] donde : ui:u(a) ¥ lu2=u(b), en

Lonces :

2 : 5 b
g(u) au = £ [u(x)] (—Z—(;l) dax

e

o
LR



Pero f(x)

g [u(x)] u'(xs | =

£(x) ax z{u) du

b
Camo se puede observar, cuando ge tiene S f{x) ax

o

y &ésta no es inzediata, entre otras alternativas, estf4 1z de

recurrir a "un cambio de variable" lel timo u=u(x) con ci-

fin de tener la integral
€ 1

g 2

“3

oue se resuelva nor alguna de las de lz T2bla 1, es decir, -

glu) du

- que sea imnadiata.
DECSTRACION & _ u2 u,
Se sabe que: g{u) du = G{u)
. uy
Utilizando el Primer Teorema “undamental del Cdleculo in
tegral,” se sabe que existe una relacién entre g(u)‘y G(u) da
da por:

: d
glu) = ~ &(u) (1)
U .
como clu) = g [u(x)] ghtonces
a W dxe
-— G [u x)] = — — = g(u)
du ! ~dx du .
. : aG .
= glu) dx = ;; dx _ , (2}
Por otro lado o
¢ @@ a6 (w0 aux) .
—_ — — = - o {3)

ax ~ du dx du dx

34

Sustituyendo (3) en {2), dueda:

. E— G [L(x)]

u k - éx

g(u) aul =

Intefrando ambos miémbros, se tiane:

T LR e i, s
; du ) - : - @dx- :
b :3:; a [u(:c)l- = [u(:,_)] 3 Lo
u | b . :
.t 2 clu) du = & [u(x)] -"IJ(-}‘ -
uy 2 _—E;—_

L.isl. T

El teorsmz anterior tembifn es vilido en €l caso de auw
el 1imite superior es variable, es decir, nsra €l caso de -
na variable indefinida. \

A continuacién aplicaremos el teorems enterior para re-.
solver los siguientes ejemplos:

EJEFLO
Se desea caleular la ordenada media de 1a funeidn

X

x
f{x) = & cose

entre los valcfes Xy = 0. ¥ %, = 3

SOLUCIOCHN &

Como se vib en el capftulo 5, la érdenada media f(c) se

‘gbtiene de la siguiente manera: : :

x
2

1 = oX

Xy=Xq

fle) = -cose” dx . . . (1)
Xl' ’

sustituyendo en (1) los valores 220 ¥ xp=3, se tiene:

(=) % . o g



Wl

1 3 ‘
— ex ccscx dx =

3 . : "
S coae™(etdx) . . (2)
¢ Jo 0 A

r_f(c) =

Hzciendo la sustitucibn

1=z e entonces : du = e* dx s e GE)
Qbsérvese gue en este caso
X . : . u2
coser(efdx) = cosu ‘du 5w s )
'.’. 5, Y,
es decir, _ K
- £ fa(x)] . = cose
.E y o ) U.(X) - ex
| .d u(x) ox
dx
0 gea:
T L e d u(x) % A
a‘ gln} du = f[u(x)] ax = fz) dx
uy \ x %y
‘ i Como ) u = ex ’
il g : %
i ' S8l oxy = 0 =h v = e = 1
: ;
; - gl X, = 3 =) u, = e3
‘ Sustituyendo (4) en (2) queda:.
1 . 33 ) 1 ', 93
£ = = ecosnu du = T senu
{C} 3 5 A 3 . .
’ . o B anad =lo.4-o.8‘41]=ﬁ
e E(e] = - i-:ene senl] 3 [ 9- 3
fle) = 0.033
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Obsérvese que para obtener el valor de f(c) no fué nece -

sario volver a la variable x, debido a qﬁe se calculd 1=

u, S
g{u) du
e

Considérese el siguiente ejemplo

- BIEWPLO f
Caleular el Areu de la curva f(x} = ‘/-—=..
=1 hesta x5, =2 *

deade

SOLUCION ¢

Segtin 1o visto en el capitulo 5, el 4rea se calcula con
el siguiente nmodelo metemdtico: i '
N

3

x2=2

xl=1

Esta integral no parecce inmediata, pero véase qu'e POSHE-

si hacemos la sizuiente sustitucién:

u = Jx— (2)
diferenciando se tiene
‘ Cdx
du = -
' 2\/x
dx 2
== = 2du (3)

Vx

sustituvendo (2) ¥ (3}

en (1), y cambiando los limites de in
tegraéibn aneda : '

u Wy u :
"My 2 ; 2

e 2du , 2§ et du
1 Uy o uy )
aue gegln la Tabla 1, es una integral inmedints que dA
por lo tanto: ; )

n
n

o] e".l

Y




u "2
A = 2 e
, uy
Bolo W =.X 4 entonces :

1

si =m = 1L = oy

ETELNPLO -

6.l

E(eE—ll e}

1

= - oMy = JE—

iy

=3
2
fard

= 2(4.11 - 2.72) =

Resolver las sirmuicntes interrzles anlicando el Teorame

ax L
) g a b) g?xz 13 ax
4x=3 . L
2 2
c) g sen“x cosx 4x a) g x l+x  dx
SOLUCION ¢
: Cdx .
Caso ate— —m % & (17
Yix=3
Haciendo la sustitueibn u = 4x=3 b e & L2
entonces du =4 dx se ¥iene .'. dx =du/d ... ()
Sustituyendo (2) y (3) en (1), oueda:
ax (1/4) du
_\/éz—j ) Ju
reasrunando e integrando se obtiene:
, (~1/2)+1 ' : ;
. .u -
%u_l/zdu:’ = +'C = %u1/2+c:

4 (-1/2)1

¥ regresando a la variable original ‘u=4x-3, se obtiene:
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B 2 Ltmea? st
\/41-3 2
2):2

Caso bl 1%  dx

8i hmcemos el sisuniente cambio de variable: vel-x- L(1)

. 2
Temos que: du = =3x" dx

2 éu
i dx = -3
Sustituyendo (1) _; (2) en b), oueda:
3 : . 7 {12}
d u Y
2J‘1—! _U- = - -g ul/z daa = - 'g'
-3 . 3_ 3 (a/2)

Regresando 2 la varisble original, quefa:

(1-x) 3/2
= - = + C
3y
oe 2x2 ]/l—x} dx l = -% (lnx3)3/2 ‘

Caso c). Ysen%«: cosx dx

Algunas e las relaciones entre senx ¥ cosx e

das por:

d(seax} = cosx dx ¥

d{cosxt) = -senx dx

i

c

5

An dn

Ta funcién interrando, da idea de que cosx dx es

d(senx), ¥ entonces:

g sen’x cosx dx =

Con el uso &e la relacién anterior, la in‘egral promueg

t'e. ge puede Tesolver de la siguiente manera:

Hirase u = senx

senzx d\ﬁemc) jme s

o

e

b . * - 2 ° :
i e i T ¥ e R it ittt 5 g, W i V¢ F i e

g P R ey ©



- finelmente:

112 'du

2
o e sen"x cosx dx

u3/3 + C

gsenzx cosx dx

Regresando a la variable indenendiente "x", se obtiene -

gsengx cosx dx = -]3'- sendz 4 °C
Caso ). ) «? 1/l+x . dx . - o sy
$i se hace "u = 1l+x ' . wiak2)
du = ax PR T )

cono se observa, la diferencial no incluye a x2, por lo puz-
; 2 ;
se despejerd el valor de "x" y se expresarid x~ como funeibn-

de u
X = u-=1 5 h'a

%2 = (u—1)2 = wl-2u+1

-

Sustituyends-(2), (_3} v (4) en (1), la integral sdopta-
la siguicute forma: ; ) . _

2 fix stz g(uz-?ml) Jo. au

Efectuando operaciones:

e

g(u2 - 2w+ /8 au
tu5/2—2u3/2+ ui/z) du

on1/2 _ 4u5/2 X oud/2 N
7 5 3

2

x° Jl+x dx c

regresando a la variable original con la sustitucibén u=l+x,
queda : '
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gxz +x dx = % (1+x)7/2 -% (l-ni:-)‘j/2 + -% (1+x)3/2 s 8

tunque en estos ejemplos mo se hanpropuesto otras alter
nativas de cambio de variable, se ha elegido la que se conci
dera mis simple.

6.4 CAWBIO DE VARIARLE TRIGONOMETRICA. .

-

Se expondr{ este método a partir del siguiente:

EJEVPLO

"
1 SN

Calcular el érea eatre la curva f{x) = ————0—, 2l \
3 9 : = Y

a =X T T

eje Y, y las rectas- x = 0, x = &/2

SOLUCION ;
El 4rea estd dada por :

x a/2 L
S (. B o (1)
: x | ” ]

“Para resolver la integral

dx
aZox?

considérese las siguientes alternativas de sustitucién:

A= w=x> = =} du

1

2x ax
5 ‘
B.- u=a’-x° = du = -2x &

aa.?-x2 =} du

x dx
l/a2‘12

Al hac.er el cambio de variable, se verd que no se llega
a alguna de las integrales dadas en la Tabla 1, por lo que -
vara estos casos se usard otro c&mbio_ de variable llamado -

u



3

_trigonométrico. .
2 8, e
) _ . ‘. T2 2
Existen reglas de correspondencia que relacionan la va- ‘ R o 48 ., = 2 2

riable independiente, ¥y el radical con otra variable gue es- . LR , 1

el &ngulo de un tridngulo rectingulo, como se muest_:c'a_‘a conl— Regresando a la variable x 5é tiene:

tinuacibn:

x/a = se:}x"e .. @ = ang sen x/a
a ! ' :
X . .. eg decir:
Y 222 Xy dx . Xy 2
- = = ang sen-x/a = ang sen x/a
Bstableciendo que: _ ' % - fa?x? * 0
gem 9 = ;L ks x =asend o (2) . finalmente, aplieando 1é regla de Barrow, gueda:
' 2 ‘ I : T
cozs & = L;-Z-— ‘ P &2—x2 zacos® . . . (3) -s./2 i s
3 ’ : 5, dx - = '
: - —n [“/6 - 0] = 0.524 u°
La expresibn {1), d4 la regla de correspondencia entre- 0 /a?‘-xz
l1as variables x y ©, resultando que x = x(€), ¥y por ftante- : .
el redical %ambién es funcibn de €.

A continuacién se tratard otro caso que se resolverd en

' - - forma semejante,
Se presentan dos cases: x%0 y x< 0, en los cuales- ‘

1a variable ® estd comprendida entre [0 s W2 7 |0 - u/z]  BIENPLO :

respectivamente. ' : dx

‘ Lo ' Caloular s —— (1)
' ’ x2+a2

Diferenciando la expresién (2), se tiene:
ax = & cos & o (4) y _ ‘ |
Relacionemos la variable independiente "x® y'el rafdieql

Sustituyendo (3) y (4) o (1), se obtiene: ' con el 4ngulo € del siguiente tridngulo rectdngulo:
Xy e, & ; . ; o .
2 cos® de -
2 _ﬁ_x_" - acos - 2 a0 , 32_”[2
- ' . £
%1 yaix? 1% A gosd Ry
‘ : d

Ia integral resultante es inmediata o B

" Se tiene que:

Tan & = x/a =p x = aTané : 2)

. .‘-..;_..;;.___":._._._ s e




ix = .a secZe 4o

Ademds -

. o " A
T 008 & = ———== = vx2+a2 = = a sech

x2+a2 -cosé

Sustituyendo (3) y (4) en (l},lse obtiene:
2

- ax asec’® o '
L Y sect 39
a secd

o
x2+a—

que es una integral inmediata.

gsec.eds = L |sece +tane] + ©

Volviendo a l2 variable independiente "x", se obtiene ~

‘ finalmente:
L dx

P
x2+a"

1l
=
3

Los ejemplos anteriores, se resolvieron nor el método -
de cambio de variable frigonoméirica, también 1lamedo "mlte-
do de sustitucibn trigonométrica". DNicho métoedo relaciona -

los catetos ¥ la hipotenusa de un trifngulo rectdngulo con los
radicales cue aparecen en la funcibn integrando y el Angulo-
&, por lo que los radicales tambidn se pueden referir al Teo

rema de Pitiporas de la siguiente manera:

Si en el tridngule rectingulo conocetos los dos catetos,

entonces s

-

Fay . : , 8K

_ : 2 3
hipotenusa ' = \/(cateto)i + (eateto}é

Si conocemos un cateto y la hipotenusa:

{cateto) = (higoteuusa)z - (r:atéto)2
2

; " 1 :
4 continuacibn se Adeseribirdn los diferentes casos r~us—

se presentan en estos radicales.

Caso..l.- 5i tenemos Y a®-x
tridn-ulo es:

az-x

Las variables x y € se relacionan de la siguients n~ng

¥ = & g8ne. T gfedd . B

; ; 2.2 4
Caso 2.- 51 se tiene yYa“+x® donde a=constante, x=ve
riable.

‘Bste radical representa 1n, sumz éel cuadrado de los ¢—
tetos; dibujemos un tridngulo y llamemos € al 4Angulo opinestn

~a la variable x.

En este caso, tzambién se pueden relacionar las varia- -

bles x ¥ & de la siguiente manera:

X = a tane

: i I 3 -
© Caso 3.- Si tenemos x2-a2 {a=constante, x=varia—

,-bie), formamos el tridngulao: .

e S g
ey o

i)



" intesracibn y aplicar la Regla de 3arrow para la nueva vzria

Entonces, la funcifn que relaciona a las variables x
£ es: 1 : ) '
' ‘X = a sechb’

En restinen se coneluye lo simiiente:

: n/2
2
) Tara 1nteg‘r?ndoo aonae aparezcan ('a. —% 3 -

(x2+a2)n/_‘, (x2- '1?) n/2 donde n-es entero, considérese nl/z

no de los crgos 1 a 3.

b) etablézesse un tridnsulo rue relscione la varisll-
x ¥ el radical con le varisble angular &.. o

¢) Intérrese . en la nusva variable,
d) Rerrésese a la veriable origin=l.

En los casos de integrales dei‘inidas, una alternative
meg TDarz el paso 4}, consiste ‘en cambiar los 1fmites de -

ble,

A continuzeidn se resolverdn otros ejemplos utlllzando—
el ‘niiétodo de sustitucién trlgonométrica"

 EJE¥XPLO
é dx
Calecular ‘ -—
o B a2+x2
SOLUCION ¢

Aunque en este ejercicio no aparece una rafz; nos val——
dremos del artlflclo de sacar ralz curdrada y elevar al cua-
dradc, como se hace a continuacibn:

dx

e T
(VaZ+x2)

(1)

40

ﬁsociando'el radical y la variable "x" a un tridngulo - -

rectinsulo, se tiene:

a
Nonde ¢ _ Tand = x/a =) . x = alané
N ’ 5 : _
Por 1o tanto dx = a sec™e d® (2}
Ademds a2+x2 = a secd ) (3

Sustituyendo (2) ¥ (3) en (1}, gueda:

dx asecee de
2 = ..
( /az+:{2 ) (asece)
Por lo tanioe:
ix - - asec? de 1 3
= = ae = -5
a a

gD 3 I T
(m asece.

‘volviendo & la variable "x":

dx
1 X
-—-—25 = g eng tan =
(Z2E
EJ EFFLO

Calc_ular- el d4rea encerrada por la elipge: -
. g

a2 b2

SOLUCION ;¢
Bl £rea estd dada por la siguiedte expresién:

X_q,f_":]_' o . (1) .

Lo




M

X

A = f(x) dx B o= A g a?x?®  ax (2)
! 12
De la ecuacidén (1), se deapeja ¥, para tener la regla - i hsociémos nuevamente la variable x y el radical a un -
de correspondencia y = £(x). : , tridngulo recténgulo '
> n 2
y = f(x) = :—z-— e."-xz,

como en este caso se tiene para un valor de x, dos valores -
distintos de v, se obtienen dos reglas. de correspondencia -

‘ - ) oue son:

o

) E— a’x® ¥ ¥%0

¥

¥

u

—-2— al-x?. ¥ 5 0% 1
. AEntonces:

Dade la simetria de 1la figurz, se calculari el drea de-
1a parte sombreada, aue se muestra en la figura 6.4 ¥y se -~ : = & sen® , A o (3)

. . . . E I...
multiplicard el re;ultado per 4, para obtener e;l. drea ‘t°t"’-1’ A a.?-:»r2 = a cos@ . : . . {4) S
X ‘ ' Diferenciando (3), se tiene:
(0,1) : : .. dx ‘= a cos@ 46 . _ ' (%)

Sustituyendo (4) y (5} en (2), queda:

| = 3 a A Ss €
| . . ; 2
| - / 2
A = 4-2 g a?‘—x‘. dx = 4b acosdcosd de
| 0 . a F-
GO =1
. . G [ 8, - .
«fe A = 4ab cos26 a0 (6)
i . e ;
i i
a . : .
o= & _E : a?—x2 dx . donde_l_ el =.0 cuando x =0
0 . o ; ) ' ¥y 0, = W2 cuando x=a

Aplicande las propiedédes bisices, resulta:

La integral resultante no es inmediata ¥y con los nbto——
dos tratados hasta ahora no se puede resolver, por lo gue es
necesario auxiliarse de otros métodos de integracibn para -




los casos en que tengamos aue resolver intesrsles donde nya-
rezcah notenciag de las funciones triconoméiricas, ecomo los-
autores tratan a continuacibn. ' '

6,5 INTIIRACION POR TEANSPONACION 1T2IZ00RETRIZA,

Como se indica en el ndrrafo anterior, sxisten inteira-
“les de .funciones trigonométricas,no inmediatas ¥ que maTs -
resolverlas nos auxiliarsaos de sustitucicnes utilizando las
identidafes trigonoubtricas para llésar a integrales inmedin-

tas,

) El problsna consiste en resolver la dintesrel de 12 oi--
vresién (&)
= e,

&

para llemar a una integrel inmediata, una forma dz obhen srla,
rs transformar la intesral (7) con él uso de identidades iri
gonoumftriens, a otro tivo dz intezrales trigonombtricas, oua
sean semejantes a las de la T2blz 1, como se muestra a conti
nuacibn
De 1la trizonometriz se cumple gue:
sen?;{ + cosad = 1° : (1)
2 %, - -
cosed - send = cos 24 : (9)

¥, a -partir de las identidades anteriores se obtiene que:

. 1+cos24 :
cos? = - (10)

Sustituyendo (10) en -(’!),-queda PR
5 . . ‘

2, % cosZ@® . % 1
cos @ d& = (1/2 + —~ ) de = 348 +
e, . .
1 1 T .
. 9?
e LU C eeeal?1} .

9 . s * .
cos'® &6 - - g )
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1

"Bn la expresiSn (11) regultan practicamente inteyrslzs— .
jamefintas, curo resultado es: : '
8y " i Fe¥s

¢os 28 = g + ry senz26-

o=

o
& Y1

regresando a l=. expresién (6), se obtiene:
. on
A = aab {16 + L senze (12)
138 + 3 o
. A

sustituyendo los valores de &; y 8, en (12) ¥ aplicfmdq la -

regla e Bzirow, s@ oatiene s

A = dab [%-% = -} sen2(1,2 ] -[ -},:{1‘«). - -]2* sen 2(‘-’5}]

- simplificando:

A r.‘ 4'|-L-a‘h ‘uniéadés cuadradas.

A continuacidn se hardn otros elemnlos en los que se -
realizan transformaciones usando id gntida&as trigonométri- ~

)
S gen"x dx

De manera semejante al ejemplo anterior, hdgase la sus-
titucibn ¢

cas.
EJEMPLO
Resolver la integral

SOLUCION &

sen’x = -lé- - 12'- cos2x ' obteniendo:
sen’x dx = Sl {-}2 --% cos2x) dx

g%dx - g% cos?:f dx

Las integrales anteriores resultan practicamente inmedig

tas, si se hace cos2x = cosu , con la sustitucifn u=2x, -
con lo que el resultado es:

[l —



S‘senzx dx = %-x - %‘-seth + €
EJERPLC
Regolver la integral : cos3x dax
SOLUCION ¢

Para aplicar la sustitucién anterior a esta integral h
-ga.se : i

3

cos”x dx

13

2
¢os”x cosx dx

1 p ! o
S(-z- + 3 cos?x} cosx d,c.‘ A

]

|-

S cosx dx° + %Ycos?x cosx dx

pero la segsunda integral no se ha visto afin como se resuelve,

por 1o gue en este caso, se probard otra sustitueidn: hémase:

)

l-sen~<x.
3 2 ,
cos x dx {1-sen“x) cosx dx
Y . 2
Scosx dx - gsen X cosx dx

si en la segunda integral se hace la sustitucién

cos?x =

n

f

u = senx du = cosx dx

¥ se llega a integrales inmediatas, cuya solucibn es :

3

cog"x dx = senx -l sen3x + C

3
En algunas integrales aparecen productos de potencias -

de funciones trlgonométncas. algunas de las cuales se pue—
den representar como s ,

sen™y cos™ du donde myn€l
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las sustituciones que se recomiendan se desprenden de.—
“los dos Gltimos ejemplos vistos_‘anteriormente, en donds a2

‘saron identidades trigonométricas aue transformaron ldés inte

- grales a integrales inmediatas, las reco*ewdaclones pars 1o-

frar lo anterior son :

Jas0 l.- Sim ¥ n son pares ¥ t\osi'ti‘ros, o ala'uno e -

los doa es cero, héease lzs slf_'u‘:t.?ntes Sustltﬂﬂlones :

- %_caszu

-
cosu

2ol :\'Jh—t

1
2
+ Zeos?u

Caso 2.~ Simy/6§ n es impar positivo, aux{liese dz 1~

siguiente identidad

2 2.
sen™y + cosTuw = 1
< S -2 2
sustituyendo la funcién sen®m = 1 - ecosu . §
2 o .
cosu = 1= senzu ~ en la funcibn trigonométrica cuya po--

tencia sea impar.

De esta manera se lle gard a funciones del tiwo gun du

donde u es la funcién trigonométrica send, 6 cosd

- A continuzcibn se ilustra el proceso descrite anterior-
nente con los siguientes ejemnplos:

EJENPLO |
Resolver: . I = gsenzx cosx dx ' (1)
SOLUCION ;

Como la integral (1) es del tipo del caso 1, wor lo nue
se hacen las sustituciones:

sen’x = % ~ % cos2x ., cosex =

i

+ % €0s2xX
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‘las intesrales resultentes fon inmedintae, por 1o 2% =

1 = (% - %, cos?x) (%. ,,_..39; cos?x) dx - el regul.taco gs:

i Efectusndo oiscracioncs : e sen’x cos’x dx. = % sen’x - '52' sea’x + %_'sen'fx o (28
I = lg-i—'dx - g%: cosz?,:{ éx - (=) STENPLO v
| o | ' : I e gendy costx dx ' . (17
' Como se .obtuvo una potencia par de la Tunecibn coszno, - L . ' .
_otra ves négase la st{tsti:?:uci_.ﬁm: ' SOLUCTON s -
cos’2x = % # % cosdx - (3) ‘ fomo 1a interrel (1) ee fel tino 4sl cago 2, para T

) 28 b3 (2) L NS . ,  verlas, factoricese sensx y utilicese 1a identidad :
Suetiturzndo {(3) en (2 pueda s ) . . . :

3 1 ; 5 ‘ 5 .
sen™x .= Ll =¢08% 4 esto es:

9 X -.
gsen‘x senx cos4:.: dx

=t
i

gdx - % (%— + 3‘2- cosdx) dx :

x cos4x dx

’ 4 ! . sen
{%_ - %} dx - % S‘coséx dx - w

1]
™ [

. 2 5
= g(l—-cos"x) genx cosdx ax

. By Ld izl oo ; |
_ ‘ Efectuzndo operaciones:
EJENPLO . = TR . * . 6 a:
' 2 5 . : = \ (cos'x - cos x) senx dx

" Resolver "I = \sen"x cos’x dx - (1)

-SOLUGIOK: gcos4x senx tf-x - gcossx genz éx

La integral es del caso 2, por 1o gue se :resolverd de -

A v . : 4 p .]_". 5 ’ l‘. 7 Fad
la siguiente menera: Arreglando la funcibn de potencie im~— et To= sendx cos’x ax = - s e oy SRSas & R
par como se indica a continuacifn: !
L i : : Se pueden presentsr también integrales de la forma: '
I = senzx cos’x _dx = '\ gen x cos4x cosx 4=z (2) : o : " P g . g . &
" : : I = \tanudu _ {1)
|y usando la identidad coszx = 1= senzx ; sustitu-- ' ."u ) n s 5
2 : ' ' [ LI o= cot™n du (n entero positivo ma-
 yendola en.(2}, queda | i (yor que 1. - ) {2)
S TN o . O
= sen"x (l-sen'x cosx . En este caso se utilizan las siguientes identidades fri.

. gonombtricas :
Desarrollando:

2

: B W o 4 :
I = sen~x (1 - 2senx + sen x) coax dx

. —— e eyt 1

B

=SS
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2, on=2 . B

-3 on a2, D i :
tan'u = ta tan?u = tan “u {zec” - 1) i w3 4 :
. = % (= -9—9-}—395-) = % cotax (c_otza:x) adx
o P ) . n . 5 ) 5
cot™ = cot™%n eot® = coth=2, (eseh~ 1) % on W e o B 44 g - - "
l LI . ’ _ = : ) : o e E-c’—-"-il ‘= = \ cotax (escax-1) adx
| A : da a =
Con la identidad (3), en la intesral (1) queda:. - s S & . 8 1 7
ks 7 2 2 2 2 - il co:aa( - co;aax X é:!."I'n ]senaxl +.0
i . _ I.= tan™ “u tanu du = tan™ "u (sec ‘u-1) du d . : : e o s &
& R $ann=2 et tanh—2 a5 ; ' : o :
= 207 "u sectu du - an. u _l-'t También se pueden presentar integrales de la forma:
‘ T | : - '
: R _‘l:a_n_ - tann_zu du ' LA : ; g _
| -1 : e I = sec'u du ; : - (1)
1 : + . B -. - . N
: La tan®™? qu se resuelve utilizando nnevaments =1 - S : ‘ :
. - 6 I = cgcu dun (2) : !
' proceso anterior. T
' Q"‘J"T%
| ; ; 45 : . phd
i Para I = gcotnu du el mroceso es andlogo. ‘cuando.n es per, se enplea alguna de las sifuientes itentive Y
i : ‘ _ - des s : s i‘:
i s - ; . . . K
- Resolvames los siguientes ejenplos; o : . i
‘ - ; : . ~sec™u = sec®™% sec®u o secu (tanau+1}(n"2)/ e (3) ,:;’ff
L ETEMPLO o ' _ . A
‘ . ~ = 2 . : :
b : 5 csc™ = esc™ % ese®u = escln {cotZs1)(n-2)/2 (4) gLy
’ tanox dx = ) tanx (tan“x) ax = tanx (sec®x-1) ax - A : ‘ s
) ' : l : : Sustituyendo en (1 ned
| = gta.nx sec’x dx -= Stanx dx iy, i (3).en (1), queta,
| 2 ' - . # : : : e : o
tan"x : ‘ . . . , ?
| R e T Iseex| + ¢ _ I = (tanus1)(n-2)/2 sec®u du
| : EJEMPLO - : . )
=y : = . ‘ Las integrales resultantes son del tipo:
cotsaxdx_ = % cot’ax « adx ‘ o '
. . g 4 oo, : 2
: ) . u- du . ¥ sec u du
= % Scotau cotzax adx ) : ; S i : . 5B )
i 3 5 que.ya son inmediatas.
= 3 )eot’ax (esc®ax-1) adx
‘ En forna an{loga se procede para la cse™n du Poem
- 1 cot3ax (cscaax) adx - % cotdax adx % hE &
a . a\ solmmcs los s:.guientes ejemnloa :
iﬁ.




| - ETENPLO
| g sectu -du s \aec’u sec®u du
= Ssécgu (tangu + 1) éun
= Ssecgu #anzu'dq + E sec2u du
= EE%EE + tanu + C
. EImNELO
g 05062x dx

© SCLUCIOH :

Por comodidnd, hAgase la sustitueidn

2x = u 2dx = du

Scscsu' du =

‘csezul (cot4u + 2cot?u + 1) du

'

. o 3
Kcsczu {cot™u+1) u

=
1l
[
o
0n
5
[Ye]
N
[+
"
I [}
Bt L [N
nafi-

|
rol=

Scsczu cottudu + | ese®u cot?‘_u du

2
+%- gcscudu

te caso se tratard posteriormente,

- 46

.I..-q 3 -
= - %.co; T co; u % a5t 6 b 0
_ co‘t52x - co’c32x _ gcot 2x &
- 10 3 2 2
Cuando "u" es impar, no se llega a la solucibn, ¥ es

Adenis, se pueden presentar interrales de la forma:

K scc™u ton'm du . ' s ‘1)

=
n

I = g esetn cot™u éu '. i _(2)

En estos casos se emplean las sizuientes identidacdes, -

para llegar a intesrales inmedistas]

2 2
secw = 1+ tan™u
2 .2
csc™u = 1 + cot
Caso a) m: par positivo.

2

S sec™u tan™u du S sec™2u tan™u sec

u du

s {1+tén2u)(°"2)/2 tanPu sec™u du. .

con d(tanu) = sgczu du
las integrales (3) son de la forma u® du

Procediendo anzlogamente para la intezral (2), queds:

. g csc-:mu cotu du = -- §(1+cot2u)(_m'2)/2 _cofnu cscgu.t’.zir
Caso b) I n iapar positivo

g sec™ ten™uw du = gsecm"lutaﬁnulu secu tanu du
Haciendo o e ‘(aecz—-l)(n—l )/2 -'

d{secu) = secu tanu du , queda:



n-1

; . o 5 o
gsccmu tannu du = sec!"1 lu (see”™a = 1) 2 secu tanu éu

1 g L=l
= gse'cm"‘u {sec™n ~ 172 alsecu) ..
Ias interrales (4), son de la forma | u'du

o =naloraente mare le iaterral {2), guedn:

(o
'_ gr‘ m—l

que tembién son de 1z forma

Frocedisnd

~1—1

: o 5 ' i
esc®u cot™a Su 1, {ese™n - 1) 2 escu cotu an

(cscgu - 1) a{ezeu)

Sun du

Resolvanos los siguientes ejemnlos:

(]

ETEELO

Calculax I = gsecqax (tan’4ax) ax

SORUCION &

2

see " ax (tan'4ax) ax

2. L
sec ax tan 4ox (seczax) dx

it
Loy 2

- = 2
(1+tanZax) tanYax (sec®ax) dx

g ( ten~4ax + tan~fax ) d{tznax)

[tan'iax . tan;'l.ﬂ_:c] »a

_ cotdax  rot ax _ a
= - ——— - . +

3a .

I
o=

® =

- 3/2
-CGaleular . I =

sen X

dx
oosll/2,

‘)'

I, =

’ 8953/2 ‘ 4/2
= —-—7—-——-—- dx = tan*’ “x sec
# cos x cos'x | .
,A = gsec b3 tan3/2
o I = 2 tans/ 23
5

EJESPLO
Caleular: - I = séczx tan3x dx
SOLUCICH :

9
S secx tan”x (secx tanx) dx
secx (sec®x ~ 1) d(secx)

= S(sec X - secz) d(secx)
A
1

Caso c):

o impar y n par.

.
sec 1 tannu du =

+
winy

4:( dx

xsec.zcd.;

(1+tan x)tanj/?x secex dx

an®/ %

+

sec™u (St-:ff—'zv.r.-].)n/2 du

_I.as integrales que se obtienen son de la forma:

ral
v
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S‘sec#u du

Tonde n es impar ¥ como ya sne menciond, se resolverd- -

m4s adelante.
Pozf ﬁlﬁmo se pueden tener intecrales de la forf-e..-
Caso &) : X .sen(m_u) cos{nu) diu
G'Ias'o‘rb) Ss_en(mu) gsen{nu) du -
" Caso c¢) , _ gcét;:s-(mu) cbs(nu.)ﬁu

Zn las que se utilizerdn las siguientes identidades r7=

traneforaarlas a integrales inmedimtas.

almenlu + aen(m-n)u]'

- W
(¢

sen{mu) cos{nu) _

sen(mﬁ) sen(nu) [cos{m—n)-u. - cos(mn)u]

n

1
ol= Nl rofe

cos(me) cos{nu) (cos(mm)ﬁ + cos(m-n)u]

Para el caso a), se tiene:

g sen(_mu) cos(nu) du = % gen(mendn du + |\ sen(z-2)u -.‘-.'.:,].

~ cos{em-n}: ]
¥ +

o+n o=-n

cos{m+n)u

b
I
N

Para el casa b}, 'se tiene: -

sen{mu) sen({pu) du =

S' [co_s(n_l-n)u - co's{m-n)ﬁ J du

sen(n-nlu
m-n m+n

c

ml . pol

" sen{m#nlu ]
.

Y para el czso c) se tiene:

%g [cos(mn)u- F r;os(m—n)u-] an

gen{m+nu . gen{m-n)u
- + + 0
W m-n

chg(mu) cos(nu) du

I
=

& continusecidn resolvamos el siguiente:

ETEXFLO
Calcular:

1l.- 'sen3x sen2x dx

sen5(x3-2) coss(x3-2) izdx

2.— Scasclx coslx dx

3o
SOLUCION
1l.- S sen3x sen2x dx en que m=3, n=2 se tiens el -
caso b). -

1]
ol

[gcos(B-E)x dx -~ gcos(3+2)x rl:c]

senx - T]'GsenSx + €

XS_EKBX gen2x dx -

il

2e= S cosdx cosix dx , la integral = resolver es cel

caso c), 2n que m=4 ¥ n=3.

cosax cosdx dx = %[gcos(4+3)x ax - 8395(4—3):! dx]

= L i :
= 7 senTx * 3 senx  + c

o= senS (x3-2) 0056(13-.2) x? ax

el e " 2

&

o e e,

o o s 1,

T e o e et S e T
e e o b



49

Haciendo u = (x3-—2) da = 3x2 dx, quedas: 3 ) . i X,=2 S 2
| 8 = . ds = 1+ (ex/ix)” ax Gy
‘ ] 2 3 2 1 . E X]_:-Z -3
sen5(x”-2) cosb{x’-2) x"dx = 3 \sendu cosbu du : v
que es el caso a}, en que m=5u. y n=bu - _ \ : Gomo ¥y =4 -x" , lentonces:
: 2 : dy
= -é- [senllu + sen(-u)] au _ _ = Al 2% {2)
_ _1cosllu _“l cos(-u) ; # -ty . ' : ‘
- 511 ] S i : A Sugtituyendo (2) en (1), sueda:
- _Acocllfx3—?) i cog(-'3+7l . B A P :
66 g i L8 = I+ (-2z)° itd
:' Ofro ejenplo de transfqrmaciﬁn triconomﬁtrica se pre%aﬁ : 2 ‘/ﬁ————€§~ : : : )
ta cuando caleulamos la longzitud del recorrico da un nrovae— = 1+ 4x"  dx ] ' 3]

til en eaidéa libre.

¢ ‘Para resolver esta intesrsl 52 n50¢ie el radicsl cna - '
BIERFLO : 8 H 2 B3 A=

1a higotenusa de un tridngulo recvt’uguwlo, donde los cabwiun—
Caleular la longltud recerrids por un rroyectil enire - ' son 1 ¥y 2%, resnectivamente.
las rectas x1=~2, “9_9 ¥ cuya trayectoria estd daéa DOy -~ )
la ecuacibn flx) = 4 - xz,

SOLUCIOh I

En 31 curso Je uatemétlcas I se ve gue la dlferenﬂlﬂl o
de 1la 1ong1tud de arco est{ dada como:

ds = ‘/1 + (dy/dx)'j dx -

Por lo tpn%o. la longitud de un arco es la integral de- :
la @iferencial de arco conprendlda entre losspuntos oue se - Y geed
desea obiener. :

1]

x ‘ 0w

ﬁ:ﬁx_ (5)

Diferenciando (4), ge tiene:

' Donde tang -

Asf pues, si s es la longitud buscada, éstd entre las -

i = LeecPodn - : | (%)
rectas xl=—2 ¥ x2=2, se tiene ques - ) z

N [

Sustituyendo (5) 7 (&) eit (3), quada;
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Virx® ax = | sece Zsec® a0 = S| T secto e
o - ° o T

Fero dichs intezral no se zuede resolver con alc
de los m&todos vistos hasta ahora, dorque es necesario anii-
liarse de otros mitodos como el cus s ve s continumsiin.

: 2 , X W
Bl términe 7px“+qx+r oaparece a menudo en lz Transfoms

-da inverse de Laplace, por 1o que a continuacifn se ven nliw

nos sienvlos donde aperece dicho término y citnl es el mrour-

g0 para rosolverlos:

EJEEPLO
4x+2 :
Tezolver I = —— ax (1)
: XX+ : ‘

" SOLUSICT _
i 2 L wl
Consiifrese la sustiiucibn y=x"+x+4 ::$ da={2x+1

v arréglese la integral (1) como:

4:_ 4742 2(x+1) &x
I S wor
x“+x+4 : xT4x+d
“eon lo cual:
4242 - 2 du
—_— dx = ——
X +x+d u

= 2Inu + C

2 Ln|12+x+4| + G

ETTPLO
’ 3x+2
Resolver lz integral T
. e, x“+2x+4
' SOLUCICH :

tn este caso X2+2x+4 es un trinoiio cuadrade paviecto

aue se mede escribir como:

2
x 2+ 4 o= (x+.2)

sustituyendo en lg iﬁtcgral, queda i

%42 -
éx
(z+2}2
3i h=zeesns la sustiiucibn u = x%?,_ donds X = U~P? 24 &

na g dx = du 5 par lo *anto:

Hu-2)+2 . bt ? -4
3 <4 = T T Trs S ——qu

3 il Z

u ; 1 n-

| &
= o2 o B 5 slmoli i o o
an an
= J}— - & -
u n-
= 3knu - - 4{-1/u) + C

volviendo 2 la variable x: -

= 3 TIxa{z+?) + 4/ze2 4+ 2

S 2NFPLO

Resolver la integral

SOLUCION ¢

Complrtamos el denominador para obtener un trinomio o
drado perfecto, este es:




12+x+4

I

g :
x"+x+ 1/4 + 15/4

h

2
(+ %) 15/

Sustituyendo (2) en (1)

Ju+2 42
e 2 = ax
xexed (x 5%+ 158

ny o L s 1 o -
’”_"'4'_9- :4:,-_-.\ 4 e e 2. — I 0
24?2 Hu-z) 4+ 2
5 au - = fu
P e 2 u- + 15,2
u gu " Gu
= 3 : e (SN e foal
S At S T
u o+ 1574 u” o+ 159,74

si se hece la sustitucidn ed 1la nriaers integral éc (3}

v = 15/4 Dav=20dn =D uwou-=-dv/2, queda:

u du dv

3‘
3 =72-an + 02

> fi
u” + 1574 . v

volviendo a la variabls u y después 2 x, qusia:

u du 3 l 1
3 = S In|{x+=) + 15/4] + ¢ wow w Lh)
w4 15/4 2 2 g l
1 du :
Por otrz parte, la = —5———— se resuelve nor-
- u® + 15/4

sugtitucibn #rigonomftrice y su solucidn es:

]
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% 6 = = ans tan ——
2 ) w419/ {visie V154

Simplificando y volviendo a 1a variable "x";

1 2(ud)
anz tan

5 Vis

$Cy LL(5)

‘finalments sustituyendo (4} y (5) en (2}, resuita;

J+? " 4.2 - ;
—— dx = 3{%— Lo (xe5) % 15/4]] *
x"+x+d ‘ -
q - _ ?.(~X+%-)
+ === ang itan — 5.

5 Vis

2 .
= % Ln‘|(x + % + %? l +

2(x + %)
ang tzn =

——=rt— c
+ VEE‘ o +

6.6 INTEGRACION POR PARTES.,

- Uno de los métodos que con mAs frecuencia se Wsa para -

transformer una integral dada en una inmediata, es el de In-

tegracifn pof partes, dicho método consiste en exvresar =
£(x) dx° como 1la integral del producte d2 una fua&ién“ -

u(x) por la diferencial de otra funcién 1lamada d v(x) .




Lo anterior se ohtisznsz *e la diferencinl del proifu

de 1as funciemes ul(x) ¥ v(x) como se ve en 21 sir:d

“Sean u{x)} .y vi(x) dos funecionas AzTirnidas en =1 in--
tervalo cerrado [a,b] cuyas derivedas también son conti- -
nuas en el intervalo czrrade [a,bl , entonces:

ﬁ(x} vi(x) dxll-= n(x) v(x) 4 u’ﬁx) w(x) ax

Para toda xe[a,b]

DEXOSURACTION ¢

.Sea el producto de funcionmes ul(x) v{x).

_ Entonces la diferencial del producte ul(x) v(x) es:

d [u(x)lv(x)] = u(x) d[V(x)] + a|ux)] ;(x) (1)

Despejando u{x)} a [v(x)] , Se obtiene:
u(x) d[v{x)] = d [u(x) v(x)] - vix) a u(x)] (2)
- Intesrando la expresidn anterior, se obtiene:

u{x) d[v(x)] = r! [‘l(!) - 'r(*-')] - ‘!(,) __.‘.[':(.__-]“l,q;.
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‘Entouces s

wx) 7 ex = ulx) vlx) - \ v et ()

Somo se obearva ea 1o exnresida (4), el nbiodo 4+ It
sracién vor Fertes trensforms el rwroblems inieial dg wn~ l——

ver una intarr=l de 1a forms
u{x) ﬂ[v(x}] dzr =\ ©{x) éx-

s otra intssral inmediata & cus suo resuelve nor alguno & -

log métolos datos o por wrles nuave:sita,

-

¥o se intents dzr ninzla tivo de rajla sensral e Y -

gleceién de los Cectores u y dv, nuls esto se logra ssl-~
mente con la exveriencia, es nor esto aue se recomiendn -1 -

leator resolver probleans en los cue se apliaus este %o

de intesracifn.,

Por siaplicidad usaremos u en vez de ul(x), ¥ v on
- vez de w{x).

& continsanifn cg investisard si 20n 2l nitodo s o

to se miede rusolver

secae ae

“gue se d2jo inconeluso en el dltimo ejemple 421 sud temz an-

terior. .

aecle 69_ =

[ENSESG I T

e A R




Laz alternativas de seleceionar n y o av

gon ;
Alternativa u dv du v
1 sec’® | 46 |3secotancas 9
T2 - sec"?G secedd ?_seceetaned‘e L(sece+i:m1e)
: 3 secd sec’*@de ‘secttandde - tan®
Anlienndo el Teoreman 6.2, se¢ ticne:
Te (1) :
seco@ 6 = o secc 9 - y:&& sec® tan & ao (8)
L ]
‘De (2):
. secdo a0 - sec20 T{secod + tan@) - E:ec’e tan® L{scce+tonilde
(5)
De (3):
sec3€) o = sec® tand® - sec@ tanZe ae (6)

De las tres alternativas, ninguna se puede resolver Tor
los métodos tratados, pero la expresién (6), se puene ai““"ll
ficar de la siguiente oaners :

g . ?

Haciendo tan‘e =

2
sec® ~ 1, se obtienes

gséc39 a8 = sechd tant -~ Iaacﬂ (secae-l] a8 .
.Efectuando, aberaciones :

Ssec36 ie = gec® tand - S‘EQGBG 48 + | secO ¢o

En esca dltima expresién vuelve a aparecer sec-”e de -

neroe con signo nerztivo, ror lo aue se
cel 1ado izquierdo ae 1s izutldad, con
_Torma en:

2 f.q 2038 co

Tinalmente .

g secdo a6 =

Por lo tanto,

= gech tand 4

Zomo - & ~
6, , >
el G6 = 3 14847 ax
€ =
1 ?
2 . 8,
P 1“'4? = dx = l;. ) sec}e ae
-l £
) 1 ]
1 y ;
= g [secG tané  + Ln(mc@ﬂanﬁ}] 5
i LT - I
) . 1 :
) / ) i g
Como sect = 1+4x~ 4 3 ._q
' - il B
¥ tand = oy | entonces: - ;l.-:. P:
2 ) ) 1
= 2
L o= L+4z* dx %[ V§+4x (22) + Ln(!ﬁ{»@x? + 2%) } I
-2 - : e = _ -3

1a longituad ragorrida es:

- [\/-(i)+Ln(\/l_7—+z'.)-(—4)v/1_'f-Ln(ﬁ-¢)]

18.53 ‘unidades de longitud

mede arrinar can 1 -
lo cue (7) so 4o -

secéd &6

% [sece tand + I;nA(secG\ttnn'S}]-;- 2
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5.7 NTEGRACICT PCot DISCCHFPOSICION EN TRACCIQOHZS Fidl -

STALZES.

Sono 32 he vieto, =iisten . diltrentes métocos prrs -l

¥
ver uns interral, h=ashe el momento se han tratado, el méted

42 canbio de varialle (=lecebrnien, tri-onsnftrica, itentid
) = el fe inserr-meifn nor partes, a continuseibn zs ex

Ar4d otro nmétolo, llarmido "m&todo de interracién por descoung

sicidn en fraccionszs =»roiales”. .

Pzra usnr icho mfion, s conveniente recordsr lo ruia-

g nhn Torgeifn »onienel .

Se llana fraceidn rnocilonnl, n 1- expresifn dada sas 1a

razbn de dos polinonios, ee deeir:

r) anx"+=n_lz + 0 0y oag

S w1
D(x) DX+ Lk 4

(1)

F(Z() = - :
¢ e . +b°

supéniase que los polinomios /(x) ¥y D(x) no tiencn rai-

ces comunes entre si.

Entonees las fracciones racionales pueden ser pronias o

Amoropias’

BRYININION 6.1

“raceidn racional inzroaiz es aniiella en ane el 3
del nmumerandor es mayor © iaual que €l grado del denomincdor.

DIPINICION 6.2

P"raccibn racional pronia es aquella en que el grado del
nunerador es menor que el grado £zl denoninador.

" Lag frmccilones impropias se separan de la siguvisnte m=ne

TE 3
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CMx) = Bx) 4 —— ; (2}
: ' n(x) .
* Donde P(x) es un nolinomio en x, ¥’ (x) es unz {ra- —
; ‘ , D(z)

ccidn nropia: .en-la nue R(X) ea el residuo de la divisibn.

' De tal forma que ’ g £(x) dx 4 si £{x) es una fracciéa -

racionzl impropia, se expresa de la siguiente manera s
R

[?(}:) + —J_;)(;; ] dx

ny{-- . - { ot
[P(:c) + Rha) ] dx = P(x) dx + T,
. . . ; . 2{x)

B{x)

La primera integral del lado derecho conduce g integra-
les del tipo udu ¥ la secunda exnresiéfn es la interv=l -
de una fraceidn racionzl propia, a la que para resolverls se
aplica la teoria de fracciones-racionales, como se ilnsira ~
en el siguiente ’

ETEPLO
xt o242

x2-1

ax = \ f(x)ex
A....(l)

" Resolver la integral = I =

SOLUCION ¢
"f(x) es una fraccién immropia, entonces al dividir obteg

nemos :

x°=1
Ahora se tiene el cociente 'xa-l més una fraccién pro;

pia,-

B e [(‘x2—l)-ll- 1: ] dx

x=1

i 2 g "
Ia integral (x°-1) dx  se intesra directamente, y -

#Hx) = (xP-1) + —— C ensal2),

ks




' o dx
para la parte \ —
x =1

se resuelve
T

. ) 1 -
Se sabe que:r =

de la signiente uono-

1

x°-1 o (x-1)(xs1)

dicha divisién se expresa como la suma
ciales:
T A B
2 = ¥
x“=1 ;—l %x+1

de. dos [raceciones 1

(1)

Expresando {3) como una sola fraceidn, se deberd verili

car que;: _ .
1 A(x+1) + B(x-1) Ax + Bx + A - 3
x21 (x-1)(x+1) B x2-1
1 x(A+3) + (a-3) ,
5 = > (4)
x"=1 oxT=1
Es deecir: 1 = -x(A+B} + (A-B)
por igualdad de polinomios se establéce_que:
A+ B = 0
y o A~B = 1
Te donde A=-B=1/2 (5)
Por lo tanto la exvresién (1) es:
xhooxio 5 B S
—-—E-——-' dx = (x°1)éx + 5 dx
x“=1 - ' x"=1
' 4 . B :
= (x2-1] dx + (—'+ — | dx (5}
x-1 X+l

Sustituyende A y 3 en (6), oueda:
(1/2)dx (-1/2)éx

= xgdx - ax + +
: o o - X+l

Por ld tanto :

xTu2x 4 2 ¥3 i b o § (.
}'9—1 ax = '? - X + -;-,' Fn(x-?t) — —9' In '(7_'+1_} + -.»1 .
1/2
%! i (x-1) / ;
= 3 (x"-3) + In ———575:C
(x+1)™ *

A continnacién s expone vns metodalosfa para rosnlves—
integrales en las .que haya fraccionss racioanles nrovdise.

Tada fracecién racionsl vrornis se representa como 1+ i~
ma de fracciornes parciales ¥ se pres

nkan cuatro cazos -ii—
son ¢

CASO I

Cuando el denominsdor 2e la fraccidn racional a intsrrar

se puede descomponer en raices reales y distintas entre si, o
sea : ) :

D(x) = (x-a) (x-b) e (¥~l) V(#)

Entonces ung fraccidn nropia se exprasa come la sumn oz
"l" fraceloner mreinles, ec decir:
- H(x) . A B L

= ——
D(x) _ x-a x-b

T+ sees +

{5)

x-~1

H(x | :
Es decir, 1a () dx Se expresa Como:
D{x) :

Bi) s [ 1 B 1
X = + e + ] ax
n(x) x-a x-b x-1




- Hx) dx = .Lnl {x-—a}A (x~b)B | (x—i)L 4
“x)

Resolversnos el sisuiente sjenrilo:
=T W FLG

. fellar el frea limitada »or la curva

. , _ o .
r = (4x-2)/x3-z“—2x, €l eje X v las ractas x=3
=4 . -
SCLUSTON «
%1 drea osid dnda nor la interral:
& 4 5 )
) : :
A = ———— x| : (1}

3 Comtex 2%

que es la inte;ral ¢e una fraccifa zacion=l srosim, la oinle-

se Gescomncne =n fraceiones marciales.

Para =sto, Tactoricenos el denominador en:

3 2

27 - x% -2 = x{x-2)(x+1)

= (k;p)(x~2)(x+1) '(2)
Por lo tanto (2} se expresz como:

4x=2  4x-2 A B c

15 = = —— g — (3}
x2-x"=2x - x{x-2)(x+1) x x=2  x+l
Para obtener los valores de los cosficientes, hdzase la

. suma de las frocciones pareiales, quedando:

4x-2 . A(xE—x-Q) + E(x2+x) § C(x?—?x)

x—x2-2x - x (x=2) (z+1)
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- eje ¥, y las rectas y=0 y y=1.

4x -2 (A+4B4C)x” 4 (-A+43-20)x - 2

3

w3y ox . x (x-2) (x+41)

Por igualdad de los polinomios del numerador, se verifi
ea ques

4% = 2 = (A+BeC)x” + (-A+EB-20)x - 24
Por lo tento:

"A+B+C = O ' (1)

I I Ll
- 24 = =2 (=)
De (6), =2 tiene que: A =1 1)

da:
B=1
C=-2
Por lo taznto (1) toma 1= sigﬁiénte forma, »
s .
4x-2 4 1 1 -2
A = —'3'"—'9——&!(-—-' ':-+—-—-+-—) dx
x7—x%=2% X x-2  z+l

W3 3

euyo resultado es:

. 3
x{x~2) 4(2) My 8 18
A s T s "=z Im———=-1In = T e
- {x+1) 3 25 16 25 3
$al0 o G P
Tl T «935 u®,
ETEHPLO
: 3y+T
Hallar el 4rea entre la curva x = Fer o — el ~
: ¥o+6yT+1ly+6

sustituyendo (7) en {4} y (5), ¥ rosolviendo el sistenn, s




SELEOT0N ;.
F1 4rea viene dada como:
: 3y+T ,
A = _3_-’)_"__&-:"-.
o TO6yT+1ly+s

(Obsérvese aue salo se hen intereambiado "x" con "y", donm -
respecto a los ejenplos antariores). ’

‘En este caso, es necesario determinar las raices dal M2
nominador mira fazierizerls, 1a ane oodensn Leaer mor O
sién sintética como se indica a continuacibn:

1 6 11 &
1 g -1 =5 -6

1l 5 &£ §0O
|

Por lo téntq:
y3+6y2+11y+6 = (y+1} (7245746

Pero: Y2+5y+6 = (y+2)(y+3)

i y3+6y2+1ly+§‘ = (y+L)(y+2)(y+3)

Es decir:
3y+T ; 4T A . &
= B o — L —

y+67 +11y+6 (y+1)(y+2) (3+3)  yel y+2  y+3

Para obtener A, B y C, slmense las fracciones parcia—
les: ' - '

I7+T Aly+2)(F+3) + B(y+l)(y+3) + Cly+l){y+2)

7467411746 C (y#1) (32) (y+d)
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. Hasta aguf, se han seguido los mismos pasos aue rara el
ejemplo anterior, a continuacidn se verd otra alternativs fo
obtener los coelicientes A, B y C, dicha alternativa no zien
pre es posible de realizar. Iguzlando numeradores, gueds:

‘3y+f = A(§+2)(y+3) 4-B(y+1)(§+3) + C{y+1){y+2)

Se vé oue si "y" toma los valores de las rnices, se po-
drdn anular los coeficientes, asi:

§i y=-1

3-1) + 7 = A(-162)(-143) + B(O)(-L+3) + 6(0}(-142)

Si. y= <2
S 3(-2) + 7. = B(-1)(1)
Fo B ow ol
‘ 51 ¥y=-3
2 = c(-2)(-1)
I = |
-~ Por lo tanto:

1

T " [ 2 #s ] :
L e—————— dy = —_— e e |
0 y3+5y2+11y+6 o Lyl y2  y+3 %

que al resolverse, d4:

2 In(y+1) - In{y+2) - In(y+3)
' 0
1n —(7#1)?
(y+2)(y+3) | 4

O I

&
w
b
ey

&3

E
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4 1
- In
3(8)) 2(3)

= Ln

]

n{1/3) - Ln{1/6)

= In 2

3y+T

y3+6y2;—lly+6

dy = '0.693 u’.

cAsC II

Cuando el denominndor de le fraceidn racional a inte- -

grar se descomvone en raices rsales, nero alaguna § alzun-=s -

de ellas se repiten, es decir:
| €, A
D(x) = (x-a} (J:—b,‘re (x-c)" . ... (=-1)

donde o ,@ » ¥ s'son enteros positivos.

Entonzes, se expresa la fraccifn provia como la sunz de
n{+‘3-+3’ + e +l fracciones parciales, como se indica =z con

tinuacibn :

H(x) b A5, Aq % B

() . i (x—a)“ -}._(:‘:"‘a)“(_:l ++ ;; 5 (}:--‘t:)ia ¥ (x—b)-?‘l ok
Bg o I’l L, : I
* E s + T + ..+
(x-b) (e maNE (x-1)

donde los coeficientes se determinan segdn se vié en el caso
I; taubién debe zclararse gue algunos exncnentes puedien ser—
igual a la unidad.

EJ ENFLO

"_Calcular la ordenzda media de la tfuncifn )
£(x) = x2/x3+3z-3x2-1  entre las rectas x=2 ¥ x=1.

SQLICIO ¢

Tn oriensin aedie viane éeda nor 1a exresibn

_ g i : 1 3 2
fle) = = izl iz = == -
; . b2 a 3=2 5 x3+3x‘3r2—l

~ug 23

£(ec)

Simulificando:

{ 3 *(? s ‘.' . : . . i
afay oL e =, o Y {1}
fle) = g . = 5— ix {1

2 7 Jy—-3r =1

7 inte T2l fe nunn fraceifn rronia, en donde:

o]

x3+3x-3x2~1 = (z-1)°

mtonces:

=2 ex [ A E ¢ ) R )
—_—_— e + = + ax
(z-1)3 (%=1} (z=1)"  (x-1) ]

A+ B(x-1) + £(x-112
(x-l)3

A 2 c
+ + —
(x-1)° (x—l)? Tl

Igualando los numeradores, se cudle que:

I

x2 4 + 3(x-1) + C(x-l)q'

2 - i
Cx® + (3=237)x + (a-324+7)

Por izuzldad de polinocmios se tienes
cC=1 ; B-20 = 0 = B=2;
L-B+C = 0 =" A=3-C = 2-1 = 1

Sustituyendo los valores e &, B y C en (1), queda ¢

3 o 3 ( 2 1
2 13+3x—3xg—l‘ 5 (z-1) (xfl)g x=1

A
L




+ In (%=1}

'.;[—--2%_-5.-.%+L:1- 2] l- [-A

- _.};.-ll-}-]'.-n(E)_;(f%)

ral—
s

+ Ln(l}l

mi‘;j

T4 Ln(é)-

. fle) = 2.07

CAS0 II1
suenco el denominsdor ze puede fescoaponer en factores-

del tinc vx2+qx+r- con raices inarinariss, es decir:

ni{x) = (plx2+q1x+r1)(p2x2+q2x+r2) 3 5 (pkx2+qu+rkj

Una fraccién propia con un denominador de este tivo ze-

puede exprasar como lz suma de k fracciones parciales, esto-

est
Hix) Aq+Byx : Ak+ka

=l 2 + sra e L of 2
Dx) Ppx TRy XaTy " P gy RAT,

Obsérvese aue en cada sumando del segundo miembro ze re -

quieren determinar dos constantes.

EJENMPLO .
2x41
Cufl es el 4res entre la ecurva f(x) = —5———

. : A{xT+1¥x-1)

el eje i,“y-las rectas =x=2 ¥ x=3.
SOLUCION : ; :
: 3 2x41

5 dx
(x"+1)(x-1)

A-A=A

59

el

En este ejemplo, se.tienen por un lado, dos ralces ima-
. s : . ; P : .
ginarias en el polinomio - x"+1 ¥ vor el otre, una raiz real

“en (x-1), por lo que se estd en los casos I y III, enton--
_ ces 1a fraceibn propid se representa como:

2%+l Ax4B c
2 L
(3413 (x-1) x4l x-1
l Deldonde:
2241 . AZ+S o : (Ax+3)(x-1j_+ G(x2+1) P
: 2 R 2 G — = 2 =
{x +1J(x-1) ©oxT4l x-1 (x 41} (x-1}

T 5
Ax“+Bx-Ax-2+Cx~+0

(%241 ){x-1)

Igualande los polinomios del numerador; se tiené:

2

2x41 = Ax2+Bx-Ax-B;Cx_+C

= x2(a+C) + x{-44B) + {€-B)

Yy A+C =0

T -A+ 3B =2
= 1 fge -' )

.0 -3

Resolviendo el sistema de ecusciones, se tiene:

4 =-3/2 , B=1/2, C=3/2
v . 3. ezl P i 3 (~3/2)x41/2  3/2
« o A= —_———— X = . — - d
. 5 (x2+1)(x—l} o P x°+1 ¥ x=-1 *

Separando términos:

3 : 3- . 3

x
% 57— dx + % . gx 3 e
2 x"+1 . s X 21 2 x=1




Y finalmente , resolviendo las intesrales se obtienc:

oalue

== % Dn(x241) + % ang tan x .+

Ln(ﬁnl) ] !

2

Obsérvese que nera lleger a la solucidn anterior, ez n2

cesario anlicar varios métodos, como son los de sustitucida~

y sustitucién trigonométrica.

) : 3
A = = %—Lnlo + % agg tan3 + % In2 - (- %Ln5 + %ang tan? +§L:1)
2 g o
= % Lel) + #In5 + 5 In2 + % {ang 4anl - anz tzn?)

53/4 p3/2

CASO IV

X .

" Por filtino, se puede dar el easo de gue al descom=mnner-
el polinomio del denominador, amvarecen factores del tinn -
px2+qx+r renetidos y cuyas raices son ndimeros complejos, o-

sea:
o : 8 ;
D{x} = (p1x2+qlx+r1) +(92x2+q2x+r2)+ i, (pLx2+qu+rL)

Cuando esto sucede, la fraccibn propia correspondienta-
se puede exwresar como: '

w(x) o A x+By ) - Agx+E,
Dix) = (p R f"+ ( X240 X4 P oo
] B EAQRER I AR R yaryd
Ay +Ty, Cyx#Dy Cpx+D,
ee + 5 2

+
(plx2+ulx+rl} (pax‘+q2x#r2)P (pox"+a %37,

L11+M1 ‘ Ly x+:x.
5 +oees b —————
(pLx +qu+rL) (pLx‘+quer)

+ ers +

. By s )
Ln ———7—103 7 + %(ang:tan} - ang tan?) = 0.59 w.

}?__1'+...

60

Los sunandos ene aparecen en la expresibn anterior son
intesreles més =imtles de resolver, cowo se ilustra en ¢l -

sisuiente:

CBIECFLO '
{x-3) éx
Calecular
(x?+x+1]g (x+1)
SOLUSTIQN «

L= fracecifm racional propia es de los easos IV y I, nor

10 que g2 riads eXTréssr CORO !

(x-1) - Ax+B Cz+D E
= : + fpimme on
(x41){x4241)° (x2+x+l)2 xoigel  wal

{ax+B)(x+1) + (Cx+D)(x2+x+1}(x+l).+ E{x2+1+;}2

(x2+x+l)2 {x+1}

2

2 s P o R ——
Ax'+1x+3x+a+6x4+?ﬂx3+23x +ﬂx+§x3+2ux +2ux+B-Ex4+23x3*3ax +203+E

2 2.
(x"4x+1)  (x+1)

Agruvando términos:

x=3 = xt(C4E)4x(204D+228) 4% (44274254 3B )+ x(A+3+0+2D+25 )+

+{2+D45)

Igualando los cosficientes de los polinomios, se obtie-

ne:
C + E = 0
20+ D + 2B = 0
A+ 20+ 2D+ 32 = O
A+B+ C+204+428 = 1 ¢
1
+ E

B+ D

Al




6

- Ttesolviendo el sistema de ecuacdiones nor alpin méiado,-

o i . - T du . 4
resnlia . - ' = Ia ST se r-suelve por sustitucidn tvi:-g
A = 4 (u'+a‘) i ’ ) . .
3 o= 1 nonbtricn, y se dejm al alunmo su planteamiento.
= . u . ol b
¢ * Il = --_,—"?_ ——emen --—3 ang tan 711'!
D = O 2a"(u"+a™) 2a 5 i
E = 4 2 x+3 1 x4
eIy = - R = + ang tan —=-
| I CIE )RR TeSY [ Sk ) REETES S
Por lo tanto: 20 e TR eTgd . =\ <
-3 dx4+l dxdx ~-4 - bx &x | - dx dx . X Au-?2 .t .
I =| —5————dx = | —5—— dx + +\—dax . T2 T\ "3 = 1,2 3 < 23 BE
(x%ex41) 3 (x42) (x24x41)° xaxel  Joal S T - S oo
A .continuacién los =utores resolverdn cada una Ge 1 ' u = "x3 7‘]2'- B
integrales anteriorss que ararecieron en el segundo mienhra. 1 iy
. ' : X = M= 3 B
4x + 1 J - A
Iy = 142 3 - du du 2 du . & '
| e L Vo7 - V= J
’ - ui4a” u+a”
_ .1 © du
o= x*3 : = 2 I‘n(u?"h?.z) - ZS —
u'+s”
X = 1u -%-
ek , . : du . .
dx = du ; S Lz 5> también se resuelve nor sustitueién ~
- u+a”™
£ 4u-2+1 S -4udu - du trigonomlétrica
2, _2z2 3 2. 212 ~ 2,212 ,
[u +a ) ‘(u +a ] (u'—+a—] ) : 12 3 & X ¢ 1/2
2 2 ) . 12 = 21In (x+~2-) 3¢ B ang tan (—-—-————]
Teowre : - I - R e
d&v = 2udu - “-]. i
G e
1. = ki - Pinalmente;
1 e (u2+a2 2 : :
. . -4dx i
I, = = =4 In(x+l)

X+l .




(2-3) ax L SR 2(xs 1/2)
ik () y -
(x?fz+1}2(x+l) : ((x+%)?¥§ 3[{x+%)2+%]
- (ang ) ( ) 2-1. Lo
+ (ang tan * S TR
o »/' -m AR ar
(x-3) dx - -~ =2~ ;= % ( 8 ) " ' 2(x+%)
L = + = ang tan
(x?+x+l}2(x+l) ((T+%)2+ %)- IVl 3
(37 + 3
+ 21In 5
{x+1)
T+2x B 2x 1‘ (52 57
= - g = g tan —m + 2 =

(x-3) dx T T+2x 8 2%+l
e o\ TS .5 L. =T — anz tan
(x%+x41)%(x41) - 3(x%4x41) B\IT V3

(x2.+x+l)2
+ In

By i ' ' A (xe1)?

+

Resumiendo, parz el ceso de tener integrales con frac
~-¢iones rzcionales, los pasos 3 sefuir son:

a).~ Si 25 fraceién impronia, efectlese la diviszibn
ra obtener un polinomio cociente mas una fraccidn propia.

b).—- De la fraceién prople, factorizar el polinomio -~
del denominador de acuerdo con sus raices reales y/o comple-

Jas.

¢).~ Tescomponer }a fraccibn en sus fraceiones pareia-
leg del tipo de los casos I, II, III § tV.
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- d).= Encontrar les valores de las constantes al irjis—-
lar los FOFfICI miag de los nalineddos del wiwersdor Ae 1.
pmccl.’m, ¥ risaolver el ﬁlsucxu de ecascione: linenlez.

e).~ Integrar cala fraceibn nnr01=1 anlicando z1.%. -

métevo de 1“*65?4»16ﬂ naT TATEEs 0 Ner "al01a é'e Yari=z

eg necesario.

A continuseibn so bard el sigaiente ejeanlo, aue il —-
tra log w=:035 a sexuir cusndo se tiene wuna ipte pwl ean o o
ceibn racional. ‘

i

_Jm‘?I.CI . .
Hallar 12 oréesnada medfia fe la Tuncidn °(v} o -—3
en el intervalo [?,4]. X
SOLCIGY
-Ls. orienads media viene Gada coros:
! s .
& L x*-3 5 1 - xhs
£(e) = 1"5 "-3——01 = 5 —— dx (1)
; i n ETHRXT X+2x7 _
x4—3 - :
Coma 7 . %8 une fraceibn imnropia, se hace 1o di
g -+ . i &=

visifn, resultando:

Agrurando términos : A
Y & Y

2
Lx"=f
x dx = dx + x4

f(c) =

o=
ol

dx
3 %% {x+2)

XY
o
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/3 4 4 £5:2_%
. el .
T(e) = i x &x - &% 4+ = 3 s3]
. d 2 (=) (542)
. 2 2 i (ne
rara la Altinn - indyg “ﬂl, gz Ve oz lu. buizen son U O

ésta dltian recetica.

“Por lo tanto, zefin lo visto 7rra lom ensos I ¥y I, 1a-
inte:ral se nuede deccomvoner em: . ; -

4 : 4

: Ax == ‘ : i
L I NP (O S TP By
2 3o (x-0)2(xs2) “J, ¥ x o om2o

Irabzjande gélo con las fracciones :

A £ ¢ . Axa?4 +‘;-+23v+c19
e
: % x+2 x’ (x+2}_
4x%-8 x2(C48) + x(4+22) + 24
(x;0)2(3+2) - x° (x+2)

‘Igualando los polinomios del numerador, se tienes

A5 - x2(C+B) + x(3+2B) + 24

- Por lo tanto:

o
1}
e
+
N
w

-8 = 2a

A = =4

B = 2
c = 2
4 2 ' 4
1 -—-E_-f._.__ = L1 (_4__,,2 ._.2_.) dx (4}
2 5 (1‘0)2(I+2) 2 x2 X ® x+2 SRR

B

' misme exnresibn, tendremos:

. o son idmediatas, se ugan frecuentemente, coma es el cago ~

Regresando a la expre316n (3}, y sustituyendo (4) en 1a

. 4 1 : 4
1 . 1 =4 .2
fle) = 3 x dx - ax +3| (5+=+-)a
2 : ‘ 2 %= X x+2
2 2 2
Agrupando:
4 4 4 4 :
1 N a 2 -a dx dx
fle) = 3 x dx - X - ";E X+ = s
. 2 N 2 2 2 2
que al integrarse, ze obtienc:
4
x2 2
= —-x+3y+Inx+ In(x+2)
4= 2 2 2
= T 4 3 3 Lnd 4+ FnE )} = (TF," 2 + 74 In2 & Tas)
= :,—lé.+. In3 A : ) : B

ﬁn _.
T A S
AEREY o T 2k

6.8 USO DT TABLAS DE INTEGRACTON.

XIS

Como hzan expuesto los autores en los problemns que se -
han propuesto, existen algunocs tipos de integral gue aungne-

des

du 1 l Qs : 5 g .
—>——% = -ang tan— + C |
‘g R a4, = =3 .

‘an
S = In (u+ u9

- 2
ufa”

a.)+ ¢

par lo gue a continuacién, se dar4 una tabla de Ias solucio-
nes de las integrales gue se usan mis frecuentemente y que -
el lgctorfpodri auxiliarse de ellr para que POr comparacibn
¥ haciendo el ;ambio de variable ad=scuvedo llegue-a la soluw-
eidn. :



. » ] T = - ) -
T48LA DE INTESRALES, . { du’

- o a1 *a '!‘
Inu du = u(lnu-1) +¢C . ;
Sn daw = e (u-1) + ¢ . | - j,-—-———n——— - i ang sec % "3 C H
* a2 : & 1

¢ . 2 2 ]

s _ u\u-a
sec u én = In(secu + tanu) = Ia tan(u/2 + T/} 4, 2 ¥ : -

; ' : : ; " - du 1 arYu’se” ; ; : :|

esc u du = Inlesen - cotu)sc = ~Im ten{w/2) + C —_— s -2l o+ c B
= u . 5 B ' Y . . % L v b :

E u\yu+a ‘u.

tnn u_ dua

In secu + C

cot u du

I

. Inmsenu 4+ C

)
.

w
@®
=
=
=N
=
n
=1
b Y
n
!

‘1 -
Fsen2u+C= {(u - senu cosu) + =

Wl
g___..-\\—.—-. )
W ; i )

i) (=1
Io (]

=
N
i
i
[
=
=
0y
+
g | =
|
=
+
Q

cos?‘u du = w2+ 1sen2u 1C= 12‘ (u + senu cosu) + 2

' R T %S P ‘{ 7 = JE 2 - A
- R = - S u2 i a?- du s % u uz- i az iaan(u.'_ u-ia"__._q. - . ) 1

'tanzu do . = tanu - u O

o«
2 ' ' - :
cat™u du = ~cotu - u + C ;

: 6., g TWTESRALES IUPROFPIAS. -

§ ’

?&up - L aﬁg'tan L 40 Hagta el momento se han considerado implfeifamente alzn .
L . s © e -y * pas restricciones al iratar con integrales definidas del %ipo

E 2 : : . ) .
S-b‘i'(x)dx , camo =s, que los limites de intesracibn sean Ii
du 1. In( %2 ) e ? O T - : nitos) en este momznto nos plant-zuos la pregunta  ie oA !(
= 5z Inl == ) 4 u“»a : : ; : - : ]
wl-a’ 2 wta ) > caleular =1 4rea entre ura funcibn ¥ el eje X, con limites — ot
infinitos? ; : <

e - 1 I.n‘ (&Y L ¢ : ’ . La respuesta a esta pregunta se deduce del siguiente - -

2 2 2a a~-u - - : ; ‘
2 =u o ejemplo :

BT > : g

du ET &:PLO ‘ g - )

5" = gng senzy + C Caleular el 4reaa,entre la curva £(x) = 5 ¥ el eje-

a“-u : B 1+x :

X, desde 0 a o
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SOLIFgICH 3

.

Rl Aven amwt dade pors

w0 3
Az
n = 2
A Lex
'
¥ cono la S = fud éelinitn ara liwites finitos, es -
: a l+x”

converignte efectuar la inte ral bngta un 1luita
dasmibs tenfer u n infinito, mor lo ¢ne ez coaveniente ‘~a.y

ugo e’ concendo £2 Lidtes, ezto es:

b=—aom 0

3e 1. sizlve nor susiiiusifn

Ia :
' s 4z

cay con 1o cie &6 otrtiens:

T
& = Tim ang tan x
b—em 0
= Lia (ang tan b), aplicando lfizites, auada .
b—sco :
5 = ang tan 0O
A = U2

Obsirvese ans en esie 2uza, 2L Pazili=d, - un v %

nito, mientras que si se sustituye directamente 0@ en la fun
cién ang tan, el resultado ser{a indeterminado.

Se desyrende de este ejemplo, aue una intesral con 1fci
tes infinitos puede tener un resultado finite, 2n cuyo caso-
se dice oue converge, esto es:

b

lim fixydx = L
b—vpw® Ja - .

Para el caso en que ess limite no existe, sge dice nue -
1a intezral diverge. =

DEFINISION 6.3

La intesral definida £{x) dx se ll=ama improni, -

: 2 _
s1 la funeidn f(x) en alguno & algunos puntos del intervalo-
[a,h] na es acotada, o si aleunn de log Iimite: tiende - Zec..

El ejemplo anterior es el de limite superior infinita,-

tamhién se-puate nressnter 21 erso de 1{nite i=f-rior i

to, el cual se resuelve-de unz manera zndloza, segin ze mies

tra .en el giruiente:

ETEPLO

. i - -
Calcular el 4ren entre la curva 5 'y el eje X, deg . s

de -@ hagta 0, _ LEE n A ) n
SOLUCZON +

En forma andloga al ejemplo anterior, se obtiene:

| 0 . =
" 0 dx big . dx ) . xf
= -——-—é-— = L] m_ el
-0 1l+x a-—pac0 ]2 1+x2. ‘)

= Tim (ang tand - ans tana)

=%«

= Lim (0 - ang tan a)
a-w-co

= - ang tan (-0)

= TM/2.°

Otro vaso que se puede preseniar con limites infinitos,
es cuando los 1lfmites supsrior e inferior estén en + €O

M -
o

~@ respectivamente.




El proceso de solucibn es zndlogo al aue se ha visto an
terisrnente, y como se tienen dos limites infinitos, en non

66

sario senarar la.integral en dos integrales, c¢ada una zon uaa . -

limite infinito y tenisndo una de 2llas el 1fzite inferiasr ~
finito e ignal al 1i{mite superior de la otra, coso.se mies--

tra en el sirujente:

| BJEEPLO

: _ ‘ v 5
Caleular el Area limitada por la curva 5 ¥ el sje-

%, desie -0 lhzsta g . 1+x
© SOLUSION ¢
o
ax '
A = —_— ; (1)
l4+x” -

=00
En este raso, por tenerse dos limites intinites, se sa-
mara la integral (1) en :

w0 & @
dax dax dx ’ (2
-—-—-T = b 8 —— : 2
1+x 14x2 & 1ex2
-0
Donde :
&
c - ¢ P
4 X !
‘(9 = Iim sy
—ep 1¥E a-goo | . 1lix ‘
. c
= ILinm ang tan x
a~s ~co a
.= Idm (ang tanc - ang tana)
a—» -0 :

= ang tan ¢ - ang tan(-00)

= ang tanc + ang tan(+qo}

-—

= ang tane + M /2

Ademds s
«®0 4 . B
dx " g ax
—— = Uin . 5.
o X! b—~eco |, ‘1+'x
. _ .
= Idm ( ang tanx | )
by oo - ¢

n

sng tano® - ang tan ¢

= H/2_anstanc - (¢)

Sustituyendo (3) ¥ (£) en (2), ecueda:

o
i ans tanec + W/2 + W/2 - ang tsn c
2 s a : S 5
l+x : — " . :
-0 = N2 + nez ;

1]

W

Como se puede verificar, este resultado es la suun de -
los resultados obtenidos en los dos ejemplos anteriores, en-
los cuzles se ealeuld respectivamente el 4drea del lado dere-~

cho ¥ del ladc izquierdo del eje X, véase la figura mosirada

a continuacidn: - - ¥

TTA L\

\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\ ) .

[ Vs

Fientras gue en este (ltimo ejemplo ée estaba buscando-
toda el Area, de ahf que el resultado fuera 1= suma de log
dos primeros. : A o -

B S




ETEXPLO

Qutenegr 1a iat: 1ol -gimiiazctes
o0

£(e2t} = 'g o8¢ (EQt) at  {tronstormata de I-iae.)
u » E

SOLUCIONY ¢

Sinnlifiguemnos rwrinero:
[+ o] 0

i‘(e?t} = e'_!t—s't dt = % e(?—s?t 6t
0 0

a). Sustitufios el 1fmits infinite por = :
..
£(e‘t)

b). A&nlizemos la re~la de Larrow.

2ty _ 1 (2-8)a _
i(e ) e (e

’ 1 lsl

‘|é(2-3)t &t = - 5
0 : = 0

6(2-3)0 }

1 (3(2-—8)3 = 13
2-s :

¢). Tomando 1fuite pirz a

Tin jf(ezt} = :l- Tin a(?-s)a -Ti 1
astbh 8 a_gtp a~e 0D

‘en este caso tenemos dos posibilicdades:

I). 8i (2-s)P0 entonces

Lim .9(2"3)3"' Q@ y la integral es indeterminace.
e : :

II). si (2-s)¢0

o @t w7

Lim e(®skl  _ 1o

<
A —r o 2 A—wm ©

, . .
2=, — @

Pera ello, el finico caso v4lido ez el se~undo, Dov “in
nos aueda . one 1a interral nramienta, tranafornsdn de To-l-nn

s=2

WP
{E™ - 5=

Otro caso de intesrales innronias, ane a menudo les =l

san desansreibisae o low estwlisntes, es cu~ndo la fitoni’

integrar no estf acotada dentro 7e los 1friites de interr.— -

cibn.
: - N L%
SIETPLC ’ . ' ';)
T ax i . ’ % - .%
Integrar . ) K
b A ' : i 1
SOLUCTON ; 7 : ‘ i,
Si integrémds directamente : ‘ : i f
N4 A - a - . . : | ) "’Ji!
. = ~L{4-x} ' = ~L{0) + L{4) ;
[¢] 4-x 0 _ . ,

estamos en un caso ya comentado inicialnente, en oue L{0) n» |
existe, lio estando acotada la funcibén en x=4, lo aue -
que hacer es investigar el linite cuando x tiende a 4 por Lz
izquierdas, esto se efectda intesrando hasta un valor (en es-

“te caso 4-e), en donde 1la Tuncibn si esté definida y tozan-

do después 1{mites parz considerar el intervalo degeado, co-
mo se muestra a continuzcibn:.

4-e 4 ' Lo 4~e
Lin 2. % Tim [—L( 4-x) J
4-x

e~0t } 0 . e=e 3t 4]
= TLim (—L(e) + L(A))
a—pnt
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obsETVAmOs que Limd;L[e) no existe; por lo tmnto, ls inte
) (X . ) ] N

epal po puwde roalizarse ¥ se dles gue diverge, on taicy -

‘105 cazos es indisnensable inverfigar nor medio fe 1fnitas -

. la existencia de 1z intesr2l imoropia.

TTEPLO +1
: éx

Calenlax
1 %2

SOLICICT ¢
=n este cnso T{0) uo estd dafinida (£(x) no estd acote-

= &n [-1,1]_‘.. s wor stz ona velor Indam
in“errnles, ‘esuo es:

I_l
=
) [l
i

210 O

1o es nrcessrio seprar =i fos

o 1,
w ax éx ox
= + ]
) : 3 ]

a % = i a ¥

i €3 2.3 ..
aztas dns interrales sa resuslven en lforia =ndlosa 2l Sliinn

ejemplo, es decir:

0 dx . ® ax , dx
—_— = Tim + Linm 5
-1 % e—+0 1 %= e—=0 @ X
-t ' 1 1
= TN = + Lim -3
g—0 *la e-=0 €
=1 =1 A K L
= g.u-:lino [:; - (:i') + {- l) - e)]

6.10 APLICACIONES DE LA INTZGRAL.

%1 cAleulo del 4rea ha inquietado al howhre desde 1- 23
tighedad.

Los egineios estudiaron las Areas ¥ vollimenes de =1 -
nas figuras sencillas, coniando con algunss reglas para ¢l -
cdleulo'de las mismas.

Estas Teglas Tueron heredadas a los griegos, eatre los-

cuales destacd Arquimedes (250 a.c.) el cual eapleabz el -

todo 4e =2cotar un Aren con un conjunte de rectingulos it

riores y con un conjunto se rectfngulos uxteriores.

Con el Célculo Integral desarrollado simultfneamente -
por Mewton y Leibnitz, se simplificd grandemente el ¢dleulo-

de dreas, conocidas las funciones que las limitan; est- 8o
nica se ha generalizado de t2l modo, a otras ramas, eunlenn-

&

"do el {Alculo Intezral, que es conveniente clasificarlaz ¢z~

1 giguiente manera.

‘a). Aplicacibn Geombtrica.-

Empleada principazlmente pafa calcular Areas de figuras-
planasg y superficies de revolucidn, momentos de inercia, vo-
l@menes, centroides, longitud de curvas, asf como propieda-=~
des de las fifuras geométricas.’ :

b). Aplicacifn ¥ztemitica.-

En este faso, las intesrales se usan para demostrar =2l-
gunos teoremas, lemas e hipbtesis.

¢). Aplicaciébn Fisica;f

En este caso, las integrales se usan para definir con--
ceptos fisicos, 0 también como herramientas para determinar-
expresiones matemfticas nue revresenten conceptos fisicos c>
mo es el caso del'impulso ¥ 1la cantifad de mbvimiento, 1la ve
locidad, la energfa, el gasto, el trabajo desarrollado, etc.




5.10.1

A continugeién, se rreseunt=n algunas aplicaciones gooné
tricag,

“aleulo de areas de figuras Tlanas en coordenadas ¢iX
sianas,

Como ya se ha visto en el capftulo 5, el Area entre 1--

Curva curva ecusecibn es
X=a, x=3

¥ = f{x) ¥ limitada por las rectas-
¥y el eje X, se nuece zalgular couo:

£(x) éx (1}

Gu2 en forpn :implificada es:
b

A= o éa en ouz 4\

"
F
-
—
="
o

En este czso, 4% es la di
lo cuyn sltura es f{») ¥ su kasa dx, cnho se ovmerva en 1= -
figura 6.5

t

*IGURA 6.5

¥y = £(x)

= dx %=1

ABxistirs otra anere fde calewlar el Area?

o - - 3 i " .
Gira t2ners de selecciousr el elwunento di, es lao simee

=d f(x,_‘)’) = €
dy JTIEI7] L7
FISURA 6.6 7 -\
. E=0\Y
¥=C Y
%=0 x=B -
7 A = a4 nila raprasonts el Are:

tre la curve  x = Sly), €l sje U, 7 las recizs

conce

Resolrero: a contionacida n: ziercicic con

todos antes neacionados, naciszndo M= aclzracidn A

todo a usar ez el nue lleve a inte(rales tihs zinples é3

solver.

EFENPLO

Oalcular el fres entre las curvas ¥ = 3;

70 = Ix.

SOLUCION ;
¥l diagromn corvespondiente al drea huscada

en la figura 6.7

T ¥7=9x
i 3
]
I
i
1
FIGURA 6.7 H :
i T‘:‘_?? ]
S = 1
1 i
c(n,0)

y=a, =,
- ’

LOE u.:
a oz o5 0

se muestra-




Hasta el momento se ha analizafo cnao obtener el e -
entre 1= curvs 7 = (7}, ol ele Xy Low rasies 3= =

x=b. & entre 1~ curva .x'= £(y), ¢l eje Y, y las recten =

y=d.

shora se tirne el caso fe encontvar ¢l frea limi®ei-~ -
nor verizs curvas. Fara caleularls existen varios caninos,-

lon ria =3 nenoadrdn o sontinneeiba .

Primer Y&todo.

s Towan fe troceder

v, r& ohienor al fren comrr. nl7

entre loz semaentos de curva 04 ¥ AT con &l eje X, § 7o 7r-

le el f4rea miire el zesmants de surva 07 con 21.eje X, ftho-

irdicn en el si-miiente flasrsua:

1 “
Y ‘ . ; Y

(]

+
Y 0 ot
w=x" /]
= s
{1
A - X
tn nobeciby «inrlificadas
AT = By o+ A2 - A3 1 N 1

Lo primero aue se debe realizar, es hallar las coordena
das de los puntos A ¥ B, lo cual se obtiene =zl caleul=r la -
interseceibn de las curvas y2=9x con y=3, ¥ 3y=x2 con-

'-y=3, llezandose al siguiente resultado:

A (i13)
B (3,3)

0

"ealeuls el frea & se puede eseribir como: -

?asénﬂpnos en la interpretaciéb Igeonré'trica de la inte--
gral defiﬁida, ¢orn el Ares entre una curva y=£(x} = el‘--
eje X, se tiene que: ' S

’ b
A

f{x) ax
o .
Obsérvese gque p=ra este caso, la funeién con la cue sz-
¥ =NOxy =peno-
el cdleuto Adel Arez A2,9la funcibn.es y=3; ¥ .para el Fel -
4rea &y es ¥ = (1/3)x°, o sea que se deben hacer explfci-
tas para "vh, toirs los funciones, asf so tiene nue:

§ ™ 3

1 «
v a= 1
Ay = Vaxdx 3 Ay = Jdx ; Ay = SRS Az
1 0 _ 2 1 ' 3 g 3
efectuando las integrales, resulia:
11 : 3 . 3
3/2 3
1 X
p o= X = 2; A, = = G N e e = 3
1732 Jo Sl Ty B

sugtituyenio AjrAy ¥ A3 en (1)}, queda:

A = 2+46-3 =5 W que es el 4rea huscadé.

Sezundo Método.

thora consideramos las 4reas comprendidas entre las cur
vag dadas -por los segmentos A0, A3y OB y el eje Y, de 1z fi
gura 6. :

Podemos obtener el Area buscada, calculando la que estd
entre la curva dada por 33;x2, el eje Y, y las rectas y=1,~
y=0 (2je X), a continuacifn se le resta a este valor el ére=
conmrendida entre la curva y2=9x, el eje ¥, y las rectas -
y=1, y=0, com0 se muestra con los siguientes diagramas:




-

e b
A(L,3) . B(2,3) A %
L e e — AT O o e S
! ' l
B i
S
\\'T | “9x ]
/ n 5 ’/ i
NN . :
’ N X P
0 o o ¥
Es decir;
- " 2
Ap = A =k &

' Besfénionos en la interpre: tacibn geoudtrica de la inve--
eral definida como el 4r=a entre uns curva Y= f(x}, y el ais
Y, se tiene: )

o a

&(y) ay _(3.)

c

Obsérvese gque la funcién con la gue se calcula el Area-
Ay se puede rejresentar como: '

Oy =

Para el caso del drea 32' la funciﬁn es:

1/2

X = (3y) = g (y)

2

L.Dll--‘.

x = = 8,(y)

en este caso, las funciones se hacen explicluas para i,

sustltujenuo esto §ltimo en (2}, queda:
3 : ~ 3

R R 7 _
“"1 = L (3y) y 3 Ay =

Resolviendo las integraleés, resulta:

31,’23,11’:7 3 ' '

Ay, ® - ] =AY o s
) 372 0 -
\ .

wl B -

1¥- i
Ay = == = — 27 = 1u”
2 a3 .]1) 27
Por lo tanito, ¢l 4rea buscada es:
AT=A1-A.9=6—1A=.S“
Tercer Yétoda,
Zomo laz inteles de las fdresa Al ¥ Ay

mos limites “a ints roeifn, ussnde lsg nro

se arprecs el fres A, couo:
. Q

en donde la diferencinl de 4rea es: (g,(7) -

Ia diferencial de &rea indicada por (4),
muestra en 1a fizmara 6.8 2

ried

tiznen los

adeg Liglann,~

()

£,(5)) &

‘queda coro -se-

¥
f |
(1,2) (1,2)
-
| 37 3 7%= 7ylx)
El(x)
0 "z

lFIGURA-6.B




nzto es:

A= :.2") - :_.1(3') iy ¥ e 1o thavo s
a

4 = . se(zrl-e;lf.f) dy

64 el valor fel frea limitads vor las curves 4e ecuacidn

g (¥)

ye | by, -mde
a 2 1 ‘ 1. |
' 2 :
. Ap = (%=%") éx . cuya solucifin esg:
¢h el wvalor del Arae 11t AE(K) Foins & 0 :
entre las reoing ¥=a o
' 1
x2 x3
- hp = — - -—
2T TELO 2 3
Caleulsr ¢l drea asciurads en la figura 6. Li;mit: da ror |
2
las curvas y =X ¥ ¥ =x". o %:._!-_;
SOLUCION : :
Tn la fizura 6.9 tambiSn se indican los puntog §2 intar = %
seccidn entre las ewrvas, los eusles son (8,0) y (1,1) » ga— .
obtuvieron resolviendo el sistema de ecnaciones: .
. : ‘ - EIZPL0
b ' 5 o8
g : I3 : g - X J
. Deterninar el &reca 1nterli: de le elipse 7; + r = :
=x = £ (x}
g 1 -
. 5 1,1
y=x = fz(:c)
FIGURA 6.10 I
FIGURA 6.9 X

¥yl entre las rectas y=c,  y=d.

Te rangrs gacionte

3
]
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Para resolver este nroblema se usard alguno de los wnito.

foz erpuentos en el ejai:plo anievior.

¥l frea estd fada por la expresifua:

bl

A = . f(x) éx
— a :
A

“Nonde  £(x) = fl(x) —‘fzqﬁJ 5 X =iy

donde a = 0O P =1

Sustiturendo (2} en (1)

2

i

{1}




Como ¢l 4res es simétrica respecto a los ejes X' & Ny we
zfn.se muestra en 1a firura 6.10 se ealeularsd solo 1~ sivsrs:
parte. ‘ ’ )

como ya se ha dicho, el 4rea estd Gada por la exvresifin:

b

. £(x) ax ‘ (1)
a . : ' i

para este caso £(x) se obtiene 2l despejar "y" de la ecus—

cifn de la elipse, es dacir:

9_ = i ’-"..-r'?
y = 3 {2-x7)
3 1/2
RS- JOvs i (2)

sustiturendo (2) en (1), queda:

/2
A = .% (9-x2) 5 dx.

Con el uso de las tablas dadas en el inciso 6.7, se Wig

de Tesolver la intégral anterior, pues la

(9-x2)1/2 ax

es semejante a la

3

‘A= -25[::(9—:2)1/2 + 9ang sen(x/3) l
: " 0

A= %[%T\]= 3w

73

ZJEHPLO

naleular el frca rey-da de 1z fizure 611 limitadls

1as curvas 0o €CS. F = sen¥, F = coex r le3 ractrs =T
i
e x=(5/4)W.
AY
¥ = cosx

¥ = geny

-5

TIGURA 6.11

SOTLUCIOH ¢

Para 1a obtencién de los puntos de interseceifn, rcsué
vage primerc el gistena

senx

cosx

—

de donde se obtienen los puntos A(® /4,;{'3’2). LY e

Unsz manera de encontrar el #rea, es empleando lz expre--

 sibn:

Ap = Sa{y) dy y . odaa. = gly) dy

sif embarge, en este caso di tendrfa que ser definida en Zor
ma distinta en varios punios del 4rea pués no s2 puede nlan-

A ags

e e TP
el e
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“tear en Tor.s dnics en tode ellm,

Chsbrvezs nue :l(j) = ah GENY ¥ gz(j) = R, non”

no son reisciones biucdvooss #1 ¢l iatwrralo z-vrado

ve[-1,1]. .

Por lo tanto resulta nfs conveniente seleccionar la mi-

guiente expresibn:
*“:E = \f(x)ax - enoume d = f(x) dx

en este czso sa deben considcrar dos fifesrencizles de fres,—

e de wllas e
© @A = (cosx - seux) dx  para :-:e[o, /4]
¥ 1la otra tiene la Jorma:

dA = (senx - cosx) dx  en el intervalo x6[li/4,7 51‘.-'.'.]

For lo tanto:

-4 Wi/4 50/4 :
iy = {cosx-senx)dx + | _  (senx—cosx}¥x
: 0 n/4 .

Resolviendo las integrzles, se obtiene:

/4 Y51/
An = Senx + cosx + (-cosx - genx)| -
T 5 uJ’A
= senW/4 + cosW4 - cend - cos0 - cosSW/4 - senil/d + .
+ cosT/t + senW’t , . '
¥z V2 Y2, /2 2 V2
.AT=-—+—-0-1—(——-— (e =) 4 — + —
i 2. 2 2 . 2 2 2
' ¢
='r-~g—(1+1+1+1+1+1)-—1—_ S
2 <

i AT = 3/2—-1 = 3.23 unidades cuadradas

6,10.2 AREA DE SUPZRPICIES PULANRAS .'L‘!é COORDTHADAS POLARES.

Considérese el vroblenz de czleular el Area e une o LA

limitada nor una curve, cuya rzr;!.l-zciﬁn e1 enardonsdag nalaroez an
r = T{&) (donde £(€) es intesrable en {-‘v_é[ot,Q] ¥ los rowtey
ln_'J.e nagan nor el polo curaz ecuAaciones son 8=, & :@ on=
mo se indica en la figura 6,12 ' '

IS

FITERA A,

l.]
LIS I

¥

polo . o \

Faal
Haciendo en el arco AB n divisiones de tal manera gue ce-

definan los puntos A=doyhyahosh s, =N - WA =3 los radies -

- vectores OR y .GII’ 03y v B & oo 'ﬁn-l ¥ BIn forisn ioa—
Angzulos ACA), A)04,, . ., A 08, Vllamaf‘.os Ael, Aeyy o
. e h%n- ' -

Si los Aie son muy pequedos, entonces los tridngulss -
LV (donde i=1,2,...,n) pueden ser considerados couzo de -
base T §;0 ¥ de altura r cuya 4rea es (1/2)1*21&1,_9.

De esta manera, un valor aproximado del 4rea se obtiene -
con la suma '

: g g R 1.2
A = lAel-'P'E‘Terz‘-'l'--l-¢+§'rnagn

ru.s' +




menores sean Los dngulos A® considerados, con lo cual el ntiag
ro de tridngulos tiende a inflinito, 7 €l drea se vuclve el frz-

21 error zue se obtiene en esiz suna, tiends 2 cero wutroee

3

_ busceda, nor lo tanteo:

- L 1.2
Ap = lim — 5Ty A“i
’ G-i"?O i=1 = )
n—e00"
&
G . P
= 3 r- e

&

Obsérvese cue da = rlae
= r (rde)

|
fE o rofe

(be;c-e) {altura)

A continuzeién se hardn algunos ejeuplos de anlicacibn:

EJZHPLO
Encontrar el Area encerrada - por la cardioide r=a(l+cszé)
cuya gréfica es: '
r = a(l + cos®)
/ ' d

efe volar

" SOLUCION :

71 dren estd dada porg

-
]

] Lo
H
E:

={

a 20
8+ 28en? + < + (sen28)/2
- ? o

Anlicando 1la Resla de Tarrow ¥ sinrlifizando, queds:

—'3.2 112

.
3
o
[Ny (¥%)

EJELPLO

Encontrar el frea encerrada Dpor un lazo de la lemniscata

de elcuacirﬁn r2 = azcos2'9 cuya gréfica estd dada en la fi-

‘gura 6.




-7

SOLUCION &
Por simetria se ealgulard el dres de la rvwrun HERLEE i A

1a curve mediante la arrresibn:

2, :
I TR | 3
A, = P r as _ )
S
. ' 3 2
En que: 8, = 0 Yy 8, = 4§ : r2 = =a° cosd?
L7 /a4
h = L2 - % aZcoz28 a0
o ? _ 9 A
At 1 I 12
=+ e— — gen?d = =197
2 2 0 4
Como AT = 44
. A2
. 8 .&T-—a

P )

. = s

"6.10.3 Lor,ITUn DE Awﬂo.n

M ot e, l

£ e e MR ity e P 4t s

"a). En coordenadas cartesianas.

tn ¢l curgo de Odlculo Niferencial se determlné gne.ln -
diferencial de arco (ds) estd.dada ~or:

ds = V/€;¥)2‘+7(dy]q ' : = 108D

y de 1a expresién (1), se obtienen las expresiones:

‘ 1/2
[ 1+ ( %%u}a ] i 4 (2)

1/2 ; |
[1+( >2] e (3)

Geombiricazmente ds revregenta la hivotenusa del trifncu-

ds

Y ds

1o cuyos catetos son dx y dy, como se muestra en la fig. 6.12

ST¥HA 6,13
A

“Por lo tanto, la 1onaltuﬂ nen de un aren de curva anira—
los puntos de la misaz, es 1o sumez llevada 2l limite de 1oz -

lonritndes A4 Peransiclss Tw BTR0, ito es:

% s ‘ 5
. R - . 1+ (—"‘a"h-
=, ¢s ; ex’

0 tembién:

B a4 W
- 4 ?
?1 31 i . g {A
BIENFLO

nalenlar ls longitud de un "ab]e gujetn wor dos poc
(¥4e™F) desde el punto en cue

|\Jll-‘

cwya ecuacién es ¥
haste qua x=1.

SOLUCION &
X b A
. 2 aw 2 4
s = ds = 1+ (ﬁ; ax
5 Ax
x1 v

r
nzleulsndo = sp tlenu:

1,.x —X
a(e—e)

8l
I

Por lo tanto:

7(211 % (GEx se¥e* 4 E-ax)

simplificando ¥ suzando la unidad se tiene:.

t

~Ea)




[

: ” b
1+ (%ﬁ) = L+ % (6% g w ) s

g
s = %— (e +.e"x) ax
0 :
sinplifinnndo. se llega a:
1
- 1, = -3 P
< = = {E + e ) Gx
o 2 o
1.,..x -X 1 L : 7-1 -
= —2' (e - e ‘ ) = '4§ [(?—ﬁ ) - {1-1}]
= % (e =&ty

s = 1.17 unidndes de longitud

b). Er coordencdas polares.

Tn el incisc a) se vi6 que:

ds = “/(dx)z. + (8y)?

" nonsiferando.siiora las 2cuaciones ée transformacidn ot

coordenadas polares a cartesianas, sz tiene aile:

X

i cns8

T send -

¥
Tiferenciande (2) y (3), se obtiene:

dx = =T send _dé + cos dr

dy = r cos® @3 + seund dr

. Elevendo cada uno al cuadrado:

(92'?:.1-,9.+a":3“' )

{4}

(2}
(3)

o X2 2 9. s - 2
- (ey)° = rcos™ (79) + ApsanfansdiA0r + seaS(cr)

2 2] ) 3 2 ; - b
(6x)° = 1r"=san™8 (¢8)° - “rsanfeoshddr + _c:os':'-.r(ﬂr}‘2 {2}

Swannéo (2) ¥ (5) v f=etovizanio:

2e)? 4 (27)2 T ., e MG
(6x)” + (37)° = rg(né\) {gzn"S+c0s a) 4+ (r:rJ‘{senQ%ﬁ-qo-s**‘-

: . R
Somo . sen® +cosdH = 1 reziulta .

2

(cix)?‘_-y. (ey)” = r?(f_‘-.-F})2 + (a'.'-r)g . s ()

. Sustiturendo (6) en (1):
Js. = \/rq(c‘.{a}e + {41;,-_-)?

nue se naede er-resar &n lzs formes :

ds

s = r? (r8/6r)7 + 1 ar : (1

© A continuneibn se harfn al-unos ejemnlos de aplicaciba:

EIZTFLC :
Teterminar el perimetro de la cardioide de ecuacibn:
r = 1+ cosé

cuya representacidn grifica es:

A

"//{ |

v

(2?2 4 (ex/an)? a8 ‘ o

Fr heds




SOLUCION &
L)

2
s = (2}
2
en este caso B = 0 ) ‘92 = 290 ¥ coao T = l+cosd
8T _ _ gend : : -(31

sustiturendo {3) ¥ (1) en (2) y aprovechando la simetris

de la Fisura, solo se csleulard la mitad ée 1= longitul, @« - o

degir s _
W :
g = 2 V«i+cosé)2 + (-sen3)2 da
t:] .
B
= 2 2 (1 + cos5) &9
0
2
Pero 1 + cos® = 2 cos’ % N de Gonde:
17
2
g = 9 2(2cos % ) da
O -
w
= 2\ 2cos % @ =, 8 (1-0)

0

& unidades de longitud,

e¢). Por filtimo se calculard la longitud de arcc cuamio-
las ecuaciones de la curva estén expresadas en forma parac
trica, coma se describe a coutinuacibn:

3i ahora "x" ¥ "y estdn expresados en forma paramétrieca

como :

78

x(8)

_y(t)-

x

¥
diferenciando (1) y (2), s=2 %iene:

z'(%) at

a4 .

dy

y’(t) at
elevendo al cuadrado (3§Ay (4), ¥ sumando cuneda:
(ax)? + (an)? = 1 ()2an)? 4y (£)%(at)?

wotorisand razulta :
a0 izando, a s

(a2 + (e5)? = [X‘(t)g + .?"(ﬂz] (24)?

enatituryendo (£) en ds = ‘/(dz)z + (ﬁy)g, gueda :

ds = ‘/[(z'(t))z + 2] an)?

simplificando;

n

ds

\/Q’(t) s oy(e) ? at

o % = ds

/1]

A continuzeifn se hari el siguiente:

ETENPLC

ts .
N s [l

dt

" (4)

Neterminar la lbngitud de un arco de la cicloide cuyz - -

ecuacifin es:

X

(8 - send)
¥ = (1 - cos®)

en ¢l intervelo 9€[0,21]

SOLUCTION ¢




_egimplificando:

79

Terivando con respecto al perdmetro 9 (1) y (2) 7 elevon - 1
do al cuadrafo, ansfa: : r X

[»@]”
[Qr'(fc)]?

Sustituyendo (3) j (4) en:
& .

2

2 a
{1 - cos®) = 1 - 2c082 + cos = (3)

i
—
g’:‘.‘a

"
C
]

it
.
B
S
u

(ser8)? = sen? - (&)

2
g = a8
t'F.
il
21 :
2 2 :
1l ~ 2cos® + cos 3 + sen & ds .

o
n

EX) .
= V2 (1 - cosd) a2
0 .

usaﬁdo la identidad . 1 - cos® = 2 sene %
21 _

V2 (2 sen” % 3 ao

simplificando:

oM, 2
= 2 sen% i3 = - 4 cos g

07 - e 0
= —4[(—1)—1]

= 8 unidades de longiiud.

VCTLNIIH

-,

%h‘ ' ‘%&
N Yy
,O B ' ' ﬁqtﬁzix;zégéf

?431!.3’1&"5‘ FE 1EuEniz

O G-Ie0%k

L
P PR

6.10.4 YOLUI'TTE5 D3 SCIINGS LIVITATOS 1"('-1-!' SUPT: 12125 D€ 'Q\‘.G"‘

T S

R A

Otra atlicacibn inportante <21 dleualo Intesral, <1 5 =)
culo fe volimwen=s &2 efiides li.iiedor sor suverlicies ¢ ».. -
lueibn, llamndos sélidne 2 revolicida: el an’elo mate “4inn .

ague s eaplea prra calealsrlo z2 olfizne del sijuients < 0li- -

I
1y
£ ]
‘A F
1
o\
i\
: 13
Rad ] ]
E 1 E }
:\(! -
p =(h,0,0) :
1 e v
| i ’
| .
1] ‘
b
L4
]
[
i i 7
1]
: 'I TIGURA 6.14
] . i
21 . b]

Sea ¥, el volfaen del sélido enrendrado haciendo girar =1-

drea plana A3CD, ans se muestrs =n la Zigura 6.14 slredodor dao-

uno s los ejes coorﬂenaﬁos,'ﬁor ejennlo el eje X.

"~ La eciacibn de la curva slana 20 es é21 tizo 3 = £(z) 6-
T(x,r) = 0, '

Para calcular el volfnen en Torme arroxinada, dividrsz fo-
te en n Giscos cuyos centros sstfn en el eje de revolucidn v de

?
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Lapma tel eme 08TRR 1 sunerficie envalrente, =2Tin so TIRs--

fwa an la fi02 5515

4
X
FICURA 6.5
j4n =z= mazfe 1aeper gl fentro del fr PR

Ta znferior iz
na ATSD se Sorman. .u.‘l:.in._,u].os de vase f,x ¥ se hacen siver @i

chos rectiazulos. res‘aecto al eje de ravoluc16n.

En otras pelabras, s¢ ha considerado una particibn del in-

tervalo [a.,“-a], tal que:

xorl-a(x]_(xz‘{ . e ._.(xr'\zb

.

como se Tiestra ea la Tigure 616 -

11 4rea §el rectfnsulo i es:

A i A = 7 ﬁi}:

¥
: = - . .~ PIGURA 6.16
\
/é
%
fa s X
0 X, - %1 R *n ‘

1

S1 ahora se gira dicho rectdngulo alrededor del Aeje Iy a8

genera un volduen Ayt curo valor es s

A T]Y Ai

i volnﬁnen total, en forma anro:.imada es:

7 n 2 n —
s T RV om = My h;x
i=F iz bs

(=]

nénese norma )\ 31 asyor ﬂ %. Si s=2 desea ¢cz2lealar en Sarnin

exacta el volfuen se fem.r:i qxe rzalizar el

decir: . - n
v = lim. Z "A ¥ = lin -i_ I—‘:.-'f i 4
t. A—0 i=1 = A =0 =l Az

n-eo : n—0

23350 21 1faite, 25 -




Aa rerplucifn es =hor= mna recta prraleln = ~1-

Si el eje
sgnn 32 loz ecies coordenmdos, 2or gjornlo 21 eje ¥, caco -l =
smestrs en la Timra ©.18
b & :
‘ ¥y = £(x)
=2
* (o}
Bje de roveoiuciin
¥ =3,
= Zo
X
FIGURA 6.18
Z
ntonces &l volfinen limitzfo por 1ln suserficie de revola~
ciSa ¥ los plemos x=a e x=b, es3%th I var la

¥ =

G BT .
. ] [i'(r}—lro]z

grpresidn g

Se dejz al lector la deducciln de 1a expresifbn anterior.

Te forma enéloza son 1as expresmnns para obtener voléma- -
nes de s8lidos de revolucibn con otros ejes de revolucibn pare

leloa a los coorﬂﬂnados.

18

~ne, de meuerdo son 1a fafinieisn da Haneifin
™
5]
-— ‘2 -
Yoo o= ¥ooéx
2

. —

TGURA 6.17

- :

51 22 sie Qe revoluelfn ‘as

1z firura 6. 17.
Entonces el volfimen 1imita&o por 1z saper
cifn se calezlz con la simiente exmrssibn:

]
=
-
(2]
L

-
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Asimismo crizian ~$1ifoz con ejes 7 ravelnaifn saz nn - ; ‘o h
. . . B o —— T
neralalos a nin-dn eje coordenado, =sin embarso su andlicin, -o- ) v o= | d
es consiferado en este texto, pero lo tratado hnst: ehora es. - ' : i B 4
ina buena bese mara snolizer toles c=so0s.
A continuneibn se verdn aliunos ejémplos. = Il ——  :unidades elbicas
2
ETT'PLO ‘ ' : : . A
. i - F . 4
Obtener el volimen limitzdo nor 1= asnunerficie: : . R h

y = %% 4+ a°

v los planos y=0 e - ¥=h 7 ‘ : ;

"SOLUSION «

1

Yaciendo 2 =0 ‘se obtiene la ecuacibn:

5 P x2
cuya curva representa la traza en el plano XY, one es conside-
reds como la curva genersdora de la superficie con ele de revg
lucibn el eje Y. :

‘Por lo tanto, la expresifn nara czlcular el voldmen es: ‘ PIGURA 6.19

v = Il JC2 dy :
EJENFLO

Cono ¢
Calcular el volimen engendrado a2l girar laz eircunferencia:
2 S - ‘
= X= 2 2
¥ (x-2)" + (y-a)" = »2 ;, z=20
Entonces : ' alrededor de un eje paralelo zl X a una distapcia "a", conteni
h - do en el plano XY y gue pasz por =u centro.
v = Wy dy '
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sonycION: _ s _ | 6,10.5 4"ZAS D3 SUP ‘ILIZS D2 RIVOLNTICE .,
™ asie ¢2s0: Yo = % P ;—:o =3 - © . T miehn= rroklenss de la ircenieris, so rerulcre pokei +

nar el 4rea de un~ sunerficie S¢ revolaeifn: el rodela. ni /=

YA

tico eanlenlo Trn

colenl-rlo =3 duscimolla =oenatinnrzil o

nonsidfrese 1n sunarficie en~endrafa 2l hocer givar el ¥

ca €D ée 1a enrva dlane, cuye ecaseibu es del *ipo. gy = =) & -

£(z,y) = 0 . alrededor del eje X.
Al &

1 =
L
! T
- ;
|
I
- i
a2 i
1
1
t
i
i
1
ST : ! a+T
] 1 1 o
0
a ]
o 2 2 2 .:._L: o
{f(x)-a) = T -(x-a)
frasr
¥ = i [r2 = (x—a)p‘]ﬂz
2=
e x3 2 24T
= T (r2x - oax - azx) Z.
3 a-T
24r) . 2
- T [l ‘_.5— salair)Z-a(ar)] - FIGURA 5.0
- is—r)3 2 2 Cs : - e i s -
I [r‘(a-r) _ & wla=r)® = a (a—r)} Para calcularla en forma aproximada, se m.v:'l.ue el woli.gn-
3 en n conos trunczdos de aliura ‘A%, e tzl forma que cofs o -
de ellos toca la superficie en dos puntos cono indica la fizura
Simplificando, se llega a: : _ , 6.20 ‘
R A N Considérese a la particifn del in‘éerv,_lo a,b] ¥e31 e
v = -% i3 unidades ctbicas. P . b [‘3’ 1{ i aue:

Xy = a(xl(xz(......"«(_xn = b
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e ~eamsirin elaianisl se gnbe que &l Ao Yol 5
cono e5: '
' Ay = W (=+k) L
donde = ¥ T son 1o priions peyor ¥ oonenor ragaeativaments 7 L~

es 1a longitud de la Tecia generaturiz.
X. |

e

T

FIZURA 6.20

En nuestro caso, para el i~&sino conoz:
b= £{xy) : A o= E(xy)
]
CAs = ;/{L::)? + (AF)° Cdonda:

Biz = Tt X

i
Ay = f(’_‘ul; - f(xg)

-
1§

et

e ﬂii = £x; 4) - f(xi)] As

—ntonces 2l fres laterzl agroximada de la suverficis fe -

revolucibn es:

p = =T [y - fp] A

i=1

gue se puede escritir como:

;L ) ,‘;:. T [':(xi+1) + Tlxy) ] Ao

i=1 50 @

(habrrace ana ['?(:':ia-'l.) + ‘I‘{Ti}],’? ST CIR e
or de los redics umyor ¥ .i€nor éel cono ¥ oue :ueden esoriuiT

enr cH.0"

e
b

2

Tz 00 ¢ f(:‘fi) ¥ (gi)-

= Ve ot ey .- ae o ‘- b @1.
donde _('-3’ LY oez u) roastlo ?ie ["i""i+1] .. For 1o :

N S,
el 4ves tofinl en forma amroximads es:
.n
i o= Z 2. f('g_,) A=
iz -
11l4{nese norma }\ s} asyor As.
51 ce decen ecalounl-y en TOTN ey-otn el fre latersi 7= -

1a surerficie ne tzyrd ~ue raslizar el nso 21 1d-ite, oo T
i

= ) n o
T ii-—m-oo ?1 e :‘(gi)f&s
n—+tto
e
— 2W £(x) ds

*o

TDonde &a es conveniente eyyregarlo coo:

eon 1o caal ¥ -es la Gnica variable de intecracibn, =s dscir:

S
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I EEFLO s ' _
: . 2
tnjenlan 81 fras foomn eccenste oz dvigo Mo oradio o A C : > : b ’
ds = 1+ (x") dx = 1+ =5 dx
tara G B

G by {1 - ax
qes ¢l emgruets fg 1- flawn A,
r ~ 1
2 2 = ax (j,‘
:.l' =1 . r2 2
A - fJ T

simulificando e inta rando, resalin:
= 2lr [r - (r-—'n}]
. 7 = 2WUrh uni?ades cusdradas.
I = FLO
w] £rea lateral estd .7:55; nor 1= exwresibn: Caleular cl £rea de un toro de radio 'j,pterior a'y radio -
4 exterior b.
B ——
= 2 Wflx) Cs (1}
] a ®
donde a =71-h, Db=7T, esto es:
a (r-h,0,0) vy E (30
/ 2
ds = 14+ {¥")° ax
; 2
¥y = f(x) = r>-x° ; en 2=0 (2)
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FIGURA 6.22
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SOLUCION =
Sonsiderande como curva generndora la eircunferencis:

2 2 2
%« % {z=¢}~ = T°

v cono eje de rovolueibn el eje X, cono 52 incica en lz Tiiuin.

£a23: ' ¥ curva generadora
) T oy : -
1
¥ h ¥ = -:-: (‘:'i—"_}
'l, ,I. - 6 = %- (‘:‘:+-_:_:!
0 X
] 2 .
y = et B ol
T 2
2 =
(y2)° = 5 £l {2t
- rT - x
FIG. 6.23
Jomo ¥a se Vil anteriormente:
X
2 —
A= 2 lWyds ()
Ll

aonsiferanto la ginsiria de la figura, -esto es, travsjoi-
do con la witsod derecha de la circunferencia generadora, J sus
titurendo en (1), aqueda:

i L
X o= 2 0. 21 (c.:‘/r?-:(g ) ds (4)

Considerzndo los dos signos d2 ¥, semremos la intz;ral-
{4) en dos partes, es decir:

r. pT
A o= 41 g (e 4-3(1-2-:,:fz ds + 41 (c —I/rg—:c2 Y g
¢ 0

)
(5)

Simvlificando (5), resulta:

o
— T =2
= 8¢ 14— dx
0 ro—x”
T
= SWe ) 5 i
Q rg_xz
s r dx
= dlre
Q0 2 9
T =X

= Bure ang sen :

t
P
o H

STire (W /2)

=

2

= 41 {(b~a)

-

3 (b+a)

= 2
12 (8%=2?) unidades curdradas.
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