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INTRODUCCION

La presente guia esta dirigida a los alumnos que adeudan la asignatura Calculo Integral en la
Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Autbnoma de México y que consideran la

opcién de acreditarla mediante un examen extraordinario.

El objetivo fundamental de la guia es que los alumnos preparen y presenten, exitosamente,
su examen, es decir, se pretende que a través de la lectura cuidadosa de este documento y
la realizacion de las diversas actividades de aprendizaje que se proponen, cuenten con un
instrumento que les permita planear, organizar y sistematizar el trabajo que promueva el
logro de los aprendizajes esenciales establecidos en el programa vigente y, por ende,

acreditar la asignatura.

La guia se ha disenado de acuerdo con el programa de estudios correspondiente al Plan de
Estudios 2008, el cual se sugiere tener a la mano y que podran bajar de la siguiente

direccion electronica:

http://dcb.fi-c.unam.mx/CoordinacionesAcademicas/Matematicas/Calculolntegral/

la cual les permitird ubicar y contrastar objetivos, actividades de aprendizaje, contenidos
tematicos y bibliografia del programa de la asignatura que se propone en cada uno de los
temas de esta guia. También, cabe mencionar, que esta guia puede servir de apoyo a la
asignatura Calculo Integral correspondiente al Plan de Estudios 2015, pues tienen una

coincidencia, aproximadamente, del 90% del contenido del programa.

De suma importancia es que el programa se encuentre siempre a la mano de los alumnos
que estén preparando su examen, pues les permitira ubicar objetivos, aprendizajes,

contenidos, actividades de ensenanza y bibliografia sugerida.
En términos generales, esta asignatura se centra en dos aspectos principales: por un lado,
comprender los conceptos fundamentales del Calculo Integral y adquirir la habilidad en el

manejo y aplicacién de las principales técnicas de integracion; y por otro, comprender los
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conceptos fundamentales en torno a las funciones escalares de diversas variables y analizar

su variacion, asi como algunas de sus aplicaciones.

En principio, se busca que la guia contenga en cada una de las tematicas los siguientes
elementos: objetivo del tema, planteando de manera resumida los conceptos fundamentales
a tratar, los cuales se refieren a los contenidos especificos; estrategias de aprendizaje, la
realizacién de ellas es de trascendental importancia, pues permitira al estudiante apropiarse
de los conocimientos propios de cada tema; bibliografia donde se podran encontrar los
temas a tratar y que contribuira a la ampliacién de la informacion sobre algunos contenidos y

aclaracion de dudas.

En el seguimiento y la ejecucidon de estas acciones, se espera que contribuyan a lograr que
los estudiantes, para quienes esta dirigido este trabajo, alcancen su propdsito de acreditar la

asignatura en el examen extraordinario.
No puede dejar de mencionarse que, esta guia solo tendra sentido y cumplira su cometido, si

el estudiante que la siga esta dispuesto a realizar lo que se sugiere a lo largo de este trabajo,

incluso en muchos casos, esfuerzos suplementarios.
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RECOMENDACIONES PARA LA PREPARACION
DEL EXAMEN EXTRAORDINARIO

El trabajo que se presenta aqui se ha realizado deseando que te sea de utilidad para aprobar
el examen extraordinario de la asignatura Calculo Integral. El esfuerzo que realices para
lograrlo se vera recompensado cuando puedas avanzar en las asignaturas que indica el Plan
de Estudios de tu carrera, momentaneamente, limitado en las materias con las cuales existe
seriacién obligatoria con Calculo Integral. Asimismo, al estudiar de manera disciplinada y
constante, tu mismo adquirirds una mayor confianza en los conocimientos que logres o
reafirmes, lo que contribuira a que abordes con mas y mejores elementos los conceptos de

las asignaturas consecuentes.

Algunas recomendaciones que pueden contribuir a una mejor preparacion de este examen

se enlistan a continuacion:

« Elige el periodo en el cual vas a presentar el examen extraordinario, considerando
que cuentes con el tiempo necesario para prepararlo adecuadamente; de nada sirve
inscribirte, si aun no estas listo. También, reflexiona acerca de la carga académica de

tus otras materias y del tiempo que te demanden.

% Ten siempre a la mano el programa de la asignatura, es tu principal referente en lo

que respecta a los contenidos académicos que debes aprender.

« Es conveniente que cuentes con algun libro de la asignatura, de preferencia, pero no
de manera exclusiva, consulta los que se sugieren en la bibliografia sefalada en el

programa de la asignatura.

« Existen diversas paginas de Internet donde podras consultar, tanto, teoria y ejercicios
como complemento de tus actividades de estudio. Algunas direcciones electronicas

se enlistaran mas adelante.
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s Acércate al Departamento de Calculo Integral o consulta su pagina web para conocer
los horarios y el lugar en los que se ofrece, tanto el servicio de asesoria, como el
taller de ejercicios. Aprovecha los servicios y apoyos que ofrece la Coordinacion de
Matematicas, los cuales son muy valiosos y pueden ayudarte en la preparacion de tu

examen.

% Ten en cuenta que, un examen extraordinario tiene como finalidad proporcionar
elementos que permitan emitir un juicio acerca de los conocimientos que posee el
alumno respecto a la asignatura en cuestion y, ya que en su aplicacion hay limitantes
de tiempo, es imposible preguntar absolutamente todo lo del programa de la
asignatura, por lo que deberas considerar que existen conocimientos fundamentales
que todo estudiante que acredite la asignatura debe poseer, por lo que hacia alla
deberas orientarte principalmente, siendo uno de los apoyos, si bien no es el unico, la
presente guia.

« En cada tema, se propondran diversas estrategias de aprendizaje, cuya finalidad es

que te permitan abordar, de manera exitosa, los contenidos de esta guia.

« Ten presente que esta guia contiene solo lineamientos generales sobre los temas,
de ninguna manera debe considerarse como el unico material para estudiar y

preparar tu examen.



INSTRUCCIONES PARA EL USO DE LA GUIA

Con la finalidad de que se facilite el empleo de este material, es conveniente que consideres
que las actividades diversas presentadas siguen un orden determinado, tanto, por el
programa de la asignatura, como por el objetivo del curso, asi como por los objetivos
especificos de cada tema. En este sentido, resulta de importancia que abordes los diferentes
temas en el orden presentado, esto es, si decides dirigirte de manera inmediata al tema
ultimo del curso, es probable que tengas dificultades para comprenderlo, pues seguramente

seran necesarios los antecedentes propios del tema y del mismo programa.

Considerando la naturaleza de la materia, se incorporaran en buena parte de este trabajo
diversos ejemplos, tanto, ejercicios como aplicaciones propias de la asignatura (en el tema
correspondiente). Sin embargo, no olvides que este material es una guia, no un cuaderno de

texto ni un cuaderno de ejercicios.
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TEMA 1

LAS INTEGRALES DEFINIDA E INDEFINIDA

OBJETIVO

El alumno comprendera los conceptos de las integrales definidas e indefinidas y las aplicara
en el calculo y obtencion de integrales.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

e Definicién de la integral definida

¢ Propiedades de la integral definida

e Teorema del Valor Medio del Calculo Integral

e Integral indefinida con extremo superior variable

e Teorema Fundamental del Calculo

ESTRATEGIAS DE APRENDIZAJE

e Se sugiere que estudies los conceptos relativos a la definicion de integral definida,
para lo cual debes manejar los conceptos que fundamentan las sumas de
Riemann, asi como las propiedades de la sumatoria.

e Debes comprender el enunciado del Teorema del Valor Medio del Calculo Integral,
asi como su interpretacibn geométrica.

e A partir de la definicién de antiderivada general y del Teorema Fundamental del
Calculo, construye una tabla de integrales indefinidas inmediatas.

BIBLIOGRAFIA

LARSON, R. y Bruce H. Edwards, Calculo y Geometria Analitica. Célculo 1, 9a. ed., México,
McGraw-Hill, 2010.

STEIN, S. y A. Barcellos, Calculo y Geometria Analitica, 5a. ed., Colombia, McGraw-Hill,
1995.

ZILL, D. y W. Wright, Célculo de una variable. Trascendentes tempranas, 4a. ed., China,
McGraw-Hill, 2011.



1.1. DEFINICION DE INTEGRAL DEFINIDA. SUMAS DE RIEMANN

3
EJEMPLO 1.1.1. Mediante sumas de Riemann, calcula el valor de la integral -“0 xdx

RESOLUCION:

De la definicion de integral definida se tiene:

b n esta suma
j f(x)dx = lim Z S(x;)A; x = se conoce como
a " una de las sumas
de Riemann
en este caso: f(X)=x
y la amplitud de cualquiera de los subintervalos esta dada por:
b-a
A x =
n
3-0 3 ’
n n
En este ejemplo @ =0
x, =0+ A x 3
: : f(xl):f(A1x) = Ax :;
x, =0+ 2A,x
6
x,) =f(2A,x) =2A x = —
x, =0+ 3A,x f( 2) f( 2) ? n
X, =a+ IA;x 3i



lim Zf(x)A x = lim Z(%z]

n—o 7 ”_>°°l-,1

.9 &
= lim — i
n—oopt T
+ 1
= lim %{n(n )}
n%oon 2

EJEMPLO 1.1.2. Utiliza la definicibn para calcular el valor de la integral

I_Oz(zx - %) dx

RESOLUCION:

De la definicion de integral definida se tiene:

J.bf(x)dx = lim Zn:f(xi)Aix
¢ SR

r(9=(2)



A, x =
n

0+ 2 2

Al.x: -

n

aqui, se tiene: a=-2
. 2
X, =a+ zAl.x:—2+—1

f(x;) = f(-2+iA;x) =2[—2+ g)—%=—4+—i—5

n
_ 4 13
n 3
f(xl)Alx :(ﬂ—gj(z) - il_é
n 3 n n2 3n

o § s mg[52
i=1 n—)ool,

n—»>o

4 >
lim |2 (n” + )
[ 14 4}
= lim |[-— + —| = ——
n—» 00 L 3 n



d 14
lim ) f(x)A;x = 3

n—>0
i=1

0 1 14
finalmente, 2x—— |dx=—
inalmente j_z( 3j 3

EJEMPLO 1.1.3. Sea F(x) :.[ cos(¢+1)dt . Determina F'(x)
I

RESOLUCION:

d X
Se debe recordar que: EL f(t)dt=f(x)

de donde: F'(x) = cos(x + 1)

1.2. INTEGRALES INDEFINIDAS INMEDIATAS. CAMBIO DE VARIABLE.
TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL (TVMCI)

EJEMPLO 1.2.1. Obtén la antiderivada general de las siguientes funciones, utilizando las
reglas basicas para integrales inmediatas:

a) f(x)=3x-4
b) f(x):)cl/2 —x
1

c) f(x):$—4x




RESOLUCION:

Recordando algunas de las expresiones para las integrales inmediatas, se tiene el proceso
de solucion para cada inciso enseguida.

a) Corresponde a las integrales basicas de la forma:

[ kdx —kx + C

> n+1
x"dx =

+ C ,n=#-1

entonces, la solucion es:

J-(3x—4) dx =%x2— 4x+C

b) Empleando las mismas expresiones del inciso anterior, se tiene:

4
J(xl/z —x3)dx =§x3/2—%+(7

c) De manera similar a los ejercicios anteriores:

I(L— 4x} dx = I(x_l/z — 4x) dx=2x"*-2x*+C

Jx

. . 2
EJEMPLO 1.2.2. Determina el valor medio de la funcien f (x) = (2x —3x) en el

intervalo [1,4]




RESOLUCION:

Del TVMCI se tiene:

b If dx
J.a f(x)dx = f(c)(b—a) :>f( (b—a) {——= valor medio

jf(x)dx 6 117

7{e)= (b-a) 421 18

EJEMPLO 1.2.3. Determina el o los valores de ¢, cuya existencia garantiza el TVMCI, de

lafuncion f(x)= 6x —3x” enelintervalo [0,2]

RESOLUCION:

Del TVMCI:

Lbf(x)dx:f(c)( —a) = f(c




J.z(6x—3x2)dx= 3x? — x3]z— 4
0

b
P L

f(c) = (60— 302) = 6¢-3c¢* =2

5B

3¢2—6c+2=0=c =1+~ ¢ =1--—=
! 372 3

Los valoresde €1, €, € [ 0,2 ] son los valores que satisfacen el TVMCI.

diferencial.

EJEMPLO 1.2.4. Evalua las integrales indefinidas que se enlistan a continuacion,
realizando, cuando sea necesario, un cambio de variable adecuado y/o completando la

1) I3x2 2+ x° dx

2) .x4sen(x5 —3)dx

3) sec 2x tan 2x,/ 5 + sec2x dx

sen x
4) Iz— dx
cos“2x +1

5) Icsc3 x cot x dx



RESOLUCION:

31/2 ) 33/2
J.3x2(2+x ) dx:E(Z + X j +C

3

1)

u=2+x

du = 3x°dx

2)
Ix4sen<x5— 3)dx= —%cos(x5 —3)+C
u=x -3
du = 5x* dx

3)

jsech tan 2xy 5 + sec2x dx =jsech tan 2x( 5 + sec2x )1/2 dx

u=(5+ sec2x) =

(S )

(5 + sec2x)3/2+C

N | —

du = 2sec2x tan 2x = (5 + sec2x )3/2+C

W | —

4)

sen x
'[2— dx = —ang tan(cosx) + C
cos” x + 1

uU=-CoSx

du=—senx



5)

2 ,
1= J-csc3x cot x dx=J-(cscx) cscxcot xdx <= es una integral de la forma
J'u "du

Realizando cambio de variable, se tiene:

U= CSCX 1
 — ]=—§CSC3X
du = —cscxcotx dx

10



TEMA 2

FUNCIONES LOGARITMO Y EXPONENCIAL

OBJETIVO

El alumno conocera las funciones logaritmo y exponencial, asi como sus propiedades, y las
aplicara en el calculo de limites, derivadas e integrales.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

e Definicion de la funcion logaritmo natural y de la funcién exponencial

o Propiedades de las funciones logaritmo y exponencial de base e y de base distinta
de e

e Derivada de la funcion logaritmo natural y derivacion logaritmica

e Derivada de la funcion exponencial

o Derivada de las funciones logaritmicas y exponenciales de base distinta de e

e Derivada de una funciéon elevada a otra funcién

1
e Integral definida e indefinida de la funcion f'(u)=—
u

¢ Integral definida e indefinida de la funcion exponencial

o Definicion de las funciones hiperbdlicas (directas e inversas)

o Derivada de las funciones hiperbdlicas (directas e inversas)

e Integral definida e indefinida de funciones que involucran a las funciones
hiperbdlicas

e Reglade L Hobpital

e Integrales impropias

ESTRATEGIAS DE APRENDIZAJE

e Se sugiere que estudies, comprendas y memorices las propiedades de la funcion
logaritmo natural y de la funcidon exponencial de base e.

11



Considera lo estudiado en el punto anterior, para que puedas establecer una
relacion con las funciones logaritmicas y exponenciales de base distinta de e.
Construye una tabla de derivadas e integrales indefinidas que involucren a las
funciones logaritmo y exponencial.

Establece la relacion entre las funciones anteriores y las funciones hiperbdlicas, esto
te facilitara la comprensién del proceso de derivacion e integracion de este tipo de
funciones.

En el calculo de limites, deberas identificar las diferentes indeterminaciones que
permiten aplicar la regla de L° Hépital, por lo que es muy importante que las
estudies.

Deberas ser capaz de identificar las integrales impropias, asi como su caracter de
convergencia o divergencia; una herramienta fundamental para lograrlo sera
evaluar la integral definida, asi como el calculo de limites.

BIBLIOGRAFIA

LARSON, R. y Bruce H. Edwards, Calculo y Geometria Analitica. Calculo 1, 9a. ed., México,

McGraw-Hill, 2010.

STEIN, S. y A. Barcellos, Calculo y Geometria Analitica, 5a. ed., Colombia, McGraw-Hill,

1995.

SWOKOWSKI, E., Calculo con Geometria Analitica, 2a. ed., México, Grupo Editorial

Iberoamérica, 1998.

ZILL, D. y W. Wright, Célculo de una variable. Trascendentes tempranas, 4a. ed., China,

12

McGraw-Hill, 2011.



2.1. DERIVADA DE FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

EJEMPLO 2.1.1. Obtén la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x)=InVx’ +x°

2

2) f(x)= ln(co);Tx]+tan 2x

RESOLUCION:
d(Inu) l@
dx u dx

1) La derivada de la funcion f(x)=In u esta dada por

Inicialmente, para facilitar el proceso de derivacion, se aplican propiedades de la funcion
logaritmo natural y posteriormente se deriva:

f(x) = ln(x3 + xz)l/2 :%ln(xz’ + xz)

, 3x% + 2
R ey

2) Al aplicar propiedades y después realizar el proceso de derivacion, se tiene:

f(x)= ln(cos2 x) - ln(xl/3 ) +tan2 x

f(x)=21In(cosx) - % In(x)+ tan2 x

2 1
f'(x) = - Y 4 2sec?2x
cosx 3x

13



EJEMPLO 2.1.2. Obtén la derivada de las siguientes funciones mediante derivacion
logaritmica:

" _ a/)c+8
T (e )

2) y= (x3+ 2) (x - 4)(3x + 6)1/5

RESOLUCION:

1) Cuando se aplica la funcion logaritmo natural en ambos miembros de la igualdad,
ademas de propiedades de esta funcion, tenemos:

,\/x+ 8
(x3+ 11) Yax+2

Iny=In

tny =In(x+8)"2 | (74 11)(4x+2)" |

! ; I
Iny=—In(x+8)—|l 1) + =In (4x+2
ny 2n(x+) {n(x+ )+3n(x+ )}

enseguida, se deriva implicitamente y después se despeja a la funcion derivada:

Yol 1 3 1 4
y  2(x+38) (x3+11) 3 4x+2

11 3xr 1 4
2(x+38) (x3+11) 3 4x+2

!

y

14



finalmente, se sustituye la funcion y, asi:

V- R . Jx+8
2(x+11) (K +11)  3(4x+2) | (& +11) Ydx+2

2) Al aplicar la funcion logaritmo natural en ambos miembros de la igualdad y propiedades:
Iny= ln[(x3+ 2) (x - 4) (3x + 6)1/5J
Iny=In(x’+ 2)+In(x—4)+ % In(3x +6)

después, se deriva de forma implicita y se despeja la derivada de la funcién, sustituyendo,

finalmente, a la funcion y, asi:

Y 32 1 3
—= + +
vy x*+2 (x-4) 503x+6)
S S -
g X+ 2 (x-4) 53x+6) g
y = JELS + : + 3 (x3+ 2) (x—4)(3x+ 6)1/5
_x3+ 2 (x—4) 5(3x+6)

EJEMPLO 2.1.3. Deriva las siguientes funciones:

1y y=log, (x3 + 2)

2y y=log, [(4)63 — x)(x + 5)}
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RESOLUCION:

1) Para derivar funciones logaritmicas de base @, se tiene:

d(logau(x)): 1 du
dx ulna dx

vy =log,, (x3 + 2)

. 1 2\ _ 3x?
(x3+ 2)ln10(3x ) (x3 + 2)1n10

2) Empleando propiedades de las funciones logaritmicas y la férmula de derivacion del
inciso 1) se tiene:

y =log, [(4)63 - x)(x + 5)]
y =log, (4x3 — x) + log, (x + 5)

Ve 12x* -1 s 1
(4x3—x)1n2 (x+5)n2

y' =log, (4x3 —x) +log, (x+5)

EJEMPLO 2.1.4. Deriva las siguientes funciones:

1) y= e\/x+2x

(x2 ln(x—2))

2) y=4e +sen(elnx—2x)

16



RESOLUCION:

1) La regla para derivar funciones exponenciales de base e es:

d(eu(x)) i eu(x) du(x)

dx dx

por lo que se tiene:

’ X~ + 2x

1/2
y=e )

3 d(x3+2x

dx

Ve (6«/9 R zxj 3% 42
2 x +2x

2) Ademas de emplear la misma regla del ejercicio anterior, se debe tener presente que la
funcion exponencial y la funcién logaritmo natural son mutuamente inversas:

2
y' _ 4e(x21n(x—2)) d(x ln(x—2)) . Cos(x_zx)d(_x)
dx dx
2T _
y':4e(x In(x 2)) xz( 12j + 1n(x—2)2x + cos(—x)(—l)
X —

xz(xiZJ + In(x—2)2x | - cos(-x)

17



EJEMPLO 2.1.5. Deriva las siguientes funciones:

RESOLUCION:

1) La regla para derivar funciones exponenciales de base distinta de € esta dada por la
expresion:

d(bu(x))

—— = by (x)Inb

por lo que se tiene:

y'=3"x71;ln3
2x -1

2) Al utilizar la misma expresion del ejercicio anterior, se tiene:

d(xl -2
yr _5 (xln(x—Z)) (x Ilch )) In5+ 2cosx(_sen x)ln2
X

Y =5 (xm(x_z))(x( ! j +1n(x— Z)JlnS —(sen x)2°**In2

x—2

18



EJEMPLO 2.1.6. Deriva las siguientes funciones:
2

1) f(x)=(x)

2) f(X) :(Secx)seHZx

RESOLUCION:
1) Aqui, se tiene el caso de una funcién elevada a otra funcién. Para obtener la derivada de
este tipo de funciones, se sugiere que, en lugar de memorizar la formula correspondiente, se

utilice, cada vez, la derivacion logaritmica, proceso que forma parte del curso y se ha
abordado en ejemplos anteriores.

2

2
f(x) =(x)x donde f(x) =Y porloque setiene V= (X)x
Enseguida, se realiza el proceso que sugiere la derivacion logaritmica:

2

Iny=1In (x)x

Iny=x*Inx

BAR— (lj + Inx(2x)
x

V' =(x+2xInx)y

2

¥ =(x+2xInx)(x)"

2) Se resuelve de manera similar al ejercicio previo, asi:

sen2x

¥ =(secx)

19



sen2x

Iny =In(secx)

Iny = (sen2x)In(secx )

!

b = (sen 2x)
y sec x

sccxtan x + ln(secx )(2cos2x)

y' = [(sen Zx)tanx + ln(secx )(ZCOSZx)]y

sen2x

y = [(sen 2x)tanx + ln(secx )(ZCOSZx)](secx)

2.2. INTEGRACION DE FUNCIONES QUE INVOLUCRAN FUNCIONES

LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

EJEMPLO 2.2.1. Resuelve lo siguiente:

* 1

—d
R J x+1 *
rl r+1
—dt
2) Yo var+3
.« 3
dz
3) Jz4 41
'(lnx)2
r |
dx
5 14 e

20




RESOLUCION:

En estos ejercicios, se emplearan las siguientes expresiones:

du . un+l
— =Inju|+C ju du = +C
u n+1

1) J‘ﬁdlen|x|+C

u=1+x

du =dx

1 t+1
02 +4¢t+ 3

u=26>+4t +5
du = (4t + 4)dt
du =4(t + l)dt

I = F In(20 + 41 + 3)}1 = F n(2+4+ 3)—iln(3)}

4 0 4
= l(ln9 - 1n3)
4

3
z 1 4
dz=—Inlz"+1)+ C
3 Iz4+1 S )

u=(z4+1)

du = (423)61’2
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(nx)*  (nx)
4) J. . dx = . +C

u=Inx

du =ldx
X

1
——dx=1
%) jl + e

Para resolver esta integral, se puede emplear un artificio algebraico que consiste en
multiplicar y dividir por el mismo elemento la funcion integrando, para posteriormente realizar
un cambio de variable, como se observa enseguida.

I _I(I&dx_j((idx_m(ex +1)+C

+e_x)ex ex+1)
u=e" +1
du =e* dx

EJEMPLO 2.2.2. Obtén cada una de las integrales indicadas:

N J'ezx+3 dx

2) J.Zx(sec2 xz)etanxzdx

3) J. © ) dx
16 +e~"

sen\/;
Y ) Jxcosdx

dx

22




RESOLUCION:
1) Se tiene una integral de la forma feu du=e" +C

I62x+3 dx: %62x+3 +C

u=2x+3

du=2dx

2) Nuevamente, se tiene una integral de la forma que se indica en 1):

2
I2x(secz xz)emx dx =™ + C

u = tan x2

du = sec’ x* (2x)dx

1
_du = —angtan(zj+C
a

3) Laintegral es de la forma J.
) g 2Z1u’ a

aunque, también, involucra a la funcién exponencial:

X

o 1
Ie—zdxz—angtan ¢ |l+c
16+ 4 4

du
4) Aqui, se tiene una integral del tipo 7 In | u | +C
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sén \/—

=—21In ‘cos\/;‘ +C:1n‘sec2 \/;‘+C

Trcosdz
u = cos/x
~ sendx [7j

2.3. INTEGRALES DE FUNCIONES EXPONENCIALES DE BASE b

EJEMPLO 2.3.1. Obtén lo siguiente:

1) “'2x5x2+3 dx

2) 75x71 dx
~ 4CSC\/_
3
) . \/;sen X tan\/_

RESOLUCION:
u
u —_—
Estas integrales son de la forma jb du = Inb +C
2
5 5x +3
j2x 5% HBdx = +C
In5
u=x>+3
du =2x dx
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51n7
u=>5 -1
du =5dx
J‘ gosox 4CS°‘FCSC xcot\/_ _7
\/;sen xtan\/_ \/;
uzcscx/;
du = —csc xcot\/;( ! jdx
2/x
csc«/?
24
P Gl
In 4

2.4. DERIVACION E INTEGRACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS
DIRECTAS E INVERSAS

EJEMPLO 2.4.1. Obtén la derivada de las siguientes funciones:

1y f(x) = tanh x senh 2x

2) f(x)=cosh™ (cosx)




RESOLUCION:

1) Aqui, se emplean las férmulas de derivacion de las funciones hiperbdlicas:

h h
M:(coshu)u' : Mz(sechzu)u'

dx dx

f'(x)= tanhxisenh 2x + senh 2xitanhx
dx dx

f'(x)=tanhx(2cosh2x) + senh2x( sech? x)

2) De manera similar al ejercicio anterior y aplicando la férmula de derivacion:

d(cosh_lu) 0
dx Vu? -1

entonces, se tiene:

f'(x) ___ senx

cos“x—1

EJEMPLO 2.4.2. Obtén la integral indicada:

1
1 dx
) .[36—x2

dx

2 j%

26



RESOLUCION:

1) Es una integral asociada a la integral conocida:

a+tu

a® —u’® 2a

J.L du :iln

+C
a—u

2

[ o [m L |1|}:—ln|5|
36-x 12

2) Aqui, se tiene una integral asociada a la integral conocida:

du = In +C

u+u®+a’

R
j x ———ln

e AT

Foells

El proceso de integracion que justifica el resultado anterior, requiere realizar un cambio de
variable como se observa enseguida:
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2.5. REGLA DE L'HOPITAL

Esta regla permite obtener, si existe, el limite de funciones tales que, cuando se evaluan
directamente, dan lugar a cualquiera de las dos indeterminaciones siguientes:

0 o
0 o

9

Sin embargo, existen otras indeterminaciones, segun se describe enseguida.

Cuando se presentan cualquiera de las indeterminaciones:

(0)(x0) , =0, 07, o , 17

0 o
es posible llevarlas a la forma 6 , — Y, entonces, aplicar la regla L "Hbpital.
e 0]

La regla de L Hbpital establece en su aplicacion que cuando en el calculo del limite de un

f(x) se obtiene cualquiera de las indeterminaciones 9 , E,
2(x) 0 =
/(%)
g'(x)

considerarse la generalizacion de esta regla, la cual se puede expresar asi:

cociente de funciones

debera calcularse el limite de

, Sin embargo, si persiste la indeterminacion, debera

limM:IimM:lim M:limm ...=L

r—a g(X) X—a g'(x) x—a g”(x) x—a g’"(x)

EJEMPLO

Inx?

Calcula, si existe, lim T

x>l x

RESOLUCION:

Inicialmente, se aplican propiedades de la funcién logaritmo natural y después se evalua a la
funcion directamente:

, Inx2 , 2Inx O . L
hmT:hm 5 = — <—— indeterminacion

x>l x x>l x“—1 0
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Esta indeterminacién es tal que aplica la regla de L "Hopital:

1
. X , 1
-2 1lim 2+ =-2lim —2:—1
=1 2x x> 2x
x>
finalmente, lim % =-—1
x>l x°

EJEMPLO 2.5.1. Obtén, si existe:

¢ —In(1+x)-1
2

1) lim
x—0 X

2) lim x? 1n(1 + zj

X—>00 X

Inx’

3) lim
x—0" cot2x

RESOLUCION:

1) Inicialmente, se evalua de forma directa la funcion:

lm & —111(12+x)—1 :9
x—0 X 0

esta indeterminacion permite aplicar la regla de L'Hopital. Al derivar numerador vy
denominador, se tiene:
x 1

e —_—
lim —1+x _ 0
x—0 2Xx 0
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nuevamente, se aplica la regla de L"Hépital:}

e’ + ! 5
1+
fim — 2
x—0 2 2
e =In(1+x) -1
Finalmente, lim 3 =1
x—0 X

2) Se procede como en el gjercicio 1):

lim x* 1n(1+3j: ()(0)

X—>0

se observa que es una indeterminacion donde no aplica la regla de L"Hbpital, por lo que se

procede a realizar el siguiente artificio algebraico:

ln(1+2j .
lim — /2 _ 2
1 0

X—>00

2
x

Para esta indeterminacion, se aplica la regla sefialada y, luego de algunas simplificaciones,
se obtiene:

X -2
-2x 3
lim “2( ) - lim—2%
X—>00 ;2 X—>®© 2X()C+2)
JE
X -2
—2x 2
lim x+2( ) = lim —— =2
x—>00 =2 x>0 X+2 0
3

nuevamente, una indeterminacion. Es factible aplicar L"Hopital:

2x

2
, ; 2
xll_l)l; —— =%, por lo tanto, xh_fg X h{l"‘;j no existe.
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, Inx3 , 3lInx
3) lim = lim =
x—0t cot 2x x—0" cot2x oo

Se aplica la regla de L"Hopital:

3

= 2
x ~ lim 3 __3 lim Sm 2x:%

lim —X—=1 -
x—0t 2¢csc? 2x x>0t 2x csc?2x 2 x>0t x

nuevamente, L "Hépital:

2sen2x cos2x(2)

lim =4 lim sen2x cos2x=4(0)=0
x—0*" 1 x—0"
por lo que:
In x>
lim —% _—0
x—0" cot 2x

4) Evaluando inicialmente la funcion se tiene:

lim| ——— |[=0—w
x=>1\x—-1 Inx

esta indeterminacién no permite aplicar la regla de L Hbpital, por lo que para llevarla a la
forma adecuada se procede a realizar la operacion que se indica:

im lnx—x(x—l) , Inx—x*+x 0
x>l (x—1) (Inx) ol (x-1) (lnx)_O

ahora, es posible aplicar la regla de L "Hbpital, asi:

l—2)c+1 l—2x+1 0

lim X " = lim xl—:_

! (x—l)()+lnx 2l - 4 Inx 0
X X
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nuevamente, se aplica la regla de L"Hépital:

1
- =2
li x’ 3
im = ——
w1 1T
x> x
Finalmente,

2.6. INTEGRALES IMPROPIAS

Las integrales impropias se pueden clasificar en dos grupos:

1) Integrales definidas cuyos extremos de integracion, uno o ambos, tienden al infinito
positivo o al infinito negativo, como se muestran enseguida:

.Eof(x)dx ! Jjwf(x)dx , j_if(x) dx

2) Integrales definidas en las que el integrando presenta una discontinuidad en algun punto
extremo o dentro del intervalo de integracibn como se muestran enseguida:

rb

f(x)dx . discontinuidad en x=a
o a

rb

f(x)dx . discontinuidaden x =25

Ja

*b

f(x)dx , discontinuidaden x=c; a<c<b
Ja

Estas integrales se definen en términos de un limite y, se dice, cuando existe, que la integral
converge; si no existe, la integral diverge.
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EJEMPLO 2.6.1. Evalua las siguientes integrales impropias y determina, si convergen o

divergen.
” 1 ~+ dx
—dx — d
R j_w ¥+ 2x+2 3) I g
2
* Inx J' 1
— dx ——dx
2) J.z x2 4 0 (3x—1)2/3
RESOLUCION:

1) J. %dx:_" %dx:l
o X +2X+2 —oo(x+1)+1

o) 0 0
R PR (N B (S N
~o(x+1)"+1 o (x+1)"+1 0 (x+1)"+1

0 1 v 1
I = lim ——dx+ lim —de
U—>0 u(x+1)2 +1 Voo 0(x+1)+1
1
Estas son integrales de la forma 2 2 dw
w + a

I = lim [angtan(x+1)] + lim [angtan(x-l—l)]

U—>—00 U—-0
I= ul_l)IEloo[ ang tan (1) —ang tan(u+1)] +

lim [ang tan (v +1)—ang tan(l)]

V—> 0
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T T T 7
I = Z —(——j + 5 — Z =7 por lo tanto, la integral converge

- b
2) J'ln—xdleim (Inx)x*dx =1

2 X bh—o0 2

Esta es una integral que se resuelve aplicando el método de integracion por partes. Ten
presente que, si estds preparando un extraordinario, ya conoces el método. Como
recordatorio, se tiene:

Iudv = uv—J.vdu

Realizamos el siguiente cambio de variable:

u=Inx dv=x"2dx
1 1
du=—dx , v=——
X X

Al aplicar el limite a la primera funcion, se obtiene una indeterminacién de la forma ;. Y se

resuelve aplicando la regla de L Hopital.

Finalmente,

bosoo , por lo que la integral converge.

I=1lim —z+l+ln2+l :l(ln2+l)
b 2 2 2
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-0 X U—>—D ) —p U—>—0

-4
-4 -4 -2
3) 1= J L im [ xdv= tim {x—}

4
I=1i = i -
- om oy 2 ) - _2(_4)2 +2u2 ~ 37 |, laintegral converge.

1 1
4) Aqui, se tiene el caso en que la funcién es discontinua en x = 5 , g € [0,2]

1/3

2
=l — 4 =j 3x—1Y 24 j 3x—1)7 ax
IO (3x_1)2/3 X 0 ( X ) X + 1/3( X = )

= hm J. 3 —1 2B ge+ lim (3x 1) 2B g
+
g—)i S—)% ¢

integrando se tiene:

, 3 E 1/3?
I= lim (3x—1)/ ‘0+ 11rr11+(3x—1)/

&

I =1+ 3/3 por lo tanto, la integral converge
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TEMA 3

METODOS DE INTEGRACION

OBJETIVO

El alumno adquirira habilidad en el uso de diversas técnicas de integracién y las aplicara en
la solucion de problemas geométricos.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

e Meétodo de integracion por partes

o Meétodo de integracion por sustitucion trigonométrica

e Meétodo de integracion por descomposicion en fracciones parciales

e Integracion cuando se emplean sustituciones diversas

e Integracion de funciones trigpnométricas

e Aplicaciones de la integral definida: célculo de areas, calculo del volumen de sélidos

de revolucién y calculo de la longitud de arco

ESTRATEGIAS DE APRENDIZAJE

e Deberas tener en cuenta que para identificar y aplicar los diferentes métodos de
integracion es necesario dominar las integrales basicas, asi como los cambios de
variables mas frecuentes que se han estudiado en temas anteriores.

¢ La habilidad que exige el manejo de los métodos de integracion se adquiere a partir
de la identificacion del integrando y de sus caracteristicas, los cuales son el
fundamento tedrico de este proceso, por lo que es conveniente que tengas
presente la relacion entre funciones derivadas y sus antiderivadas, desde las
inmediatas, hasta las que requieren un cambio de variable.

e Para abordar las aplicaciones de tipo geométrico, debes de considerar que es

fundamental haber adquirido la habilidad necesaria para calcular el valor de las
integrales definidas diversas.
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e Las aplicaciones geométricas requieren, en la mayoria de los casos, recurrir a la
representacién en el plano cartesiano y la identificacion de diversas curvas, por lo
que se sugiere reafirmes tus antecedentes de geometria analitica plana.

BIBLIOGRAFIA

LARSON, R. y Bruce H. Edwards, Calculo y Geometria Analitica. Célculo 1, 9a. ed., México,
McGraw-Hill, 2010.

STEIN, S. y A. Barcellos, Calculo y Geometria Analitica, 5a. ed., Colombia, McGraw-Hill,
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SWOKOWSKI, E., Célculo con Geometria Analitica, 2a. ed., México, Grupo Editorial
Iberoamérica, 1998.

ZILL, D. y W. Wright, Célculo de una variable. Trascendentes tempranas, 4a. ed., China,
McGraw-Hill, 2011.
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3.1. INTEGRACION POR PARTES

Este método aplica en aquellas integrales cuyo integrando esta formado por un producto de
funciones, o bien, un cociente de funciones que se puede expresar como producto de
funciones. El método se establece a partir de la expresién:

Iudv=uv—jvdu

Uno de los aspectos principales a considerar en este método es que se debe identificar a la

funcion u , de manera que sea faciimente diferenciable, y a la funcién dv , la cual es
conveniente sea relativamente de facil integracion, de manera que la nueva integral que se
genere tenga una estructura mas sencilla que la integral original.

EJEMPLO 3.1.1. Efectuar:

1) J.xlnxdx

2y |3¢%e* dt

3) |angtanxdx

4)

5)

6)

2
xe ““dx

.ﬁlnxdx

e’ sen 2xdx

RESOLUCION:

1) Izjxlnx dx

u dv

u=Ilnx dv=x

duzldx y=—
X

x2 1 x2 1 2
1=—1nx——dex=—lnx——x +C
2 2 2 4
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= J3tzeztdt
u =3t dv = e dt

du=6tdt v zéem

I=] 3t2edt = -3 I te”'dt < nuevamente se integra por partes

1 1 1 1
I, :Itetht = —te? ——J.eztd; _ Lo L2
2 2 2 4

u=t dv:e%

du =dt v :leZt
2

Recordando la integral original, se tiene, finalmente,

_[3t2 2 4 21_3lt62t_le2t L C
2 4
3) ]=Iangtanxdx :xangtanx—j o > dx
1+ x
\ﬂ_j

u =angtanx dv = dx

du = lzdx Vv =Xx
1+ x

’ X 1 2

1 :I de:—ln(1+x)
1+ x 2

1
]:jangtan X dx =xang tan x ) In (l + x2) +C

40



4) I= Ixe_zx dx

Al aplicar la expresion de integracion por partes, se tiene:

U=x dv = e > dx
1 -2x
du =dx v=——e
2

5) lzjd}mxdx
Integrando por partes:

u=Inx dv=\/; dx

1 2
du=— dx v= —x3/2
b 3

3/2
I = J‘\/;lnxdngln x—% x—dx

X

= z)63/2 lnx—zjxlﬂafx:z)ﬁ/2 lnx—ﬂxy2 +C
3 3 3 9

1=§J§mx—g¢§+c



6) I= Iex sen 2x dx :—%ex cos2xex+% Iex cos 2xdx

\.—V—J
1
u=e* dv =sen2x dx
X 1
du =e" dx v:—Ecos2x

I:J. e’ cos2xdx = %e’“ sen 2x —% j e’ sen2xdx

nuevamente se integra es laintegral original

por partes
u=e" dv = cos2xdx
X 1
du =e dx Vv =—sen2x

Al sustituir en la integral original:

1= J-ex sen2x dx :—le" cos2x e’ + 1 le"sean—l Iexseandx
2 202 2

—_—
eslaintegraloriginal
X 1 X X 1 X 1 X
e sen2x dx :—Ee cos2x e +Ze cos2x—Z e'sen2x dx
Agrupando términos:
S5 « l v, by
2 e seandx:—Ee cos2xe +Ze sen2x+C

finalmente, se tiene:
X 4 X X 4 X
e sen2xdx=——e cos2xe +—e sen2x+C
10 20
2 . e 1oy
I:—ge cos2x e +ge sen2x +C
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3.2. INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Frecuentemente, al resolver integrales, se tienen en el integrando expresiones algebraicas
que no definen integrales inmediatas y, tampoco, pasan a ser inmediatas con algun cambio
de variable simple. De manera particular, las formas algebraicas

\/az—u2 , \/az+u2 , \/uz—

al presentarse como parte del integrando, sugieren realizar una serie de sustituciones que
involucran algunas funciones e identidades trigonométricas, las cuales se concentran en la
siguiente tabla:

Si la integral contiene: Realizar la sustitucion: Emplear la identidad:
2_,2 *0+cos’0=1
a —u u=asenbO sen” 0+cos” 0=
a® + 12 u=atan® tan® 0+ 1=sec’ 0
u? — a2 u=asecH cot>0+1=csc’ 0

Cabe senalar, que parte del fundamento de estas sustituciones e identidades es el teorema
de Pitagoras y su relacion con el triangulo rectangulo que establece su manejo desde la
geometria, por lo que en algunos de los ejemplos siguientes se recurrira a este elemento.

EJEMPLO 3.2.1

=t

J‘\/4+x2
—dx
X
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RESOLUCION:

1) I_J‘ 2> dx _I2sen390059d9
\/1—x2
_.v_,_/

2
az—u

:2I sen0d0
cos©

x=sen® = x> =sen> 0O

1 dx = cosO do

X \/l—x2 =cos O

)

1-x?2

1 :ZIsenO sen’0 do = 2jsen6(l — cos> G)de

1=2 Usene d@—jsene(cose)zde}

3
I =—2cos0 + %(cos9)3+C = —2\/1—x2 +§(\/1—x2) +C

; 2 2
a

+ u
"
/4 2
2) zzj'idx
X
x=2tan©O
Va+x° dx = 2sec?0dO
X
0 4+ x?> =2secO
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do

(2 sece) ZSec 9 sec@ 1+ tan 6)
1=J' de 2 I
2 tan0 tane

do

(sece +secOtan’ 9)
[=2 j
tan O

1 :ZI sec6d6+ 2I2secetan 0d0
tan0O

I:2J.csc(9d9 + ZIseCOtanedO
1= 2[1n(csc@—cot9) + secO] +C

Para expresar en términos de la variable original, se toma como referencia un triangulo
rectangulo, identificando las funciones trigonométricas de interés, donde resulta finalmente,

f 2
[=2|m| YAF =2 +V4+x* +C

X
1 1
3) I:Ide =I(x2 S)J:dx

\/xz —5 = «/gtane

x?>—5 =5tan’ 0

X = ﬁ secO
o X
X" =5 dx=x/§sece tan O
)
J5
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\/gsecetane

do =
5tan> O\Etan 0

sen’0

lj‘ secze 40
5J tan“ 0

1 =1J-COS 0 do :%J‘(sene)_2 cos0 do

I :—%(senﬁ)_1 +C=- é cscO+C

En términos de la variable original:

X
I =- + C
54x* =5
1 la funcién del integrando también
4) = dx Armi
) ( 5 7 <:I se pugde expresar en términos
xX°+ 1) de radicales, segun se muestra
a continuacion
1 1
1= I 5 dx = I 2 dx
2 2
) ()
x = tan ©
X
0 dx =sec? 0dO

<\/x2 +1 = secO

2
I:J'M:I L @6~ [ cos *6do
sec” O sec” 0O
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/= J'(l L cosZGj 40 = l[J.dG +J.00529d6]
D) >

1:1[6 + lsenZO} +C
2 2

Para expresar en términos de la variable original:

sen20 = 2sen O cos O

donde
sen 0 = —— , cosO= !
x“+1 x4l
Finalmente,
1 X
I = —angtanx + 2—+C
2 2(x +1)

3.3. INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES
PARCIALES

Este método considera al integrando como el cociente de dos funciones polinomiales

/()

g(x) , €l cual, en principio, no da lugar a una integral inmediata.

Con objeto de facilitar su manejo, es conveniente tomar en cuenta las siguientes
consideraciones.
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v" Analizar, si el grado de f(x) es menor que el grado de g(x); de no ser asi,

efectuar primero la division de polinomios.

v" Expresar g(x) como un producto de factores lineales (px + q), los cuales

pueden determinar raices reales diferentes o raices reales iguales.

v" Si fuese el caso, en el polinomio g(x) identificar la forma cuadratica irreducible

ax”+ bx + C, en la cual se identifican raices complejas donde, también, podrian
presentarse en repeticion (raices complejas iguales).

EJEMPLO 3.3.1

Efectua las integrales que se presentan a continuacion:

3
x—4 x =2
" —d

1) -[x2+xdx 2) -[x2<x2—4) *

3x°+ 10x 2x* +4x% +6
3) |7, 2 4) _[—3 dx

(xz + 4) 3x°—12x

RESOLUCION:

)C2 + X

1) Izjx_—“dx

<« raices reales diferentes
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x—4=A(x+1) + Bx

1= [ 5= dx=sinfx+ 1] - dmnfx] +C
X + X

X =2 _ X -2
x 2(x 2_ 4) xA(x=2) (x+2) raices reales iguales
y reales diferentes
X -2 A B C D
5 =— + — +
x(x-2)(x+2) x  x? (x-2) (x+2)

¥ =2=4(x) (x=2) (x+2) + B(x=2) (x+2) + C(x7) (x+2)+ D (x*) (x-2)

x=0 ; x=2
1 3
—2=—4B = B=— 6=16C > C==
2 8
x=-2 ; x=1
5
—-10=-16D :>D:§ 34=0= A4=0
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3
I=I X -2 dx—— + E1n|x—2|+—1n|x+2|+C
x? (x2 — 4) x 8
3
3) = 3x +10;c dx
(x2 + 4)
3x° + 10x
(x2 + 4)2 <— raices complejas iguales

3x°+10x _Ax+B  Cx+D
(xz + 4)2 X’ + 4 (x2 + 4)2

3x3 + 10x = (Ax+B)(x2 + 4) +(Cx+D)

3x> + 10x = Ax’ + Bx> + (44 + C)x + (4B + D)

Por igualdad de polinomios resulta:
A=3, B=0, C=-2, D=0

3x° + 10x 3x 2x

(ﬁ+gz_ﬁ+4(f+g

2

+C

Izjm—lmdxzéln‘xz 4+
( 2 x“+ 4

x* + 4)2
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4) [_I2x + 4x° +6 3J‘x +2x? +3

3x° —12x ¥ —4x

En el integrando, se observa que el grado del numerador es mayor que el grado del
denominador, por lo que inicialmente se realiza la divisibn de polinomios, obteniendo el
resultado que se indica:

2
,zgj((x+2)+w]dx

¥ - 4x

2
1= zJ‘(x+2)abc +%jww
3 3 x° — 4x
1 I,
2
1, = —J(x+ 2) dx =—[— + 2x}
J‘ 4x? +8x+3
3 x> —4x
4 + 8x+3 4 +8x+3  4x"+8x+3 o reales
x° — 4x x(xz _ 4) x(x=2)(x+2) diferentes
4x% + 8x+ 3 A B C

(-2 (xr2)  x (-2) (x+2)

437+ 8x +3 = A(x-2)(x+2) + Bx(x—-2)+ Cx(x-2)
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3 35 3

4x* +8x + 3 _ 4 N ) L8
x(x—2)(x+2) X (x—2) (x+2)

2
I, :EJdez—lln W+ 22t fe-2+ L -2+
3 x — 4x 2 12 4

I =11+12=§ + — —%1n|x|+§ln|x—2|+%ln|x+2|+C

3.4. INTEGRALES DIVERSAS

Frecuentemente, se presentan integrales en las cuales es necesario realizar procedimientos
algebraicos como completar un trinomio cuadrado perfecto, emplear de manera reiterativa
identidades trigonométricas conocidas, o bien, en otros casos, realizar cambios de variable
elementales. A continuacion, se presentaran algunos de estos casos.

EJEMPLO 3.4.1.

(* 3x—2 3 2
— dx sen”xcos” xdx
1) J x?—6x+15 4) j
o 3 d 4
2) = x 5) CoS (2x) dx
* «/5 +2x —x

¥ 1 J I tan? \/_
3) X 6)

J 2x? —-3x+2
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RESOLUCION:

3x-2
—  dx=1
1) jx2—6x+15

¥ —6x+15=x2—6x+9 +6

—(x-3)"+6
_ 3(u+3)-2
Izj#dxzj(uz_>du
(x-3)"+6 u-+6
Realizando cambio de variable
Uu=x-3=x=u+3
dx = du
3(u+3)-2
:J' (”2) du:J.3Z+7du:3J. u du+7j du
u-+6 u-+6 u-+6 u-+6
\+
[
y4

nuevamente, un cambio de variable:

z=u?+6=dz=2udu

1 =% ln(u2 +6)+iangtanl +C

5"
u=x-3

Finalmente,

I:% ln[(x—3)2 -1-6}-1—langtanM +C

5"
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5+2x—x 6—(x—m
LA
22-y2
(x-1)
I =3angsen + C

2x° —3x+2

2x% —3x+2 = 2(x2— %x + 1)

3 9 9
=2 - Zx+=— -+l
2 16 16

se completa un
trinomio cuadrado perfecto




4 [x_ij 2 4x—3
—=ang tan +C=—angtan(x J+C

1
27 7 J7 J7

4

2 2 2
4) [ = Isen3xcos x dx = jsen xsen xcos“x dx

Recordando:
2 2
sen‘u=1-cos“u

1 :J‘(l—cos2 x) cos > xsen x dx

I = jcoszx senx dx — J‘cos4x sen x dx

COS3 X COS5 X

1 =- + +C
3 5

5) Icos“ (2x)dx =1

Aqui, se requiere la identidad

cos’u :l +lcos 2u
2 2

11 2 11 1
I:j — + —cosdx dx:j ~ + —cosdx + —cos” 4x | dx
2 2 4 2 4



Nuevamente, la identidad anterior:
[ = Il dx + lj‘cos4xdx+lj l+lcos8x dx
4 2 4J\2 2

1= lx+ l sendx + lx+ LsenSx + C
4 8 8 64

1= Ex+ l sen4dx + Lsen8x + C
8 8 64

anz\/_
.[t 2x

Aqui, se requiere la identidad

tan® 0 =sec?0 — 1

I J‘sec x —1 . J‘sej\/\i_ J‘ﬁd"

u —«/_ :>du——dx

2\x

I = tan'\/;—%(Z)\/;—F C=tanJx—x + C
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3.5. APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

I) Calculo de areas en coordenadas cartesianas

En el calculo de areas de regiones planas, debes considerar que tales areas se pueden
establecer de diferentes formas: a través de regiones horizontales (lo que implica el

integrando en términos de la variable y y el diferencial dy) o en regiones verticales (lo que
implica el integrando en términos de la variable x vy el diferencial dx). La eleccion dependera

de la forma como se presente la regién, de manera que el proceso de integracién sea el mas
simple posible.

De manera general, se establece:

A= Lb [f(x)—g(x)] dx — region vertical

curva superior-
curva inferior

d
.A=£jf(w—g00}w &= region horizontal

curva de laderecha -
curva de la izquierda

EJEMPLO 3.5.1. Encuentra el area de la regién limitada por las curvas de ecuaciones

y=-xy y=x-2

RESOLUCION:

Inicialmente, se determinan los puntos de interseccion entre la parabola y la recta:
y==x" (1) y=x-2 (2

igualando (1) y (2):

—x’=x-2 = x’+x-2=0 = x, =1, x,=-2
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Los valores correspondientes de las ordenadas son

tienen los puntos A (1,—1) y

continuacion:

y1=—1, y,=—4, por lo tanto, se

1’2(—2,—4); la grafica de la region se muestra a

El area de interés, cuando se considera una region vertical, se obtiene al resolver la

siguiente integral:

A:_‘-]2 [—x*—(x-2) |dx = Ilz (- -x+2

[ J

curva superior-
curva inferior

3 2 3 2
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EJEMPLO 3.5.2. Encuentra el area de la regién limitada por las curvas de ecuaciones

bY% = x> —x*>—2x y g(x):O

RESOLUCION:

Inicialmente, se determinan los puntos de interseccion entre las curvas:

y =x>—=x>=2x (1) y=0 (2

igualando (1) y (2), se tiene:

x> —x? —2x=0 :>x(x2 —x—2)=0

Se obtienen los valores en los cuales la curva (1) corta al eje de las abscisas & (x) =0:

La siguiente grafica muestra la region de interés:

El area total se puede interpretar como la suma de las areas A1 y A2 :

A= Ji(x3 —x? —2x)alx+J.02—<x3 —x? —2x)dx

4 A,

59



N
Il
|
1
| —
+
I
|
—_
| |
+
|
o
+
w | oo
+
~
| |
Il
[
3.
o
Q
[oN
(0]
(/2]
o
D
QO
=
®
Q

EJEMPLO 3.5.3. Calcula el area de la region limitada por las curvas de ecuaciones:

5
y =cos2x, y =sen2x en el intervalo [O,gn}

RESOLUCION:

Aqui conviene establecer, graficamente, la region de interés para definir en el calculo cual
variable de integracion es la mas conveniente (region vertical o regioén horizontal).

Se observa que la region vertical es la mas adecuada, ademas, el area buscada estara
determinada por la suma de dos areas:

A=A + 4,
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/8

{l sen2x + % cos 2x}

n/8
4 —j (cos2x —sen2x)dx =
0

1 27 1 27 1
=|—sen|— |+ —cos|— ||——
() 3o (5] 3

_ L1
2 2
5m/8

57/8
J (sen2x — CcOoS 2x)dx = —l cos2x — —sen2x
2 2 8

n/8

4, =

A=A4,+A4,= % L Unidades de area

EJEMPLO 3.5.4. Calcula el area de la region limitada por las graficas de las rectas

y=x, y=4x y y=—x+2

RESOLUCION:
Inicialmente, se determinan los puntos de interseccion de las rectas:

Dy=x, @Qy=d4x y @)y=—x+2

x =4x =>x=0 F,(0,0)

Para (1) y (2):
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Para (1) y (3): x =—x+2 =x =1 .. B(LI)

2 2 8
Para(2)y(3); dx =—x+2 :>.X=g })3 —,g

El lugar geométrico de interés se muestra a continuacion:

¥

\

Como puedes observar, en este caso no importa si se considera una region vertical u
horizontal; es necesario dividir la regién en dos secciones, pues no es posible calcular el
area con una sola integral.

Si se elige una region horizontal, al trazar el segmento de la recta horizontal que pasa por el
punto Pz(l,l), se tienen claramente definidas dos regiones, lo que lleva a calcular dos

areas, cuya suma dara el valor del area buscada:

A=A, +4,
8/5 1
A= I (y——)dy +J. —y+2—Zy dy
1
curva de laderecha- curva de laderecha-
curva de la izquierda curva de la izquierda
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1 2
A:{Eyz} + {Zy—éyz} :§+i:§ unidadesde area
o 8 40 5

EJEMPLO 3.5.5. Mediante Calculo Integral, obtén el area de la region limitada por la

- . 2,2 ,
grafica de la curva de la ecuaciéon X +) =1 y larecta y=x en el intervalo desde

1
x=0 hasta X=—Ff=
2

RESOLUCION:

La region de interés se muestra sombreada en la siguiente figura:

x*+yi=l

Segun se observa, debe considerarse solo una parte del circulo en el primer cuadrante, por

lo cual la ecuacién correspondiente es  y =+/1 —x*.
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Asi, el area esta dada por:

A= Jl/ﬁ(ﬁ—x)dx = jl/ﬁ(ﬁ ) dx —fl/ﬁxdx

0 0 0
——
1 I/

1 2

La primera integral se puede resolver por sustitucion trigopnométrica:

x =senO

dx=cos0doO

V1= x> =cos©

1-x

11=I\/1—x2 dx= jcose cos0 a’GzJ.(cose)2 do
1 1 1 1
I =J‘(— +—cos@jd6 =—0 + —sen(26)
2 2 2 4
También se tiene la identidad sen(26)=2sene cosO
1 1
[,=—6+ —sen0 cosH
2 2

regresando a la variable original:

N2

1= %(angsenx) + %x\ﬂ—xz

0
1(=n 1 1 n 1 mn+2
L=—|—|+—F,1-— =—4+—=—
204) 22\ 2 8 4 3
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para la segunda integral:

/2 2
I, :j xdxz;

0

1/\2

4
0

2

Finalmente, A=1,-1, = %u , 0 unidades de area.

2
EJEMPLO 3.5.6. Calcula el area de la region limitada por la grafica de f(x) =‘x +x‘ y

el eje de las abscisas en el intervalo [-2,1]

RESOLUCION:

La gréfica de la funcién se presenta enseguida:

y=x>+x

x=-2 x=1

La funcién valor absoluto define dos intervalos, los cuales quedan establecidos de la
siguiente manera:

X +x -2<x<-1uU 0<Lx<1
xX)=
f( ) —(x2+x) -1<x<0
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Por lo que el area se calcula a partir de la siguiente integral:

1 0

A= J.]zf(x) afx=J.2 (x2+ x)dx + J-](—xz — x)dx +J.Ol(x2 + x) dx

1 ,
=—u
6

4 o unidades de area

Il) Calculo de longitud de arco en coordenadas cartesianas

Recuerda que para obtener la longitud de un arco de curva § a partir de su grafica, puede
presentarse cualquiera de los siguientes casos:

Si la grafica corresponde a y =f(x) en el intervalo [a,b] , se debe emplear:

S =Lb,/1+[f'(x):|2 dx

Si la grafica corresponde a x =f(y) en el intervalo [c,d] , se debe emplear:

=[O @
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. 2 8
EJEMPLO 3.5.7. Calcula la longitud de arco entre los puntos A (1§j y B (8 ) gj

g 1/3
de la curva de la ecuacién  y = (2—7 xzj

RESOLUCION:

La longitud de arco para la grafica se obtiene a partir de:

S= Lb«/1+[f'(x) ® dx

La ecuacion de la curva se expresa segun se indica:

e ix2 1/3 _ 3/8x2 =%x2/3
27 J27 3

, 16 , 16
[f(x)]2=81x—2/3 = 1+[f(x)]2=1+m

Debes tener presente la conveniencia de efectuar las operaciones que simplifiquen la

expresion que determina el integrando:

e e

81x%3

(8127 +16)l/2
(81)"* x¥3
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finalmente,

1/2
81x2/3+16)/

9x"3

(1+[f (x)] )1/2 (

sustituyendo en la expresion para calculo de longitud de arco:

2
S= jﬂ/1+[f(x) dx =+ _[ Slx/l;m) dx

X

Para integrar, se realiza el siguiente cambio de variable:

u=81x%%+16

du — 162 162 54

TS

integrando y completando el diferencial:

2 23 32|
S:[<9><s4><3>(8“/ 1) }

S = 7;9[(81(4)“6)3/2—(81(1)+16)3/2}

S =7.29 unidades de longitud
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1 1
EJEMPLO 3.5.8. Calcula la longitud de la curva X =§y3 + — enelintervalo
[2.4]
RESOLUCION:

La curva esta en la forma X Zf(y), por lo que la longitud de arco para la grafica se
obtiene a partir de:

s=["LrO)T @

Se deriva a la funcion x =f(y), después se simplifica para aplicar la expresion
correspondiente y se tiene:

f)=g=r

2
) e rd

y

sustituyendo en la expresién de longitud de arco:

4 1 T rea 1) (8 1
S = [ 2——2de: RN g (—+—j—(—+—j

2 y 3 y), (3432
§ =179 unidades de longitud

69




1
EJEMPLO 3.5.9. Calcula la longitud de la curva ¥ = Eln(cos 2x) entre x =0

N
y 12

RESOLUCION:

La longitud de arco para la curva se obtiene a partir de:
b
S- J' S (] dx
a
La derivada de la ecuacion de la curva se expresa segun se indica:

l — v = - - _ 2
f(x) Y 2 cosS2x tan 2x

1 {—2 sen Zx} sen 2x
cos2x

T[/12 TC/O
S:I 1+tan® 2x dx:I sec 2xdx
0 0

El integrando resulta de la identidad:

tanu +1 =sec’u = Jtan’u +1 = secu

resolviendo la integral y al evaluar, se tiene:

- 1 [ufea(5)ema(2) ]

-~ [in (sec(0) + tan(0))]
SR CEIRUIEEC)

3
S= ln[?J unidades de longitud

S = % In (sec 2x + tan 2x)
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lll) Calculo de volumen de sélidos de revoluciéon
Para obtener el volumen de un sélido de revolucion, se debe considerar cual es el eje de
revolucion, este puede ser el eje de las abscisas (horizontal) o el eje de las ordenadas

(vertical), o bien, rectas paralelas a los ejes coordenados.

Cuando el eje de revolucion es el eje de las abscisas, el volumen del sdlido de revolucién se
obtiene a partir de la expresion:

V= njab [R(x)] dx

Cuando el eje de revolucion es el eje de las ordenadas, el volumen del sélido de revolucion
se obtiene a partir de la expresion:

V= ch‘jd [R(y)]2 dy

EJEMPLO 3.5.10. Determina el volumen del sélido generado al girar la region plana

limitada por las curvas y:2x2, y=0, x=1 alrededor del eje Xx.

RESOLUCION:

La grafica de la regién se muestra enseguida:
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para calcular el volumen de interés, se emplea:
b 2
V= nj [R (x)] dx

Los valores de los extremos de integracion son a =0 y b=1 y el radio del solido

generado esta dado por la funcion, por lo que:

R(x):2x2 = [R()c)]2 = 4y

Sustituyendo en la expresién del volumen, se tiene:

1 4
V= nj' 4x*dx = n| —
0 5

1
4

=™  unidades de volumen

0

EJEMPLO 3.5.11. Determina el volumen del sélido generado al girar la regién plana

1
limitada por las curvas y=5x2, y=2x alrededor del eje X .

RESOLUCION:

Inicialmente, se determinan los puntos de interseccion entre las dos curvas:

lx2 =2x =4x—x"=0
2
x(x-4)=0 = x=0, x,=4

Para obtener la ordenada:

»=0 y »,=2(4)=8, entonces, B (0,0) y P (4,8)

La grafica de la regidn plana que gira se muestra enseguida:
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\V

\

Aqui, dos curvas determinan la region plana que gira, la curva inferior genera el radio menor
y la curva superior el radio mayor; entonces, el volumen se calcula partir de:

r=a[ (RG] -] s

a

donde el radio mayor es:

2

R(x):2x = [R(x)] = 4x?

y el radio menor es:
) 2 1 g
r\x)=—Xx = |r\ix =—X
(=25 = [0

Sustituyendo en la expresiéon de volumen:

4
4 5
1 4 X
V= TEJ. (4x2 - —x4jdx =7 —x3 - —
0 4 3 20

0
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S T ﬂ} ) (@%j

|3 20 3 20
4, 5 (4] s
V=m= —(4) — | = — T unidades de volumen
3 20 15

EJEMPLO 3.5.12. Sea la region plana acotada por las curvas Y = x3 y y2 =X,

las cuales se intersecan en los puntos £ (0,0) y B (L1). Si la regién gira

alrededor del eje )V, determina el volumen del solido generado.

RESOLUCION:

Es conveniente graficar la region plana de interés:

Se debe recordar que, si el eje de revolucion es el eje de las ordenadas, el volumen del
solido de revolucidn se obtiene a partir de la expresion:

SRR
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Sin embargo, aqui dos curvas determinan la regién plana que gira; la curva de la derecha
genera el radio mayor y la curva de la izquierda genera el radio menor; entonces, el volumen
se calcula partir de la expresion:

rox| " (RO FO

Cc

donde el radio mayor esta dado por:

R(»)=3y = [R()]=)"

y el radio menor por:
r(»)=» =[r()]=y"

Sustituyendo en la expresién del volumen, se tiene:

V:“r (7 =y*)dy =n (3);&/3 -2
0 5 5

3) 53 » 31 2
V=m (g)y - 5 =T g_g = ch unidades de volumen
0

EJEMPLO 3.5.13. Determina el volumen del sélido generado al girar la region plana

limitada por las curvas » Z\/; y ¥ =2 alrededor del eje ).

RESOLUCION:

Cuando el eje de revolucién es el eje de las ordenadas, el volumen del sdélido de revolucién
se obtiene a partir de la expresion:

pon] RGP @

c

75



La gréfica de la regién se muestra enseguida:

2
De los datos que proporciona el enunciado se tiene: V = \/; = X=Yy

por lo tanto:
2 2 4
R(y)=y" = [R(»)] =
al sustituir en la expresion del volumen:

2

2 5
y T 5 32

V= th y4dy =n| — || = —(2) =—T unidades de volumen

0 5 . 5 5
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TEMA 4

DERIVACION Y DIFERENCIACION DE FUNCIONES
ESCALARES DE VARIAS VARIABLES

OBJETIVO

El alumno comprendera el concepto de funcion escalar de variable vectorial, determinara la
variacién de este tipo de funciones en cualquier direccién y la aplicara en la solucién de
problemas fisicos y geométricos.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

e Dominio, recorrido y grafica de funciones escalares de dos variables.
e Region de definicion de una funcion de dos variables.
e Curvas de nivel de una funcion de dos variables.
e Limites de funciones de dos variables.
Derivadas parciales y sucesivas de funciones de dos variables.
e Gradiente de funciones de dos y tres variables. Propiedades.
e Derivada direccional.

o Ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a una superficie en un punto.

ESTRATEGIAS DE APRENDIZAJE

¢ Considera que varios de los conceptos que se estudian en este tema se fundamentan
en antecedentes de calculo de funciones de una variable, asi como en Geometria
Analitica del Espacio, por lo que es conveniente que repases conceptos como
dominio, recorrido, calculo de limites, derivadas, superficies, vector normal a una
superficie, ecuaciones del plano y la recta en el espacio.

e Con objeto de que visualices las superficies, puedes recurrir a algun software, tales
como, GeoGebra, Wolfram, Maple, Matlab, entre otros.
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4.1. DOMINIO, RECORRIDO, REGION DE DEFINICION DE UNA FUNCION
DE DOS VARIABLES Y CURVAS DE NIVEL

Para los fines de este subtema, la terminologia y la notacién para las funciones de dos o
mas variables es similar a la que se usa para funciones de una variable; por ejemplo, la
expresion:

z= f(x,y)
significa que z es una funcion de x y y en el sentido de que, el valor de la variable

dependiente z, queda univocamente determinado especificando los valores de las variables
independientes x 'y y.

EJEMPLO 4.1.1.

Graficar el dominio de la funcion: f(x,y) =In (XZ —y)

RESOLUCION:

2
La funcién f(x,y) :1n<x —y) solo esta definida cuando 0 <x? —¥ , lo que también

2
se expresa como ) <X

Los puntos para los cuales se satisface esta desigualdad y que constituyen el dominio de la
funcion, se describen enseguida:

Df:{(x,y)/y<x2; X,yefﬁ}

La grafica correspondiente al dominio de la funcién se muestra a continuacion; en ella el
dominio esta determinado por la zona sombreada, sin considerar los puntos frontera de la
parabola que se muestran de forma discontinua.
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La grafica del dominio de la funcion se llama
region de definicion de la funcién

EJEMPLO 4.1.2.

Determina y grafica el dominio de la funcion: f(x,y) =e

RESOLUCION:

La funcién exponencial esta definida en su dominio para todos los reales, por lo cual se
tiene:

D, = {(x,y)/x,y € R} =%

Graficamente, se tiene todo el plano XY, el cual se representa enseguida solo de manera
esquematica.
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EJEMPLO 4.1.3.

Describe la grafica de la funcion f(xay):’\/4_x2 —y2 . También, determina el dominio y

recorrido de la funcion.

RESOLUCION:

Para identificar la funcioén, consideramos que =z =f(x,y), entonces:

z:«/4—x2—y2

al elevar al cuadrado y reordenando la expresion, se tiene:
x*+y*+z2=4
la cual representa una esfera de centro en el origen y radio dos.

El dominio esta determinado por

D,= {(x,y)/x2+y2£4; X, V€ R}

y el recorrido es:

R,={z/0<z<2}
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Observando la expresion de la funcion dada, y como se ha mostrado, solo se consideran los
valoresde 0<z <2 | |agraficacorresponde ala semiesfera superior.

EJEMPLO 4.1.4.

X

Describe las curvas de nivel de la funcion /(%)= \/ﬁ para z=1y z=2.

RESOLUCION:

Para obtener las curvas de nivel, se determina la interseccion de la superficie z =f(x,y) y

cada uno de los planos de las ecuaciones z=1 y z=2.

Para z=1

1= il = «/25—x2—y2=x

25-x* -y’ =x"= 25=2x7+y’
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Al simplificar resulta

x’ y 2 elipse de centro en el gje z
25 +—=1 ——— y semieje mayor
A 25 con direccién del eje y

Para z=2

2 (25—x2—y2)=x2 :>4(25—x2—y2)=x2
100 4x* —4y* = x> = 100=5x"+ 4y°

Y al simplificar se obtiene

x’ y ? N — elipse de centro en el eje z
20 75 y semieje mayor
con direccion del eje y
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4.2. LIMITES DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES
EJEMPLO 4.2.1.

Calcula, si existe, cada uno de los siguientes limites:

, 2x2 -3
1) lim
(x,y)%(0,0) 2+ Xy

RESOLUCION:

Evaluando directamente a la funcion:

g 203 2(0)-3_ 3 S
(25002 +xy 2+ (0) 2 en este caso el limite existe

xy—=2x—-y+2

lim
2 b2 ¢ Y —2x—4y+5

RESOLUCION:

De manera similar al ejercicio 1), se evalua directamente a la funcién:

lim @ =2—y+2 0 .
(r)>(1.2) Y2 + y2 _2x—4y+5 0 indeterminacién

a) Limites reiterados:

i , xXy—2x—y+2 , 2x—2x—-2+2
lim| lim 5 5 = lim 3
ol =2 x" + y"=2x—-4y+5 =l x* +4-2x-8+5
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lim| lim

xXy—2x—y+2 — lim y—2—-y+2
y=2 ol x? 4 y? 2x—4y+5 y—2

0

= lim| ——— | =0
yo2 Y —4y+4

b) Trayectorias: ¥ =2x

. x(2x)—2x—2x+2 , 2x% —4x+2
lim 3 5 = lim ——
>l x° +4x"—2x—8x+5 =1 Sx°—=10x+5

1+3y2-2-4y+5

2(x2—2x+1)

- 5(x* = 2x+1)

Conclusion:

W N

Considerando que el proceso de analisis por limites reiterados constituye casos particulares
de trayectorias y que el valor del limite de una funcién, cuando existe, es unico, se concluye

que en este caso el limite no existe.

4.3. DERIVADAS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES INDEPENDIENTES

EJEMPLO 4.3.1.

4 3
Sea la funcion f(x,y) = X Sen (xy ) Obtén las derivadas parciales

RESOLUCION:

L 2 sen(xy?)] + sen(n?) 2 (x*)

ox ox

% =x* cos(xy3)(y3) + sen(xy3)(4x3)

% :x4y3 cos(xy3) + 4x3sen(xy3)

ox

y

o o
oy’
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%zx“g[sen(xf)] + sen(xy3)§(x4)

% =x* cos (xy3)<3xy2)

% =3x"y* cos (xy3)

EJEMPLO 4.3.2.

Sealafuncion f (x,7) =x"ye™ .

o I
Obtén las derivadas parciales —~ Y —— en el punto (1,1).

ox = Oy

RESOLUCION:

Inicialmente, se obtienen las derivadas parciales:

%=x28—ax[ye”] + yexya—ax[xz]

g:xzyzexy + 2xye™”
ox

g =3e

8)6 (171)

%=x2§[ye”] + yexyg[xz]

af 2 Xy Xy
— =X | Xxye +e

T wer ve]
@ =2e

Pl
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EJEMPLO 4.3.3.

Verificar que las funciones:
1) z=-e"seny + e’ cosx
2) z= ln(x2 +y2)

0’z 0%z
Satisfacen la ecuacion de Laplace: -5 + == =0
ox oy

RESOLUCION:

Aqui, se deben obtener las derivadas parciales de segundo orden para lo cual, primero, se
determinan las derivadas parciales primeras o de primer orden:

oz O . ¥ . ¥
1) —:—[e seny + e cost:e seny — e senx
ox Ox
0’z O ’
— :—[e seny — e senx}
ox ox
2
a—izexseny—ey cosx
Ox
Oz or . ) . 5
5 = —[e seny + e cosx] =e cosy + e~ cosx
o’z . 5 . 5
8—2=—[e cosy + e cosx] =—e“seny + e’ cosx
Y

Sustituyendo en la ecuacion de Laplace, se tiene:

e’seny— e’ cosx—e*seny+ e’ cosx=0
0=0 .. se verifica

2) z= ln(x2 +y2)

0. 0 2
8_)26 = a[ln(x%ryz)} :xz _:Cy2
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-2l ] Aot

x2+y2
o2, , -1 4x* 2
ax_z _ (2x)|:_(x2+y2) (2x):| +(x2+y2) (2)= _(x2+y2)2 +(x2+y2)
522 —4x2+2(x2+y2)_—2x2+2y2
o - (x2+y2)2 N (x2+y2)2
oz 0 2 2 2
o :5[ln(x ty ﬂ :x2+yy2
0%z _é 2y _Q x° 2)"
5)’_2 B a)[x%rﬁ } —@[(2)})( Y ) }
822_ (2, 2\ 2 2\7! - _ 4y2 2
ay_z_(zy){ (422 (zy)}(x ) (2)= L e

2z 47 +2(F+y7) g2 i 00

¥ (e

Al sustituir en la ecuacion de Laplace:

—2x7 + 2y2 —2y2+ 2x°
2, 2\ - 2 ¢
(x+»*) (¥ +))

0=0 .. se verifica

4.4. GRADIENTE DE FUNCIONES Y DERIVADA DIRECCIONAL

El gradiente de una funcion es el vector que se obtiene de aplicar el operador diferencial
vectorial nabla a una funcién de dos o tres variables:

?f(x,y):%i + %j , o bien, ﬁf(x,y,z)zgi + %j + %k
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EJEMPLO 4.4.1. Calcula el gradiente de las siguientes funciones en el punto indicado:
1) f(ny) =32 +y7, P(-2.3)
2x T
2) f(x,y)=e"tany, P(O,Zj

3) f(xy.z)=xz"—xy’z, P(1,-2,2)

RESOLUCION:

1) fer)=(x + )"

Vf(-2,3)=-0.12i + 0.36
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2) f(x,y):ezxtany

er tany}j

7 (x,y) :|:(er tany)(ztany):l. " |:(er tany)(szeczy)}j

13
N—
I
1
—_—

]
=
RN
)
S~
—~
\9)
2
=
~—~~
2
EAN
N—"
N
| I—
~.
+
1
—_
Q
=
o
=)
&£
N
~~—
—_
—~~
S
N—"
72}
o
(¢}
—~~
<
~
N—
~—
| I—

3) f(x,3,2)=xz"-xyz, P(1,-2,2)

?f(x,y,z) =a—£z + % + 8—j;k

Vf (x,0,2) =8%(sz - xy3z)i + %(xz2 - xy3z)j + %(xzz— xy3z)k
?f(x,y,z) =( z* - ysz)i + (— 3xy22)j + (2xz— xy3)k

U (1-2.2) =((2)" - (=2 (@) + (- 30)(-2) (2))7 + (2()(2)- ()(=2)’ )

Finalmente,

Vr(1,-2,2)=20i =24/ + 12k
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El gradiente permite obtener la derivada direccional de una funcién y establecer conceptos
adicionales, tales como, el valor maximo y/o minimo de la derivada direccional y la tasa de

crecimiento maxima y/o minima de una funcién en un punto.

Entonces, debe recordarse que para obtener la derivada direccional de f en la direccién del

vector unitario U, se toma el producto escalar del gradiente de f con el vector ¥ , como

se muestra enseguida:

Dy f(x)=Vf(xy)-u

Dy f (5.2) = (x.3.2) -

Ademas, es conveniente recordar algunas propiedades del gradiente:

1) Elvalor maximo de Dy f(x,y) en P(x,y)es |[Vf(x,y)|
2) Elvalor minimode Dy f(x,y) en P(x,y)es —|Vf(x,y)
3) Latasa de crecimiento maximade f(x,») en P(x,y) ocurre en la direccién

de V£(x,y)

4) La tasa minima de crecimiento de f(x,») en P(x,y) ocurre en la direccién

de —§f(x,y)

EJEMPLO 4.4.2. Calcula la derivada direccional de las siguientes funciones en el punto

Py en la direccion indicada:
1) f(x,y):xxlny, P(4,1), a=i-3j

2) f(x,y)=e"cosy, P(O,g], a=5-2j
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RESOLUCION:

1) Para obtener la derivada direccional, toma en cuenta que:
Dﬁf(x,y)zﬁf(x,y) ‘u

por lo cual es necesario obtener el gradiente de la funcién y el vector unitario que determina
la direccién.

Recordemos que el gradiente se puede expresar con la notacion:
Vf(an/):fxi + fy]

entonces:
3

Vf (xv.y) = fxi + fpj=3xny i+ =

Yy
VF(4,1) =3(16)In(1)i + 64/ = 0i+ 64,
VF(4,1) = (0,64) < gradiente de la funcién

Para el vector unitario se tiene:

S _ (1,-3) :[1 —3)
lall - Jay+ (-3 V1o o

finalmente,

1 -3 -192
Do/ (x,v) =(O,64)-(m,mj:mz—60.7l

2) De manera similar al inciso anterior, se obtiene el gradiente de la funcion:

Vi (x,y) =fxi+ fyj=e"cosyi—e'seny

Vi T)_ 0 T)._ (0 T
V|1 0,—|=e"’cos| —|i —e 'sen| —
f( 4) (4) (4)’
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2 2

b

2 2

oo2)- £, ﬁ.:(ﬁ ﬁ]

y el vector unitario es:

a _ (5,-2)

_ 5 -2
VAl (@ ’@]

entonces, la derivada direccional resulta asi:

Dy f(x.»)=Vf (x.)-u

D, f (x.y) 2[\/5,_@)(#52_9,%)

2 2

572 +242

D;f(x,y) = ———~0918

229

EJEMPLO 4.4.3. En los ejercicios siguientes, encuentra un vector unitario en la direccién

en la que f aumenta con mayor rapidez en el punto P, asi como, la razén del cambio

de f en P en esa direccion:

1) f(x,y)=4x3y2, P(—l,l)

2) f(x,y)z«/x2+y2, P(4,-3)

RESOLUCION:

1) La direccién en la cual la funcién aumenta con mayor rapidez es la direccion del gradiente
de f en P:

§f(x,y)=fxi + fyj =12x*y* i+ 8x°y
Vr (-L1)=12(=1) (1) i + 8(-1)’ (1) j = 12i - 8
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para hacerlo unitario:

VA(-L1)  (12,-8)  4(3,-2)
[Vr(-Ln| Vida+e4 fi6(13)

u=

u=

4(3,-2) [ 3 -2

4\/5 = m’@j {——= es el vector unitario que determina la direccién en la

cual la funcién crece mas rapidamente

La razén de cambio de f en P enesa direccion, esta dada por el modulo del gradiente

de la funcionen P, por lo que:

|=\/144+64 =413 <—  razo6n de cambio

[vr(=11)

2) De manera similar al inciso anterior, se tiene:

-1/2 1 -1/2

ﬁf(x,y) =f.i +fyj:%<x2+y2) (2x)i +5(x2+y2) (Zy)j

= X . y .
Vf(x,y) = i+ Jj
/x2+y2 /x2+y2
Al evaluar en el punto dado, tenemos:

_4 3
J16+9 J16+9]

= 4. 3. (4 3
)33 -3

Vf(4,-3)

Al calcular el médulo de este vector:

Frea-siy (2] +(3) -
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Entonces, el vector unitario que determina la direccién en la cual la funcidon crece mas
rapidamente es:

Tf (4,-3) =G ‘%j

La razén de cambio de f en P en esa direccion, esta dada por el modulo del gradiente

de la funcionen P, por lo que:

4 2 3 2
H?f(4,—3)”:\/(gj +( _gj -1 «——  razén de cambio

4.5. PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

De los conceptos estudiados en tu curso de Calculo Integral, recuerda lo siguiente.

El plano tangente a la grafica de la superficie F(x, y,z):O en el punto

R (xo,yo,zo) tiene como ecuacion:

F, (xo’J’o’Zo)(x_xo) +F, (onJ’o:ZO)(y_J/o) + _Fz (xo’yo)Zo)(Z_Zo) =0

%\’—', N 4 _‘\f—"
derivada parcial derivada parcial derivada parcial
con respecto a x con respecto a y con respectoa z
evaluada en el evaluada en el evaluada en el
punto A, punto £ punto R

donde el gradiente de la funcién determina un vector normal a la superficie y al plano
tangente a dicha superficie, es decir:

VF(xO,yO,ZO) = Fx(xo,yo,z())i +F), (xo,yo,zo)j +F, (xo,yo,zo)k

VF(xO,yO,ZO) =N <« vector normal al plano tangente a la superficie
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Para la recta normal a la superficie F(X, y,Z)=0 en el punto Po(xo,yo,zo), unas

ecuaciones simétricas son:

(x=x) _ (¥=x) _ (z2=2)

a b c

donde el gradiente de la funcion en R, determina un vector paralelo a la recta normal a la

superficie:

VF(xO,yO,ZO):(a,b,c) < vector paralelo a la recta normal a la superficie

EJEMPLO 4.5.1. Encuentra una ecuacién del plano tangente a la grafica de:

x>+ y*+z2 =25 enel punto P(3,4,0)

RESOLUCION:
F(x,y,z) =x’+ y*+2z°-25
F(x,y,z)zO = X+ y*+z"-25=0
VF(x,y,z)=F,i+ F,j + F.k
VF(x,y,2)=2xi + 2y j + 2zk
VF(3,4,0)=2(3)i + 2(4)j +2(0)k = 6i + 8 +0k
entonces, un vector normal al plano tangente es: N = (6,8,0)

y una ecuacion del plano tangente resulta ser:

6(x—3)+8(y—4)=0 = 6x+8y-50=0
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EJEMPLO 4.5.2. Determina unas ecuaciones para el plano tangente y la recta normal

a la grafica de la ecuacién que se da en el punto P indicado:
1) z=9%"+4y’,  P(-1,-2,25)

2) xy+2yz—xz" +2=0, P(-3,5,1)

RESOLUCION:

1) Si z= f(x,y) es una ecuacion de la superficie, entonces, tomando

F(x,y,Z) :f(-xay) —Zz
se tiene:

F(x,y,z) =9x°+4y* -z = Ox* +4y*—z=0

VF(x,y,z)=18xi + 8y j—k

Al evaluar en el punto dado:

VF(-1,-2,25)=18(—1)i + 8(-2) j—k=—18i =16, — k

Un vector normal al plano tangente es N = (—18,—16,— 1) que también se expresa como:

]\_/:(Fx,Fy,FZ)

P

por lo que la ecuacién del plano tangente se obtiene a partir de:

Flp(x=x) +Fy‘P(J’_J’0) +F[,(2-2)=0
—18(x+1) —16(y +2) —(2-25)=0
18x — 18 —16y — 32—z + 25=0

finalmente,

18x +16y + z + 25 =0 <ecuacién del plano tangente
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Para la recta normal, unas ecuaciones simétricas son de la forma:

(x-x) (y-») _ (z-2)

a b c

donde: # =(a,b,c)=(-18,-16,—1)

por lo que unas ecuaciones son:

(x+1) _ (y+2) _ (z-25)
-18 -16 -1

&< ecuaciones de la recta normal

2) De manera similar al inciso anterior, tenemos:

F(x,y,2) =xy +2yz —xz> + 2

Fx,y,z) =0 = xp+2yz—xz°+2=0

F(x,y,2)=0
VF(x,v,z) = (y—22)i+(x+22)j+(2y—2xz)k
Evaluando en el punto dado, se tiene:
VF|, =(5-1)i + (-3+2)j+ (10 +6)k
?F\P =4j —j + 16k < vector normal al plano tangente

por lo que la ecuacidn del plano se obtiene al sustituir en la expresion:

F |, (x=xp) + Fy‘p (y=20) +F|,(z2=2)=0

4(x+3) —(y—S) + 16(2—1) =0
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Al simplificar:

4x —y +16z+1=0

Para la recta normal:

(+3) _ (v=3) _ (=)

4 -1 16

EJEMPLO 4.5.3. Obtén ecuaciones para el plano tangente y la recta normal a la grafica de cada
una de las ecuaciones siguientes, en el punto P indicado:

a)4x’ -2y +322=10 , P(-1,3,2)

b) z=3e " cosy , P(0,m -3)

RESOLUCION:

1)Si z= f(x,y) es una ecuacion de la superficie, entonces, tomando

F(x,y,z) = f(x,y)—z

se tiene:

F(x,p,z) =4x = 2y+32° =10 = 4x*-2y+32°-10=0
VF(x,y,z) =8xi—2j+6zk
al evaluar en el punto dado:
VF(-1,3,2) =8(-1)i — 2+ 6(2)k = —8i — 2 +12k
Un vector normal al plano tangente es:

N =(F,F,F,)

P
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por lo que

N=(-8,-2,12) = N’'=(—4,-16)

Una ecuacién del plano tangente se obtiene a partir de:
Flp(x=x) +Fy‘P(y_y0) +F. |, (2-2)=0
—4(x+1)—(y-3)+ 6(z-2)=0
—4x-4-y +3+6z-12=0

finalmente,

4x + y — 6z —13 = 0 <=ecuacion del plano tangente

Para la recta normal, unas ecuaciones simétricas son de la forma:

(x-x%) (-n) (z-z)

a b c

donde: u# =(a,b,c)=(-4,-1,6)

por lo que unas ecuaciones son:

<= ecuaciones de la recta normal

(x+1) _ (v=3) _ (-2)
4 1 6

2) De manera similar al inciso anterior, se tiene la funcién z =3¢ “cos y

F(x,y,2)=0 = 3ecosy—-z=0
\—V_J
F(x,y,2)

VF(x,y,z) =3¢ "cos yi — 3¢ "senyj—k
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Al evaluar en el punto dado:
VF| ==3(-1)i =3(0)j- &
§F‘P =3i —k <= vector normal al plano tangente

Asi, la ecuacion del plano se obtiene sustituyendo las componentes del vector normal en la
expresion:

F;C|P(x—x0) + Fy‘p(y_yo) +F, P(Z_ZO) =0

3(x—0) +0(y—=) —(2+3)=0

Simplificando:

Ix —z-3=0

Finalmente, para la recta normal, se tiene:

x _ (z+3)
3 g YT
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