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Resumen

Una cantidad significativa de reservas de aceite y gas se encuentran en formaciones donde la matriz esta lige-
ramente compactada y por consecuencia, se genera una producciéon de solidos de la formacion que hace que la
matriz de roca se empiece a erosionar; por lo tanto, se generan problemas geomecanicos y la formacion se colapsa.
Por esta razoén es importante disponer de un método de prediccion para describir el flujo de fluidos y soélidos
de una formacion deleznable hacia un pozo productor, y también del colapso de la roca cercana al pozo. Cémo
primer paso se desarrolla un modelo de simulacién numérica capaz de generar una prediccién confiable. Dentro
de este proceso, se muestran distintos métodos reportados en la literatura y se realiza una revisiéon general de
los temas necesarios que se deben conocer para entender el modelo de simulacién numérica que se ha reportado
en la literatura. Mas adelante se muestra el comportamiento y la sensibilidad de las variables principales de este
modelo, con el fin de tener un entendimiento fisico del flujo de la mezcla y del colapso de la formacion.

Se describe detalladamente el desarrollo del simulador numeérico implicito. Después de haberse validado, el
simulador se aplica a una formacién propuesta para evaluar las complicaciones que se tendrian en distintos casos
de produccién, y asi establecer una estrategia 6éptima de produccion de los pozos que producen sélidos de una
matriz ligeramente compactada, que permita prevenir el colapso de la formacion.



Abstract

A significant amount of oil and gas reserves are found in formation where the matrix is slightly compacted

and consequently, a production of solids from the formation is generated that eventually causes the rock matrix
to begin to erode; therefore, geomechanical problems are created and the formation collapses. For this reason,
it is important to have a prediction method that describes the fluid and solid flow from the weak formation
to a producing well, and the collapse of the rock near the wellbore. As a first step, a numerical simulation
model competent of generating a reliable prediction is developed. Within this process, different methods used
in the literature are shown and a general review of the necessary topics that must be known to understand the
numerical simulation model that has been reported in the literature is made. The behavior and sensitivity of
the main variables of this model are shown, in order to have a physical understanding of the mixture flow and
the collapse of the formation.
The development of the implicit numerical simulator is described in detail. After being validated, the simulator
is applied to a proposed formation to evaluate the complications that would occur in different production cases,
and thus establish an optimal production strategy for wells that produce solids from a slightly compacted matrix,
which allows preventing the formation collapse.
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Capitulo 1

Introduccion

La produccion de particulas de solidos durante la etapa de produccion de un pozo de aceite y/o gas, posee
desventajas técnicas y econémicas que se encuentran desde el pozo hasta las instalaciones superficiales del campo.
Formaciones que presentan una resistencia uniaxial a la compresion (UCS) menor de 1000 psi (formaciones
geologicamente jovenes), tienden a presentar problemas de produccion de solidos. Inicialmente este problema se
conocia como arenamiento, pero este problema también aplica a otros tipo de rocas y por esto se reformula el
nombre a produccién de soélidos. Las soluciones del problema més comin de producciéon de sélidos varian desde
reparaciones a pozos (continuas) hasta aplicar métodos de control de arena, donde ambas presentan desafios
econdmicos y técnicos. Dentro de los problemas menos comunes y més severo se encuentra el colapso de la
formacion, con la tnica opcién de cerrar el pozo. Debido a esto, es de gran interés para el operador estimar si el
control de solidos es necesario o tener medidas parra evitar una caida de presién que genere un colapso total de
la formacion. Por tal motivo se requiere una herramienta ntimerica que logre predecir las condiciones a la cuales
se generan problemas mayores de produccion de sélido, para evitar totalmente el colapso de la formacion.

1.1. Objetivos

= Desarrollar una herramienta niimerica que permita predecir de acuerdo a distintos esquemas de produccién
de solidos, el flujo de solidos para formaciones productoras de aceite y el colapso de la formaciéon

= Establecer los fundamentos fisicos y numéricos que se emplean para resolver el problema y entender como
ampliarlos.

= Utilizar la porosidad como el parametro de acoplamiento entre la erosion y la mecéanica de la roca.

= Usar esta herramienta para explicar problemas de produccion de sélidos en distintos escenarios de produc-
cion.

11



Capitulo 2

Revision de Literatura

2.1.

Definicién de arenamiento

El fenémeno de arenamiento es la migracion de arena o finos de formacion hacia el pozo y equipo superficial,
causado por el flujo de fluidos del yacimiento. Conceptualmente, este proceso se divide en tres etapas:

1.
2.

3.

Falla de la roca alrededor de un agujero descubierto o un disparo.
Separacion de los granos de arena de la matriz de roca fallada

El transporte de arena hacia el pozo y la superficie.

Es necesario mencionar que en cuestion de la fisica de produccioén, la definiciéon de arenamiento cumple de manera
analoga para producir cualquier sélido o fino de formacion.

2.2.

Causas de Produccion de Arena

La produccién de arena es un fenémeno comin en formaciones no consolidadas, las cuales son formaciones con
resistencia unixial a la compresion (UCS) menor a 1000 psi, estas formaciones son geologicamente jovenes (Era
Terciaria) y poco profundas. También es comin que las formaciones no consolidadas presenten poca cementacion,
debido a la edad geolbgica corta donde las rocas quedan expuestas limitadamente a las dos primeras etapas de
la diagénesis, las cuales son: compactacion y cementacion. Penberthy (1992) y Clegg (2006) dividen de forma
general las causas de producciéon de arenas como:

1.

Flujo de fluidos.-El flujo de fluidos hacia el pozo es una consecuencia generada debido a que el potencial
hidraulico del pozo es menor que la del yacimiento, el cual genera una fuerza de arrastre de arena o de los
finos de formacion, debido al producto velocidad-viscosidad del fluido que genera una fuerza de arrastre.

. Fuerzas de retencion.- De manera inversa a las fuerza de flujo de fluidos estan las fuerzas de retencion, las

cuales se encargan de mantener la arena o finos en la matriz de roca. Estas consisten en a) cementacion
natural (resistencia unixial a la compresion); b) friccion entre particulas de la formacion; c¢) presion de
poro debido los fluidos de la formacion; y d) fuerzas capilares. La resistencia a la compresion, la fuerza de
retencion principal, esta controlada por la cementacion intergranular generada durante las primeras etapas
de diagénesis. Como una regla geologica menciona que los sedimentos geologicamente viejos estan més
consolidados que los sedimentos geologicamente jovenes. Formaciones jévenes cominmente tienen poco
material cementado, refiriéndose cominmente a ellas como formaciones ligeramente consolidadas. Dicho
de otra forma, tienen resistencia unixial a la compresion (UCS) muy baja, con valores menores a 1000
psi incluso llegando a valores tan pequetios que la resistencia no puede medirse (Penberthy (1992)). Las

12
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fuerzas de fricciéon estan relacionadas con los esfuerzos de confinamiento o de sobrecarga. El esfuerzo que
causa que falle la roca incluye el esfuerzo mecanico que resulta de las fuerzas de sobrecarga y las fuerzas de
arrastre asociadas al flujo de fluidos a través del medio poroso. Las fuerzas capilares también contribuyen
a la produccion de arena, Morita y Boyd (1991), Wu y Tan (2005) muestran que la producciéon de arena
ocurre cuando se presenta la irrupciéon de agua. Las razones que causan que se produzca arena durante la
irrupciéon del agua dependen de la cantidad de arcilla que tenga la roca y la saturacion inicial de agua.

Morita et al. (1991) captura cinco problemas tipicos de produccion de arena que se observan comiunmente en
campo, donde explican las causas qur producen su avance. Ademés, mencionan los dos tipos de fallas que son
dominantes durante la produccién de arenas: falla cortantes y fallas de tension. Si el gasto es muy grande, ocurre el
arenamiento por falla de tension. Si la presion del fondo fluyendo declina, ocurre el arenamiento por falla cortante.
La reduccion de presion capilar reduce la cohesion de los granos de arenas, el cual afecta significativamente el
fallo por tension. Estos dos tipos de fallas tienen relacion con las fuerzas que causan el arenamiento, por lo que
en cada proceso es necesario tener en cuenta como se comportan estas dos fallas distintas.

Como menciona Morita et al. (1991), existe una influencia geomecénica para la produccion de sélidos, la cual
se describe por:

1. Falla por compresion o corte.- Esta falla esta relacionada con un esfuerzo tangencial importante que rodea
la pared del pozo, la cual causa una falla de corte en la formacion. Este ejemplo es comun en la etapa de
produccion y largas declinaciones de presiéon en un yacimiento.

2. Falla por tension.- Esta falla se relaciona con los esfuerzos radiales a la tensién, que van hacia el pozo. En
esta falla los esfuerzos radiales exceden la resistencia de la roca y generan una falla. Esta falla es comun
durante el proceso de perforacion, donde el peso del fluido de perforacion excede la resistencia de tension
de la roca, lo que genera falla por tension.

3. Erosion.- Esta falla esta relacionada con las fuerzas de arrastre que se ejercen por el flujo de la mezla de
fluidos y solidos, las cuales llegan a exceder la cohesion de la roca.

2.2.1. Tipicos Problemas de Arenamiento
2.2.1.1. Arena producida por formaciones pobremente consolidadas

La produccién de arena debido a formaciones pobremente consolidadas es la causa principal y esta asociada
con la cohesion de la roca. Este problema ocurre durante las primeras etapas de produccién de arena o en el
la segunda etapa de produccién después de un cierre. La cantidad de arena producida por formaciones poco
consolidados es significante debido a las fallas de corte generadas durante la produccion de fluidos.

2.2.1.2. Arena producida por formaciones con resistencia de compresiéon intermedia

Morita y Boyd (1991) definen a una roca con resistencia de compresiéon intermedia con un rango de 500 a 1000
psia. Estas formaciones no producen arena inicialmente, hasta que ocurre la irrupcion de agua. La principal
causa de este problema es la pérdida causada por el decremento de la presion capilar que mantiene las particulas
de arenas juntas (fuerza de retencion). El tiempo de mayor caida de presion de yacimiento usualmente coincide
con el de irrupciéon de agua. Por lo que cuando ocurre esta caida de presion, se crea un incremento de falla de
corte en la zona de falla.

2.2.1.3. Arena producida en formaciones consolidadas debido a caidas de presiéon

Los problemas de arenamiento también ocurren en formaciones consolidadas (resistencia a la compresién mayor
a 1000 psia), cuando el esfuerzo efectivo in situ aumenta debido a la reduccion de la presion del poro en la etapa
de producciéon. Este caso de producciéon de arena es menor que en los primeros dos casos de formaciones no
consolidadas y poco consolidadas.
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2.2.1.4. Arena producida de formaciones consolidadas debido a fuerzas tecténicas

Morita y Boyd (1991) mencionan que los dos esfuerzos horizontales no son tan significativas en zonas productoras
de arenas. Sin embargo, si una formacion es rigida con porosidad muy baja, movimientos tectonicos pequenos
inducen esfuerzos direccionales. Esta diferencia de esfuerzos causa un derrumbamiento del pozo, por lo cual
induce a una produccién posible de arenas o finos. Esta situaciéon se puede presentar en formaciones que se
encuentran en zonas geoldgicas activas.

2.2.1.5. Arena producida con alto gradiente de presiéon a lo largo de una cavidad

Las nuevas herramientas de disparos han incrementado sus capacidades, estas herramientas generan disparos
multiples con una profundidad de penetracion grande. Al realizarse los disparos, se forman cavidadades, estas
cavidades son zonas donde la accién de los disparos provoca una falla de corte y llegan a inducir la falla de
tension si a lo largo de esta cavidad existen caidas de presion grandes debido a friccion generada por flujo y sus
cambios drasticos posibles.

La discusién previa es una simplificacion de todas las posibles causas para la producciéon de arenas, ademas de
otros posibles factores que llegan a impactar. De manera general todas las posibles causas del arenamiento se
pueden relacionar los conceptos de gasto de produccién, declinacién de presiéon cercana al pozo y resistencia de
compresion de la formacion.

2.3. Consecuencias de la Produccion de Arena

Las consecuencias del arenamiento son un problema de productividad de corto y largo plazo. Aunque algunos
pozos con producciéon de arena puede controlarse de forma efectiva, el resto de los pozos (la mayoria), no se
pueden controlar y le cuestan a las industria petrolera decenas de billones de dolares anualmente (Acock et al.
(2004)). El conocer las consecuencias de la produccién de arena muestra que tan atractivo seria analizar pozos
que presenten caracteristicas para producir arena, ademés que valores de gastos se tienen que tomar en cuenta
para que los pozos no presenten problemas serios de produccién de arena o un colapso, el equipo superficial para
manejar de manera 6ptima la produccion de arena y el mantenimiento de pozos para evitar danos severos. A
continuacién se mencionaran las consecuencias més comunes de produccién de arena.

2.3.1. Acumulacién en el fondo del pozo

Si el gradiente de presion a lo largo del pozo no es suficiente para transportar arena a la superficie, entonces se
empezara a llenar el fondo del pozo con arena. Eventualmente, el intervalo productor podria estar completamente
cubierto de arena. En este caso, el gasto de producciéon declinara hasta que el pozo quede “arenado” y la
produccién cese. En estas situaciones, las operaciones de intervencion de pozos se requieren para limpiar el pozo
y restablecer la produccién. Una técnica comun es bajar un “achicador” de arena en una linea de acero para
remover la arena que se encuentra en la tuberia de produccion o tuberia de revestimiento. Otra operacion de
intervencion es insertar una tuberia flexible dentro de la tuberia de produccion, agitar la arena e incitar el flujo de
fluidos a través del pozo. Esta operacion debe de realizarse con cuidado, ya que existe la gran posibilidad de que
la tuberia flexible se atasque en la tuberia de produccién. Si la produccién de arena es continua, las operaciones
de limpieza deben ser hechas periddicamente aunque esto signifique pérdida de producciéon e incremento de los
costos de mantenimiento.

2.3.2. Acumulacién en equipo superficial

Si el gradiente de presion es suficiente para transportar arena hacia la superficie, es posible que la arena quede
atrapada en el separador, tratadores de calor o linea de flujo de producciéon. Si una cantidad suficiente de arena
queda atrapada en una de esas areas, se requerird la limpieza para permitir la produccién eficiente de pozos.
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Para restablecer la produccion, el pozo debe ser cerrado, el equipo superficial abierto y la arena es removida
manualmente. Ademas del costo de limpieza, el costo de interferencia de produccién debe ser considerado.

2.3.3. Erosioén en el fondo del pozo y equipo superficial

Si el flujo es turbulento, el flujo de arena sera altamente erosivo. La figura (2.1) presenta una imagen de una
seccion de pozo erosionada. La figura (2.2) muestra un estrangulador superficial erosionado. Si la erosion es
severa u ocurre de forma duradera podria ocurrir un fallo del equipo del fondo de pozo o superficial podria
ocurrir, resultando en problemas criticos de seguridad y medio ambiente, al igual que una pérdida de dinero
debido a la interrupcién de la de producciéon de pozo.

Figura 2.1: Falla de la seccion del pozo debido a la produccion de arena. (Penberthy, 2006)

Figura 2.2: Falla del estrangulador debido a la produccién de arena. (Penberthy, 2006)
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2.3.4. Colapso de la formaciéon

El colapso de formacién alrededor del pozo puede ocurrir cuando se han producido volimenes grandes de arena.
Aparentemente, cuando se forman espacios vacios de la matriz de roca suficientemente grandes para no poder
mantener la integridad de la formacién, ocurre el colapso. Cuando se presenta el colapso, los granos de arena se
vuelven a acomodar de tal forma que crean condiciones de méas baja permeabilidad a la que se tenia originalmente.
Esto es una realidad para formaciones con alto contenido de arcilla o una cantidad variada de tamafos de granos
(Wu (2005)). Para el caso contrario, donde la formaciéon tiene menos arcilla y menor variedad de tamafios de
roca entonces el cambio de permeabilidad no es tan severa. Cuando un estrato de roca adyacente superior es
lutita, el colapso de esta roca adyacente puede causar un colapso completo de la formacién. En muchos casos,
la produccién continua de arena declina la productividad del pozo y su recuperacién final.

La compactacion del yacimiento ocurre como resultado de la reducciéon de presion del poro creando una sub-
sidencia superficial. Un ejemplo de subsidencia causado por la produccion de fluidos y arenas es la del campo
Ekofisk en el Mar del Norte, donde las plataformas se hunden cerca de 10 ft.

2.4. Meétodos de prediccion

Conforme los operadores tienen programas de produccion mas agresivos, se genera una demanda para el enten-
dimiento de los mecanismos de produccion de sélidos para que se realicen predicciones correctas de una cantidad
anticipada de produccion de sélidos en funcién del tiempo, esfuerzo aplicado y flujo de fluidos. Predecir si un pozo
produciré fluidos sin producir arena ha sido la meta de la mayoria de los ingenieros de terminacién y proyectos
de investigacién. La meta es extender a un maximo, permisible y seguro gasto de produccién de arena. Con
esto la toma de decisiones y estrategias de produccién se basan en la consideracién del indice de productividad
de pozos, capacidad de produccién de arena, equipo superficial para manejar arena y las condiciones entre la
cuales se logran el control de arenamiento. A continuaciémn se presentaran los métodos més comunes para la
prediccion de la producciéon de arena.

2.4.1. Resistencia de la formacion

El procedimiento més comtuin para determinar si el control de arena es determinar la resistencia a la compresién
de la roca. La forma méas comin es a través de una prueba “triaxial” la cual se describe en el capitulo 3. Debido
a que la resistencia a la compresion de la roca tiene las mismas unidades que el gradiente de presiéon entre el
yacimiento y el fondo del pozo, estos dos pardmetros pueden relacionarse y es posible establecer limites para el
diferencial de presion de pozos especificos. Un estudio hecho por Penberthy y Shaughenssy (1992) muestra que
la roca falla y empieza a producir arena cuando la diferencia de presion entre el fondo de pozo y el yacimiento
es 1.7 veces mayor a la resistencia de compresion de la roca. Como ejemplo, si una roca de formacion tiene una
resistencia a la compresion de 500 psi entonces para producir arena iniciafa cuando la caida de presién entre el
fondo de pozo y el yacimiento fuera igual o mayor de 850 psi.

2.4.2. Registro Sénico

El registro sonico es un tipo de registro actistico que mide el tiempo de transito (At) de onda de sonido que se
mueven a través de una longitud de formacién. El registro sénico puede usarse para determinar el potencial de
produccién de arena de los pozos. Si la velocidad de matriz de roca es conocida, la porosidad puede ser calculada.
Los registros soénicos en el area de producciéon de sélidos son usados para determinar la porosidad y determinar
propiedades geomecanicas de la roca, tales como el moédulo de Young, relacion de Poisson y médulo de corte.
La porosidad esta relacionada con la resistencia de la formacion y el tiempo de viaje sénico. Tiempos cortos de
viajes, menos de 50 microsegundos, indican porosidad muy baja correspondientes a una roca bien cementada;
tiempos largos de viaje, 95 microsegundos o més, se asocian con una roca fragil, altamente porosa y pobremente
cementada. Una técnica comin para determinar si el control de arena en un area geologica es correlacionar
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incidencias de produccién de arena con las lecturas de los registros sénicos de porosidad arriba y abajo de la
zona donde la produccién de arena.

2.4.3. Registro de las Propiedades de la formacién

Ciertos registros de pozos, tal como el registro sonico (ya discutido) , registro de densidad y registro de neutrones
son herramientas que sirven como indicadores de porosidad y dureza de la formacion. Para una formacion
particular, una lectura de baja densidad indica porosidad alta. Los registros de neutrones son indicadores de
porosidad. Varias companias de servicios de registros ofrecen registros de propiedades de formacién que usan
los resultados de registros sonico, de densidad y de neutréon para determinar si la formacion producird arena
o finos de la formacioén, para ciertas caidas de presion. Penberthy (2006) menciona que aunque los registros
de propiedades de la formacion se han usado durante 20 anos, la experiencia muestra que normalmente sobre
predicen la necesidad de control de arena.

2.4.4. Porosidad

Como se ha intuido de los dos métodos anteriores, la porosidad de la formacién puede usarse como guia para
saber si el control de arena es necesario. Penberthy (2006) establece el rango de valores para el cual la porosidad
tiene una cierta probabilidad de generar arenamiento, estableciendo que, si es mayor del 30 %, la probabilidad
de control de arena es alta debido a la falta de cementacion que se traduce como una falta de cohesion de
roca. De forma inversa si la porosidad es menor del 20 %, la necesidad de control de arena sera probablemente
minima debido a que la arena estard mas consolidada. El rango de porosidad entre 20 y 30% es donde la
incertidumbre usualmente existe. En un medio natural, la porosidad esta relacionado con el grado de cementacién
de la formacion; asi, con esta base esta técnica puede ser utilizada cualitativamente. La informacién de porosidad
puede ser derivada de registros de pozos o analisis de ntucleos en laboratorios.

2.4.5. Caida de presion

La caida de presion generada por la producciéon puede ser un indicador del potencial de produccion de arena. Es
muy poco probable que la produccién de arena ocurra con gradientes pequenos de presion a lo largo del pozo,
mientras que una caida de presioén excesiva puede causar que la formacién produzca arena a niveles criticos. La
magnitud de caida de presién es normalmente asociada a la permeabilidad y viscosidad de los fluidos producidos.
Fluidos pocos viscosos como el gas, generan pequenas caidas de presion, al contrario con las caidas de presiéon
grandes asociados a fluidos muy viscosos (mas de 1000 cp) que se producen al mismo intervalo. Asi que la
produccion de arena esta asociada usualmente a fluidos muy viscosos (Zhang (2°004)).

2.4.6. Métodos analiticos

En las primeras etapas, la predicciéon del gasto de produccion de arena se baso en relaciones empiricas entre el
gasto de produccién de arena con fluidos y parametros de pozos tal como la profundidad del pozo, tiempo de
viaje actstico, gasto de produccién de pozo, caidas de presiéon del pozo, productividad del pozo, saturacion del
fluido y otros més.

Kanj et al. (1999) coleccionaron una gran cantidad de datos de pozos con producciéon de arenas, para construir
un modelo de redes neuronales para predecir el gasto de producciéon de arena. Este modelo tiene una estructura
basada en un modelo de aprendizaje de propagacién inversa, con parametros de entradas tal como: Porosidad,
cantidad de arcilla, edad geologica, densidad API del aceite y caida de presion. La red neuronal necesita ser
“entrenada” y ser probada de manera efectivamente antes de aplicar la predicciéon de arenamiento. La efectividad
de la aplicacién y prediccion depende en los datos obtenidos del pozo que producen arena. J. Tronvoll et al.
(2001) desarroll6 un analisis de regresion para un conjunto de datos de produccion de arena de un pozo piloto en
el cual la producciéon de arena estaba autorizada y le fue aplicada una administracién para manejar la produccion
de arena, la investigaciéon muestra que el gasto de produccién de arena alcanza un nuevo pico cada vez que la
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caida de presion incrementa. Estas relaciones empiricas indican el comportamiento de la producciéon de arena en
muchos pozos pero no muestran detalles cuantitativos del gasto de producciéon de arena y no muestran detalles
de la evolucion de las propiedades de la formacion.

2.4.6.1. Modelo esfuerzo-deformaciéon

M. B. Geilikman et al. (1994) encontraron que los esfuerzos alrededor del pozo cambian con la declinacion de
presion debido a la produccién del pozo. Cuando la zona de produccion alcanza un estado critico de esfuerzos
debido a la produccién, la produccion de arena empieza a desarrollarse. La figura (2.3) muestra la area desde
la parte interna del pozo hasta la parte externa, la cual se divide en las siguientes zonas: Zona de produccion de
arena, zona pléastica, zona elastica-pléstica, zona elastica y zona virgen o zona imperturbable. Ellos estudiaron la
relacion entre el gasto de produccion de arena y los pardmetros de la zona plastica, indicando que la produccion
de arena resulta principalmente de la continua extension de la zona plastica. Y desarrollaron la siguiente ecuacion:

Se(t) = (¢p — ¢c) (R* —12) (2.4.1)

Donde S, es la produccién acumulada de arena, ¢, es la porosidad de la zona plastica, ¢. es la porosidad de

la zona virgen, R es el radio de la zona pléstica y r,, es el radio del pozo. Al inicio de la produccion la porosidad

de la zona virgen (¢.) y la porosidad de la zona plastica (¢,) seran iguales. A medida que se produce el pozo y

aumenta el tiempo: el radio (R ) y porosidad (¢,) de la zona plastica empiezan incrementarse, en consecuencia
la produccion acumulada de arena incrementara (S.(t)).

Zona elastica

‘.

Zona de Produccién
de Arena

Zona elasto-plastica

Zona virgen Zona virgen

Figura 2.3: Diagrama de zonas de producciéon de arena en una formacion. (Zhou, 2016)

P. J. Van de Hoek et al. (2004) mejoraron el modelo propuesto por Geilikman y expandieron la aplicacion
del modelo. Este modelo mejorado muestra que la permeabilidad y porosidad de la zona plastica incrementa
después de la producciéon de arena y la formacion vuelve a un estado estable. Esto significa que las particulas
de arena tienden a formar un arco estable alrededor del pozo o cerca de los tuneles de perforaciéon durante de
la produccion de arena. Y se vuelve inestable conforme hay mucha produccién de arena y cambios dréasticos de
caidas de presion debido a la produccion.

2.4.7. Métodos numéricos

Los métodos mas sofisticados para predecir la produccion de arena es el uso de modelos numéricos de geoméca-
nica, desarrollados para analizar el flujo de fluidos del yacimiento en relacion con la resistencia de la formacion.
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. El efecto del esfuerzo de la formacion, asociado con el flujo de fluido en la regién inmediata alrededor de pozo,
se simula a través de una herramienta de analisis numérico.

Vardoulakis et al. (1996)desarrollaron un modelo totalmente deterministico basado en un teoria de mezcla de tres
fases para un medio continuo de esqueleto de sélido, s6lido movil y fluido. Este modelo matemaéatico de erosion
cinética el cual esté basado en balance de masa, considera que el transporte de las particulas esté regido por la Ley
de Darcy. La ley de Darcy se acopla con la ecuacién de Carman-Kozemy para relacionar los cambios de porosidad
con los de permeabilidad. Este modelo se discretizé numéricamente por medio del método de diferencias finitas.
Stavropoulou et al. (1998) utilizaron el modelo de erosién propuesto anteriormente por Vardoulakis (1996) y
acoplaron el dano mecanico de la roca, donde la porosidad cambia respecto al tiempo y espacio conforme se
desarrolla la erosion, usandose como parametro de acoplamiento. La elasticidad y resistencia de la roca (cohesion)
dependen de la porosidad, de tal manera que el material se vuelve més débil al incrementarse la porosidad. Este
modelo matemaético se discretizé mediante el método de Galerkin, empleando el método de elemento finito..

La herramienta computacional usada en esta tesis se basara en la investigacion desarrollado por Stavropoulou,
en la cual se emplea otro tipo de discretizacion, conocido como diferencias finitas. La dificultad de este método
consiste en la parte numérica y datos de entrada. Respecto a la parte numérica, las ecuaciones obtenidas resultan
ser no lineales, por lo que se requiere emplear un método iterativo para su solucion; respecto a los datos de entrada,
es necesario que para que este método de prediccion se valide adecuadamente, nos parametros de entrada deben
obtenerse de forma correcta, lo cual en algunos casos resulta dificil, por lo que es posible que los resultados sean
erroneos.

2.4.8. Flujo multifasico

Predecir cuando el flujo multifasico empezaré es de ayuda. Muchos casos pueden citarse donde los pozos empiezan
a producir arena cuando ocurre la irrupcion de agua, tal como lo menciona Morita y Boyd (1991). La produccion
de arena al presentarse el flujo multifasico es causada principalmente por dos fenémenos: el movimiento de finos
mojados por agua y los efectos de la permeabilidad relativa. La mayoria de las formaciones son mojadas por
agua y, como consecuencia, inmovibles cuando se produce la fase de aceite, ya que ocupa la mayor parte del
espacio poroso. Cuando la saturacion del agua incrementa hasta el punto en el que el agua se vuelve movible, es
decir, se alcanza la saturacion critica, los finos de la formacion empiezan a moverse con la fase mojante (agua
en este caso), lo cual genera un taponamiento en los poros del medio poroso. Adicionalmente, el flujo de dos
fases causa un incremento en la caida de presion debido a que el flujo multifasico genera mas resistencia que el
flujo de un solo fluido. Fanchi et al (2015) mencionan que los efectos de permeabilidad relativa incrementan la
caida de presion alrededor del pozo por un factor de 5 por unidad de producciéon. El resultado compuesto de
la migracion de finos, taponamiento y reduccion de la permeabilidad relativa alrededor del pozo, incrementa la
caida de presion al punto que excede la resistencia de la formacion. La consecuencia de estas situaciones es la
produccién excesiva de arena.

2.5. Técnicas de control de Produccion de Arena

Cuando los pozos tienen las caracteristicas necesarias para presentar problemas de flujo de arena, se requiere un
esfuerzo para lograr controlar y minimizar la produccién de arena. Hay diversos métodos de control de arena,
los cuales cada uno cuentan con caracteristicas que los hacen adecuados para distintos pozos con problemas
especificos de producciéon de arena. Las opciones varian desde précticas simples de operacion hasta operaciones
de terminacion de alto costo, tal como consolidaciéon de arena o empacamiento de grava. La técnica que se elija
depende de las condiciones del pozo en estudio, practicas de operacion y consideraciones econdémicas. Algunas
de las técnicas de control de arena son:

2.5.1. Mantenimiento y reparaciéon

El Mantenimiento y reparacién de pozos es un método pasivo para el control de arena. Este método basicamente
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requiere tolerar la producciéon de arena y contender los efectos. Esta técnica requiere verter, lavar y limpiar las
instalaciones superficiales de manera rutinaria para mantener la productividad del pozo. Es posible que tenga
éxito en formaciones especificas. Este método se utiliza principalmente en pozos donde la produccion de arena
es minima, bajos gastos de produccién y un servicio a pozos econdmico.

2.5.2. Restricciéon de gasto

El restringir el gasto de un pozo hasta un nivel que reduce la producciéon de arena es un método usado oca-
sionalmente. La meta de este procedimiento es reducir o incrementar secuencialmente el gasto de fluido hasta
que se alcanza un valor aceptable de produccién de arena. El objetivo de esta técnica es intentar establecer
el gasto méaximo libre de arena. Es un método de prueba y error que se tiene que repetir conforme cambia la
presion del yacimiento, gasto y corte de agua. El problema de la restriccion del gasto es que el gasto requerido
para establecer y mantener una produccién libre de arena es generalmente menor al potencial absoluto del pozo.
Comparado con el gasto maximo, este representaria una pérdida significante de productividad e ingresos..

2.5.3. Practicas de terminacion selectiva

La meta de esta técnica es producir solo de las secciones del yacimiento que son capaces de resistir las caidas
de presion anticipadas, sin presentar danos por produccion de arena. Esto se logra disparando las secciones de
formacion con alta resistencia a la compresion, que permiten grandes caidas de presion. Las secciones con alta
resistencia a la compresion son secciones que muy probablemente son zonas cementadas y de baja permeabilidad.
Mientras que esta técnica tiene la capacidad de eliminar la produccién de arena, es defectuosa ya que es posible
que las zonas con el contenido mayor de hidrocarburos no estaran plenamente comunicadas con el pozo.

2.5.4. Consolidaciéon plastica

La consolidacién plastica implica la inyeccién de resinas plasticas las cuales se agregan a los granos de arena de
formacion. Subsecuentemente las resinas se enduran y forman una masa consolidada, soportando y juntando los
granos de arena en sus puntos de contacto. Si se llega a tener éxito, entonces la resistencia a la compresion de la
formacion aumentara y seré suficiente para soportar las fuerzas de arrastre cuando se produce a gastos deseados.
La meta de esta técnica es consolidar la roca alrededor de un radio de 3 ft sin reducir la permeabilidad de la
roca. Tres tipos de resinas son comercialmente disponibles: Epoxis, furanes y fenoles. Las resinas se encuentran
en forma liquida cuando entran a la formacion y se requiere un agente catalizador para endurarlas. Algunos
catalizadores se clasifican “internos” porque se mezclan en superficie con la solucion de resina y requieren cierto
tiempo y/o temperatura para endurar la resina. Otros tipos de catalizadores se clasifican como “externos” y son
inyectados después de que la resina esta en la formacion. Los catalizadores internos tienen la ventaja de una
colocacion positiva debido a que toda la resina esta en contacto con el catalizador. Una desventaja asociada con
los catalizadores internos son la posibilidad de enduramiento prematuro en la sarta de trabajo. Existen dos tipos
de sistemas de consolidacion plastica, las cuales son:

1. Sistema de Separacion de fase.- Estos sistemas contienen de 15 a 20 %de resina activa en una solucién
inerte. La resina es preferencialmente atraida a los granos de arena, dejando la parte inerte que no afectaréa
en los espacios porosos. Esos sistemas usan catalizadores internos. Un control preciso de la colocaciéon de
la resina es critico debido a que un sobre desplazamiento resultard en arena no consolidada en un area
critica cercana al pozo. Este sistema no es efectivo en formaciones que contienen més de 10 % de arcillas,
las arcillas que tienden a atraer resinas, tiene una gran area de superficie en comparacion a las arenas.
Entonces las arcillas atraeran mas resina, ademés de que el sistema de separacion incluyen poco porcentaje
de resina por lo que no habra resina suficiente para consolidar los granos de arenas.

2. Sistema de Sobre desplazamiento.- Estos sistemas incluyen un alto porcentaje de resina activa. Cuando
se inyectan, los espacios porosos se rellenan de resina y después se requiere un sobre desplazamiento para
empujar el exceso de resina que se encuentra en area cercana del pozo y asi restablecer la permeabilidad.
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Muchos de los sistemas de sobre desplazamiento requieren un catalizador externo, aunque algunos incluyen
catalizadores internos.

De acuerdo acuerdo con Clegg (2006) La mayor dificultad de usar sistemas de resinas es la colocacion de los
quimicos en la formacién. Por ejemplo en formaciones lenticulares, la colocacion de resinas puede ser irregular
debido a la gran variante de permeabilidades en la formacion debido a ciertas caracteristicas geoldgicas. Por
esta razon, la consolidacion plastica es adecuada para intervalos con longitudes menores de 10 a 15 ft. Intervalos
largos pueden ser tratados usando empacadores para aislar y tratar pequenas secciones de zonas al mismo tiempo,
pero estas operaciones son dificiles y consumen tiempo. Ademés las consolidaciones pléasticas no deben aplicarse
en formaciones con permeabilidades menores a 50 mD. También es posible que las resinas se emblandezcan a
temperaturas mayores de 255 °F por lo que no proveen suficiente resistencia a temperaturas altas. Este método
ha sido usado extensivamente en el golfo de México durante los anos tardios de 1950s y los medios de 1970s,
este método representa menos del 1% de las terminaciones de control de arena de forma mundial actualmente.
La mayor desventaja de este método es los altos costos y la limitada longitud de intervalo para realizar la
terminacion y tener un tratamiento efectivo.

2.5.5. Colocacion de resina a alta energia

Como se menciono anteriormente, una de las razones principales de la falta de aceptaciéon de técnicas de con-
solidacion quimica han sido las dificultades en colocar las resinas de forma uniforme a lo largo del intervalo
planeado. La colocacién irregular es méas severo en intervalos mayores a 15 ft. Las causas de esto son atribuidas
a las diferencias de inyectividad causadas por limpiezas incompletas de disparos durante esquemas bajo balance
o por variaciones de permeabilidades en una longitud de intervalo de formacion.

La colocacion de resina a alta energia resuelve alguno de esos problemas tal como lo muestra Hollabaugh et
al. (1993) y Dees et al. (1994). Esta técnica inyecta resina de forma muy rapida bajo condiciones de gran
sobrebalance. La resina es puesta en la formacién de manera tan rdpida que no puede tener posibilidad de fallar.
Otro beneficio de la colocacion réapida de resina es que la técnica parece ser menos afectada por propiedades
como la de permeabilidad. Esta caracteristica permite una colocacion uniforme sobre el intervalo disparado. Dos
métodos estan disponibles para crear presiones de sobrebalance que pueden ayudar a colocacién de resina, tal
como:

1. Fracturaciéon por Propulsiéon de Gas.- El uso de herramientas de fracturacion por propulsor de gas implica la
conversion de un propulsor solido a gas por una reacciéon quimica en la zona deseada del pozo. El propulsor
quimico es cambiado a gases de combustiéon por uno de estos dos mecanismos: Detonacién o propagacion de
flama. La detonacién involucra una reaccién caracterizada por una onda de choque se mueve rapidamente
a través del intervalo que se busca tratar. Esta onda de choque viajan a velocidades entre 15000 y 25000
ft /seg, induciendo presiones desde 400 a 4000000 psi con presurizaciones arriba de 100000 psia. La alta
presion coloca la resina de forma mas uniforme en los largos intervalos de la formacién donde los métodos
convencionales de consolidacion pléstica son poco practicos. Una ventaja de este sistema es que la resina
se coloca en todos los disparos de forma inmediata desde una zona de la herramienta del generador de gas.

2. Disparos Sobrebalance.- La colocacién de resina por disparos sobrebalanceados pueden ser usados si el
pozo no ha sido previamente disparado. La composicion de la soluciéon de resina es alcohol furfurilico, un
agente acoplado y un agente mojante. La resina cataliza con un acido para formar un pléastico furano. La
soluciéon de resina se posiciona a lo largo del intervalo de los disparados planeados. Un fluido més denso
puede usarse debajo de la resina para llenar una porcion del pozo debajo de la zona de interés. Esta técnica
asegura mas precision de colocacion de resina en todo el intervalo perforado. Operacionalmente, la presion
de fondo fluyendo, a la profundidad de disparo, se incrementa substancialmente de una forma mayor a la
presion del poro.

Mientras la técnica de colocacion de resina a alta energia ofrece una gran ventaja respecto los métodos conven-
cionales, estos no son tan usados y el sistema tiene muchas desventajas las cuales pueden ser:
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= Altos costos.
= Bajo indice de éxito.

= Falta de longevidad.

2.5.6. Grava recubierta de resina

Tratamientos de gravas recubierta de resinas son bombeadas en dos distintas formas. La primera es la forma
seca, donde la grava recubierta de fenoles esta parcialmente catalizada. Cuando se exponen a calor, la resina se
cataliza, resultando en una masa consolidada en arena. El uso de grava recubierta de resina como técnica de
control de produccién de arena requiere bombear la grava en un pozo para llenar completamente los disparos y
la tuberia de revestimiento. La temperatura del fondo del pozo, o la inyeccién de vapor, causan que la resina se
catalicé y se convierta en un empaque consolidado. Después de catalizar, la grava recubierta de resina se coloca
en los disparos. La grava consolidada restante en los disparos actian como un filtro permeable para prevenir la
produccion de arena de formacion. Resinas himedas es el otro método de bombeo. Para bombear esos sistemas,
el pozo es usualmente preempaquetado con grava; después, la resina es bombeada y catalizada para endurecer el
plastico. Después de catalizarse, la mezcla de arena consolidada con resina se deja en los disparos. Aunque parezca
sencillo en concepto, usar gravas recubiertas de resina resultan ser complejas. Primero, y la mas importante, un
trabajo exitoso requiere que todos los disparos este completamente llenos con grava recubierta de resina, y que
la grava se catalicé. El completo llenado de los disparos se vuelve muy dificil, conforme la longitud y desviacion
de la zona incrementa. Segundo, la grava recubierta de resina debe de catalizarse con la suficiente resistencia
compresiva. Mientras los sistema de recubrimiento de resina fueron utilizado fuertemente de forma inmediata
en su desarrollo, ahora su uso es limitado. Experiencia con este método muestra buen éxito al inicio pero pobre
longevidad.

2.5.7. Tuberia de revestimiento independiente ranurado

Las tuberfa de revestimiento ranurados han servido como tinico medio para controlar la cantidad de produccién
de arena. En esta operacién, esta herramienta funciona como filtro. A menos que la formacién no sea bien
seleccionado, arena limpia con gran tamano de grano, este tipo de terminacion seré de un tiempo de produccion
muy corto debido a que en poco tiempo se taponea con el material de formaciéon. Cuando estas herramientas se
utilizan a lo largo del intervalo productivo, la arena de forma un arco inpermeable alrededor de las ranuras. La
teoria y pruebas de laboratorios muestran que las particulas forman un puente alrededor de la ranura. El ancho
de la ranura es igual al tamano de grano de arena al punto de percentil 10 del analisis de tamizado. Esta teoria
es debido a que el 10 % de los granos de arena se detendran por las aberturas de la tuberfa ranura, la arena mas
grande detendra el 90 % restante de la formacion. El puente formado dejara de ser estable conforme el tiempo
pase o el pozo sea cerrado por alguna razén. Cuando esta técnica es usada para controlar la produccién de arena
las ranuras de las tuberias deben ser lo mas largo posible para maximizar el area de afluencia. Una desventaja
de la tuberia de revestimiento ranurada es la probabilidad de falla debido a problemas de erosion antes de que
se forme un puente.

Usar la tuberia de revestimiento ranurado sin empacamiento de grava no es generalmente una buena técnica
de control de arena, en muchos casos, las ranuras no previenen el taponamiento de arena. Esta técnica es ideal
cuando se tiene una terminacion a agujero descubierto en formaciones altamente permeables y bien seleccionadas.

2.5.8. Empacamiento de grava

El empacamiento de grava consiste en colocar una tuberia ranurada en un pozo de manera opuesta al intervalo
de de terminacién y colocar grava de forma concéntrica en la tuberia. La grava esta compuesta de arena de
granos grandes que previenen la producciéon de arena de la formacion pero permite el flujo de fluido hacia el
pozo. La grava es medida para ser de 5 a 6 veces mas largo que el tamano medio de la arena de formacion. El
empacamiento de grava crea un filtro en el fondo del pozo que permite la produccion de los fluidos de formaciéon
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y al mismo tiempo previene la entrada de la arena de formacién. Esquemas de un empacamiento de grava de
agujero descubierto y agujero con tuberia de revestimiento se muestran en la figura (2.4). Si la grava esta
empaquetada de forma estrecha entre la formacién y la tuberia de revestimiento, el puente formado por la arena
es estable, el cual previene el reordenamiento y movimiento de la arena de formacion. Si el empacamiento de
arena se disena y ejecuta de forma precisa, el empacamiento de grava mantiene su permeabilidad bajo cierto
rango de condiciones de produccion.

De acuerdo a Clegg (2006) el empacamiento de grava es actualmente uno de las técnicas de control de arena
més usado para terminacion de pozo. Mas del 90 % de las terminacion de control de arena son empacamiento de
grava. Debido a su flexibilidad, casi todos los pozos desviados pueden ser empacados con grava. La excepcion es
terminacion sin tuberia de producciéon donde los rangos no permiten el uso de herramientas convencionales. El
uso de empacamiento de arena sin tuberia de produccién ha sido aplicada pero con muy poco éxito.

Figura 2.4: Esquemas de empacamiento de grava de un agujero descubierto (izquierda) y un agujero con tuberia
de revestimiento (derecha). (Penberthy, 2006)

2.6. Introduccién a la geomecanica

Los componentes claves en un modelo geomecénico son el sistema de esfuerzos y las deformaciones causadas
por el mismo sistema de esfuerzos. El colapso de un pozo ocurre cuando el esfuerzo concentrado alrededor de
la circunferencia del pozo excede la resistencia de la roca. Una falla se activa cuando la relacion del esfuerzo
cortante y el esfuerzo normal que actiian sobre la falla excede la resistencia de friccién que se tiene en el cuerpo
de roca. Debido a que la declinacién en la produccién causa cambios en los esfuerzos que actian en el yacimiento,
es necesario determinar si esta alteraciéon puede ser beneficiosa, o perjudicial, para la produccién. Para en el caso
de pozos con produccién de arena, esto puede llevar desde una mejora de la permeabilidad en las etapas iniciales
hasta el colapso del pozo a largo plazo. En este capitulo se explicaran los términos basicos para desarrollar un
modelo geomecanico en un pozo y se obtendran las ecuaciones que modelaran el comportamiento geomecéanico
del pozo cuando presenta producciéon de arena.

Stravopolou et al. (1998) establecieron que el medio es una roca porosa que estara saturada por un fluido, la
cual experimentara un fenémeno de erosion donde las granos de roca llegan a desprenderse de la matriz de de
roca fija y se mezclan al flujo de fluidos. Asi que si la roca empieza a perder solidos de la matriz entonces sus
propiedades geomecénicas empezaran a impactar menos el medio, por lo que se establece una relaciéon donde un
pardametro de geomecanica tal como: p, tendera a obedecer que:
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pg=(1—-9)pg (2.6.1)

En el cual 0 < ¢ < 1. Es importante mencionar que py es la propiedad geomecanica en la matriz mientras que
pg refiere a la propiedad geomecanica en el medio .La ecuaciéon (2.3) muestra que si aumenta la porosidad, el
parametro geomecéanico tendré un valor menor debido a que el cuerpo de roca esta perdiendo masa y su dano
interno también incrementaria ,Se observa que en el caso que la porosidad fuera 1, entonces este valor serfa cero,
ya que, no representaria un material fijo y no se podrian medir propiedades mecanicas.

2.6.1. Esfuerzo

El concepto del esfuerzo ha sido originado para determinar el valor de resistencia cuando los materiales fallan.
En términos simples, el esfuerzo se define como la fuerza que actiia de manera perpendicular sobre una cierta
area. De manera mas concisa (para evitar confundirlo con el concepto de presion), un esfuerzo es un tensor, el
cual describe la densidad de fuerzas que acttian en todas las superficies de un cuerpo a través de un punto dado.
Si se observa la figura (2.5), se observan tres cuerpos, donde dos acttian en una misma area (a y c) y el otro
(b) en un area mas pequena. Estos cuerpos estan sometidos al mismo vector de fuerza, F, y acttian en dos areas
distintas. De acuerdo a la definicion del esfuerzo de manera general se obtiene:

? = ZUijAj (262)
6 de otra forma:
F =Y 5,4 (2.6.3)

Donde o;; sera la fuerza que actiia en la direccién 4 sobre un area orientada de forma perpendicular a la
direccion j. Si se considera la figura (2.5), entonces se tendra:

F
F
= — 2- .
02 A, (2.6.5)
F
= — 2. .
%= 4 (2.6.6)

Con base en estas ecuaciones se infiere del primer y segundo casos que la fuerza, F, que actta de la misma forma
en esas dos areas distintas, que el caso b) tiene un mayor esfuerzo que en el caso a), esto debido a que el area del
objeto b) donde actta la misma fuerza es mas pequenia. De esto se infiere que el esfuerzo es un pardmetro que
depende de la posicién donde actua. En el caso ¢, que es cuando no se aplica la fuerza en direcciéon a la normal
de la superficie, se debe descomponer la fuerza (F) en una fuerza normal (F,,) una fuerza paralela (F},) al punto
de superficie.
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a) b} c)

Figura 2.5: Tres objetos sometidos a una fuerza, cuyas areas transversales son distintas.

Las unidades de esfuerzos son unidades de presion, tal como MPa, psi, etc; aunque esto no implica que el
esfuerzo sea totalmente igual a la presion. El esfuerzo depende de la direcciéon en la cual se mide, mientras que
la presion es la misma en todas las direcciones. Otro aspecto importante es que la presion solo actiia de manera
perpendicular. Cabe mencionar que la variaciéon de esfuerzos respecto a la direccion depende de la capacidad que
tiene el material a resistir esfuerzos. Ademas de que el esfuerzo representa una fuerza interna, ya que al aplicarse
a un cierto punto causa un desbalance de fuerzas internas, y no una fuerza externa como sucede con la presion.

2.6.2. Tensor de esfuerzos

El namero que representa el valor de un escalar (tal como temperatura o presiéon de poro) en un cierto punto
(21,22, 23) es independiente del origen y orientacion del sistema de coordenadas. Mientras tanto, los ntimeros
que representan el valor de un vector (tal como la velocidad v) depende del sistema de coordenadas. Un tensor
(tal como el esfuerzo) depende del sistema de coordenada y direcciéon para expresar su valor numérico. De forma
convencional en un espacio de m-dimensiones, un tensor de rango n es un objeto matematico que tiene n indices,
m™ componentes y obedece ciertas reglas de transformacion.

Cuando el vector de Fuerza que acttia sobre un objeto dependen de la posicion donde actian (e) la orientacion
(7) y el plano (A), el uso de vectores se vuelve més complejo. En consecuencia se debe utilizar una herramienta
matematica para solucionar este problema y adecuar el vector fuerza en funcién de orientaciéon y posicion. Si se
considera que:

Fll
Fle) = | Fu (2.6.7)
Fi3

En la ecuacion (2.6.7), que representa el vector fuerza, los componentes 1,2, 3 en los subindices 4, j denotaran:
el primer indice la direccion del vector normal unitario y el segundo el componente del vector de fuerza, y e;
denota la posicién en la orientacion ¢ donde actian los vectores. La ecuacion (2.6.7) solo representa a la posicion
1. Si se considera la combinacién en tres dimensiones se obtiene:

F(R) =1 F (1) + W2 F(en) + W3 F (es) (2.6.8)
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La ecuacion (2.6.8) esta en funcion de la posicion y direccion. El hecho que el vector fuerza este en funcion de dos
vectores genera dificultad en utilizar la ecuacion (2.6.8). La solucion propuesta por Cauchy (1823) fue encontrar
una herramienta matematica para simplificar el problema, el cual mateméticamente se conoce como tensor y en
este caso: tensor de esfuerzos. Si se considera el area donde los vectores actian y se sustituye la ecuacion (2.6.3),
se obtiene:

S11 So1 S31
?(ﬁ) =T1A | Sia |+ oAy | San | + 343 | Sso
Sis Sa3 S33

Si se considera que los elementos de Areas donde acttian las direcciones 1, 2 y 3 son iguales y se denota con A,
de manera simplificada se obtiene:

Si1 Sz Si3 \ ' [ m
? =A 521 522 523 no (269)
S31 S32 Szz ns

Donde la matriz de la ecuacion (2.6.7) representa el tensor de esfuerzos y mateméaticamente transforma el vector
direccién en un vector de fuerza. Si el sistema de coordenadas cambiara, entonces el tensor de esfuerzos cambiaria
de coeficientes y transformaria el vector 7 en un vector F en el nuevo sistema de coordenadas.

De manera méas simple considera un espacio en tres dimensiones con un sistema de coordenadas ortogonal en
direccion 1, 2 y 3, tal como en la figura (2.6). En este sistema acttia un tensor de esfuerzos en un punto dado,
el cual se subdivide en 9 componentes S. El tensor de esfuerzos representa un tensor de rango 2. Los subindices
indican la direccién donde el esfuerzo esta actuando. Los esfuerzos que actian sobre un cuerpo se dividen en dos
tipos: Esfuerzos normales y Esfuerzos cortantes. Los esfuerzos normales actiian de forma perpendicular
a un plano de la superficie, en la direccién de una coordenada ortogonal. Mientras que los esfuerzos cortantes
actuan de forma tangencial a la superficie del plano perpendicular a la coordenada orthogonal, por lo que en este
sistema de tres dimensiones se tienen nueve componentes que se representan de forma matematica tal como:

S11 Sz Sis
S = So1 Soo Sos (2.6.10)
S31 Szz  Sa3

La ecuacion (2.6.10) representa un tensor de todos los esfuerzos que actiian en el objeto de la figura (2.6). En
este trabajo se utilizara el simbolo o;; para designar la componente del tensor esfuerzos que acttian en direccién
7 v una direccion perpendicular al plano j. Tomando en cuenta este nuevo simbolo y sustituyendo en la ecuacion
(2.6.10) se tendra:

011 012 013
g = 021 092 023 (2611)
031 032 033

2.6.3. Ecuacion de momento lineal

Cuando se tiene un objeto, siempre existirdn fuerzas que acttan alrededor de este cuerpo. La clasificacién de
estas fuerzas que actian en el objeto se dividen en dos: Fuerzas de contacto y Fuerzas de cuerpo. Las fuerzas
de contacto son aquellas fuerzas externas que actian en el objeto para producir una reaccion, estas son cero
si se mantienen en un estado de inercia. En geomecanica las fuerzas de contacto son los esfuerzos cortantes y
normales, o bien el tensor de esfuerzos representado por la ecuacion (2.6.11).

Las fuerzas de cuerpo son aquellas fuerzas producidas por algiin campo de fuerza alrededor del cuerpo y dependen
del tamafno y la distancia, usualmente en geomecéanica esta resulta ser la gravedad. Las fuerzas de cuerpo se
representaran mediante el parametro b. Para establecer un balance de fuerzas que acttian en un cuerpo se utiliza
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Figura 2.6: Representacion grafica de un tensor de esfuerzos. (Espinoza, 2017)

la Segunda Ley de Newton la cual establece que la suma del conjunto de fuerzas que afectan a un cuerpo
debe producir una fuerza resultante igual a la masa del objeto multiplicado por la aceleracién que el cuerpo
experimenta. En geomecénica es comun que las aceleraciones sean tan pequefias que se igualan a cero. Las
ecuacion de momento lineal en 3 dimensiones que describe este balance de fuerza es:

(90’11 4 (90'12 4 80'13

8:01 8:02 8x3

+pby =0 (2.6.12)

0021 0022 3023
by = 2.6.1
ax1+ax2+a$3 + pba =0 (2.6.13)

8031 8032 3033
8.1‘1 + 8.132 * 8.133

El desarrollo para llegar a las ecuaciones (2.6.12)-(2.6.14) se encuentra en el Apéndice A.

+pbs =0 (2.6.14)

2.6.4. Deformacién

La aplicacion de esfuerzos a un objeto resulta en una deformacion y un cierto desplazamiento. Para que se efectiie
una deformacién en un objeto se requiere un cambio de longitud y orientacion relativa en el mismo cuerpo. La
deformacion, de forma general, de un cuerpo resultara en el cambio de longitud por unidad de longitud original.
Tal como los esfuerzos, existen dos tipos de deformaciones que una estructura experimenta: Deformacion normal
y Deformacion cortante. El objetivo de resolver este problema en geomecénica, es calcular el desplazamiento a
cualquier punto de la roca con base en conocimiento de los fuerzas aplicadas en el cuerpo de roca.

2.6.4.1. Deformacion en una dimensién

Considera un cuerpo cilindrico bajo un estado de tension uniaxial, tal como el de la figura (2.7). En este
cilindro acttia un esfuerzo normal (o,) por lo que el cuerpo sufre una elongacion. Es necesario establecer una
relacion entre la deformacion (g) con el desplazamiento (uy) causado cuando el cilindro se somete a un esfuerzo
(04). Si se asume un comportamiento lineal entre el desplazamiento y la distancia de deformacion, tal como el
mostrado en la figura (2.8), la pendiente seria la deformacion (g) y se obtiene la siguiente ecuacion:
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up = e(x1 — o) + up (2.6.15)

Si se considera que h = 21 — g, entonces se tiene que la ecuacion (2.6.15) se convierte en:

uy = eh + ug (2616)

Si el desplazamiento se pone en forma de funcion de las distancias recorridas, se tiene que la ecuacion (2.6.16)
se convierte a:

u(zg + h) = eh + u(xo) (2.6.17)

Despejando ¢ en la ecuacion (2.6.17), se llega a:

e Uoot hf)L — u(zo) (2.6.18)

Si se toma que el limite de h tiende a cero, la ecuacion (2.6.18) se transforma a:

_Ou
Y

La ecuacion (2.6.19) representa el cambio de longitud entre dos puntos, o el desplazamiento, dividido entre la
longitud de referencia o longitud original. Esta deformacion es una deformacion normal, ya que en la figura (2.7)
se observa como acttia un esfuerzo normal al plano y en la direcciéon z. Para ser congruente con la definicién
previa acerca de como se consideraran las deformaciones respecto a la direccién del esfuerzo aplicado, ya que se
tiene un esfuerzo por tension la ecuacion (2.6.19) se convertira en:

€ (2.6.19)

_Ou
ox

Cuando se tenga un esfuerzo por compresion la ecuacion (2.6.19) sera la indicada para determinar la defor-
macion.

£= (2.6.20)

Oy
—
UJ’-l)

ulx,) u(xz)

Figura 2.7: Cilindro bajo un estado de tensién unixial.
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Figura 2.8: Grafica de la relacion entre desplazamiento y distancia.

2.6.4.2. Deformacion en dos dimensiones

En el ejemplo anterior solo se observd el comportamiento de una deformaciéon normal. Como se menciono
existe otro tipo de deformacion llamada deformacion cortante, la cual describe el cambio de angulo interno
entre dos direcciones, que inicialmente eran ortogonales. Esta deformacion se observa mejor en una figura en
dos dimensiones, tal como en la figura (2.9), en la cual se observa un cuerpo inicial con configuracion de
referencia ABC' D que al exponerse a los dos tipos de esfuerzos se deforma, obteniéndose un cuerpo con la nueva
configuracion abced.

El objetivo es obtener una ecuacion que relacione las deformaciones normal y cortante. Asi que si se define la
deformacion de otra manera; se tiene que a lo largo de un eje la deformacion es la relaciéon entre el cambio de
longitud entre la longitud original, por lo que de acuerdo a esta definicion y las coordenadas de la figura (2.9)
se tiene que:

|ab| — | AB]
g Bt 2.6.21
Si se despeja |ab| de la ecuacion (2.6.21) y considerando que |AB| = dz se tiene:
lab] = (e, + 1)dx (2.6.22)

donde |ab| representa la distancia entre dos puntos; si se utiliza esta definicion, se tiene que:

lab| = /abZ + ab? (2.6.23)

Buscando las equivalencias de ab, y ab, en la figura (2.9) y asumiendo que u, = u 'y uy = v, se observa que:

ou

ab, = b, —a, =dx + adx (2.6.24)
ow
aby = b, —a, = %da: (2.6.25)

Sustituyendo esta definicién en la ecuacion (2.6.23), igualando a la ecuacion (2.6.22) y despejando la raiz
cuadrada de la ecuacion (2.6.23) se llega a:

(dm + Zde)z + <?;:da:>2 = (4 + 1)da)? (2.6.26)
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Cuando se deforma un cuerpo lo hace en proporciéon al material del que estd hecho, por lo que una goma
comun tendrda mayor deformaciéon al de una roca; incluso se observa de forma visible, algo que no sucede en
el caso de las rocas. De acuerdo a esta logica es posible asumir que las deformaciones de las rocas son mucho
méas pequenas que las dimensiones del cuerpo de roca. Esta consideracion se basa en la teoria de deformaciéon
infinitesimal. Asumiendo que las deformaciones tienen magnitudes muy pequenas o bien |Vu| < 1, despejando
dz y expandiendo los binomios al cuadrado, la ecuacion (2.6.26) se convierte en:

~ Ou

. = — 2.6.27
o= o ( )
Y si esto se realiza en el eje y, entonces se tiene que:
ow
-7 2.6.28

La ecuacién (2.6.27) y (2.6.28) muestran que la deformacion se mide en la misma direcciéon aplicada. Por lo que
si el cuerpo se deforma en tres dimensiones, simplemente se agrega el desplazamiento expresado por la ecuacion
(2.6.28). Ahora falta determinar la ecuacion que calcula la deformacion cortante o la deformacion del angulo
interno de la nueva configuracion abed, el cual se representara por 2e,y €l cual representa la deformacion entre las
direcciones z y, y que inicialmente eran ortogonales. Se sabe que el dngulo interno de una esquina del cuadrado
es 90° y que se tienen dos igualdades:

90° — 2e4, =90° — (B + ) (2.6.29)

Reduciendo la ecuacion (2.6.29) se llega a:

2e.y = (B+ ) (2.6.30)
Pero atn quedan por definir § y o. Tomando la definicién de tangente se tiene que:
ow
v
a=tant | 2= (2.6.31)
Sedr + dx

Debido a que las deformaciones son muy pequenas (como se menciond anteriormente) es posible plantear la
relacion trigonométrica siguiente:

tan(6) ~ 6 (2.6.32)
Sustituyendo la relacion (2.6.32) en la ecuacion (2.6.31) y factorizando dz , la ecuacion ( 2.6.31) resulta en:
ow

oz
_ 2.6.33
S mg ( )

Se observa que en el denominador de la ecuacién (2.6.33) hay una suma de un derivada con el nimero uno; si
también se considera que las deformaciones son pequenas (méas pequenas que el valor 1), se llega a:

Oow  Ouy
Siguiendo la misma logica con g :
ou  Ouy
=_—== 2.6.35

Entonces sustituyendo la ecuacion (2.6.34) y (2.6.35) en la ecuacion (2.6.30) , se obtiene:
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1 (0u,  Ou,

La ecuacion (2.6.36) representa la deformacion cortante que se tiene en los ejes xy y. Para un sistema en 3
direcciones se tendria:

_ Oug

£r = 5 (2.6.37)
ey = % (2.6.38)
e, = aa“; (2.6.39)
Eay = Iy = % (85;”" + %ﬁ’) (2.6.40)
€oz = py = % (a;; + 681;2) (2.6.41)
£ys =1}y, = % (c’)au; + %?) (2.6.42)

u,(x,y+dy)

C
Yy
A dy
A 7 B E’dx
|<7ux(x +dx,y) —»
x

Figura 2.9: Deformacion geométrica en dos dimensiones. (Sanpaz, 2008)

2.6.5. Tensor de Deformacion

De la misma forma que al tensor de esfuerzo, es posible representar las deformaciones como un tensor en el cual los
elemento de la diagonal contribuyen a una deformacién volumétrica, mientras que los otros elementos contribuyen
a la deformacion cortante. Utilizando como componentes las relaciones de ecuaciones (2.6.37)-(2.6.42), se deriva
el tensor siguiente:
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Ex Fry sz
e=| Imy gy I (2.6.43)
sz Fyz €z

Del tensor (2.6.43) se obtiene la expresion siguiente para la deformacion volumeétrica como:

Evol = Ex + Ey + & (2644)

La ecuacion (2.6.44) representa la traza del tensor (2.6.43), el cual representa una medida de la deformacion
volumétrica de la roca. Es importante mencionar que debido a que la traza es un invariable en cualquier matriz,
entonces la deformacion volumétrica también es un invariante, por lo que si el sistema de coordenadas cambiara,
la traza del tensor en el nuevo sistema de coordenadas sigue teniendo el mismo valor . Elegir una ecuacion
constitutiva depende de los cambios de la deformacion, magnitud de los esfuerzos y de la tasa de aplicacion de
esfuerzos, entre otros factores.

2.6.6. Ecuacién constitutiva: relacidén esfuerzo-deformacion

En fisica e ingenieria, una ecuacién constitutiva es una relacién entre dos cantidades fisicas que son especificas
de un material o substancia, y aproxima una respuesta del material hacia un estimulo externo, que usualmente
son fuerzas. En este caso la ecuacion constitutiva determinara la deformacion de un solido como respuesta de un
esfuerzo aplicado. La relacién constitutiva mas sencilla para soélidos es la de modelar un material is6tropo con
elasticidad lineal, tal como se muestra en la figura (2.10), en la que los esfuerzos y deformaciones estén rela-
cionados linealmente por un coeficiente constante y la deformacién es reversible. Esto se conceptualiza mediante
la Ley de Hooke que establece:

F=-KAz (2.6.45)

La ecuacion (2.6.45) sirve para establecer una relacion lineal entre una fuerza, F', aplicada a un resorte y el
desplazamiento del resorte, Az, a distintas fuerzas donde la constante de proporcionalidad, K, determina la
medida en que se va a deformar el resorte acorde a una fuerza aplicada. Una prueba mecéanica real se presenta
en la figura (2.11) donde se muestra como se comporta una roca bien cementada, en la cual durante un rango
de esfuerzos aplicados se observa un comportamiento elastico. Conforme un esfuerzo axial es aplicado a la roca
tal como se muestra en la figura (2.11), al inicio se presenta una curvatura debido a una diferencia de carga
que ocurre por el cierre de microfracturas. Una vez que esas microfracturas estan cerradas (aproximadamente a
un esfuerzo de 9 MPa en este ejemplo), la roca exhibe un comportamiento elastico lineal hasta que alcanza un
esfuerzo cerca de 45 MPa. A este punto, el esfuerzo aplicado a la roca es tan largo que empieza a danar a la roca
en forma permanente o dicho de otra forma, presenta una deformacion plastica. Este tltimo comportamiento ya
no representa un comportamiento lineal pero si el de una roca real y es posible alcanzar este estado en diversas
operaciones. La pendiente que se muestra en la figura (2.10) y figura (2.11) para el comportamiento elastico es
el Mo6dulo de Young, F.
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Esfuerzo
Esfuerzo

E E

Deformacion Deformacion

Conceptual Roca Ideal Roca Real

Figura 2.10: Ilustracion de la ley constitutiva elastica. En la figura izquierdo se muestra un modelo fisico anélogo,
en el centro, modelos de roca ideal y en la derecha, modelos de roca real. (Zoback, 2007)

Antes de realizar la analogia de la Ley de Hooke y usarla es necesario entender los coeficientes que se usan
normalmente en geomecénica. Para esto considera un so6lido prismatico con longitud L al cual se le aplica un
esfuerzo o33 en la direccion 3 (figura (2.12)). La cara del fondo del objeto no se permite mover en la direccion
de 3 pero puede expandirse hacia los lados. Las otras cuatro caras son libres de moverse en todas direcciones.
Notesé que la cara de arriba también se deforma en las direcciones 1 y 2. El Médulo de Young se define como la
relacion entre el esfuerzo aplicado , o33, y la deformacion resultante (en la direccion del esfuerzo aplicado), e3s.

E=7% (2.6.46)
€33
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Figura 2.11: Datos tipicos de laboratorio de pruebas esfuerzo-deformacion para rocas bien cementadas, en
condiciones de deformacion. (Zoback, 2007).

La ecuacion (2.6.46) representa el Modulo de Young, el cual mide la rigidez de un material solido. Notesé que
si se mantiene constante el valor del esfuerzo, o33, y se varia la deformacion, €33, se obtiene que en valores altos
de deformacion se tendrian valores bajos del Modulo de Young, por lo que se requiere menos esfuerzo para tener
estas deformaciones. En el caso contrario, valores bajos de deformacién crean valores altos del Médulo de Young,
lo cual se interpreta que como queel sélido requiere mayor esfuerzo para deformase. Como se menciono al inicio
de este capitulo, el fenbmeno de erosion causa que la roca pierda masa y entonces las propiedades mecanicas
carezcan de valor, por lo que tomando en cuenta la ecuacion (2.6.1) y considerando que el pardmetro geomecéanico
es igual al Modulo de Young, p, = E, se tiene que:

E=E(-¢) (2.6.47)

De la ecuacién (2.6.47) se tiene que E es el médulo de Young de la matriz, mientras que E es el modulo de
Youngo del medio poroso. Si se observa la figura (2.12) se observa que el Moédulo de Young se obtiene de
manera uniaxial, o sea cuando se aplica un esfuerzo solo en una direccion, pero en realidad cuando se tiene
un objeto tridimensional la deformacion no ocurre solamente en un eje. Es decir, se requiere una relacién que
mida la deformacion relativa de un eje con respecto a los otros ejes para tener una medida de la variacion
de la deformacion en diferentes direcciones. Es muy probable que el solido tenga que alargarse en la direccion
perpendicular al esfuerzo aplicado. La relacion de Poisson se define como la divisién negativa entre la deformaciéon
perpendicular al esfuerzo aplicado , €11, (0 €22) y la deformacion en la direcciéon del esfuerzo aplicado e33.

I—— (2.6.48)
€33
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Otra forma de ver la ecuacion (2.6.48) es como la relacion entre la deformacion latitudinal y la deformacion
longitudinal. De manera general el rango de valores que se tiene para la relacién de Poisson se encuentra entre
Oy % Otros parametros usados en elasticidad lineal son los parametros de Lamé el cual también caracterizan el
comportamiento elastico lineal de un so6lido is6tropo en deformaciones pequenias. El primero es conocido como
el primer pardmetro de Lamé ()\;), los cuales también caracterizan por completo el comportamiento elastico
lineal de un sélido iso6tropo en deformaciones pequenias. El segundo parametro es el modulo de corte (G) el cual
representa la relacion entre el esfuerzo de corte (012) y la deformacion del solido (€12) debido al cizallamiento.
El modulo de corte es una medida analoga al moédulo de Young, con la tnica diferencia que el primero es para
esfuerzos cortantes mientras que el segundo es para esfuerzos normales. El médulo de corte se define como:

G = % (0—12) (2.6.49)

€12

Las constantes elasticas tienen relaciones entres ellas (Fjaer (2019)); basta con conocer dos para obtener una
nueva. Por lo que los parametros de Lamé también se definen como:

v
AN = i+ Up)(l — 2’Up) (2.6.50)
y
E

Figura 2.12: Compresion de un solido con comportamiento isétropico y elasticidad lineal por medio de un esfuerzo
no confinado. (Espinoza, 2017)

Con estos parametros es posible obtener una relacién constitutiva entre la deformacion y el esfuerzo en tres
dimensiones. La primer suposicién que se emplea es que el medio se deforma de la misma manera sin importar
las direcciones; cuando un objeto se comporta asi, se dice que es un medio is6tropo. El considerar un medio
is6tropo en tres direcciones simplifica las ecuaciones, ya que solo se tendra un médulo de Young y una relacion
de Poisson para las tres direcciones. Considerando que el medio es isétropico y que el comportamiento de la roca
es elastica, se obtiene que:

p=211_72_ 78 (2.6.52)
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L

Up: =

€22 €33

36

(2.6.53)

La deformacion en la direccion €17 debido a los esfuerzos en las tres direcciones principales:

€11 =

€11,,, t €11

11 a22

+ €11

T22

Sustituyendo las ecuaciones (2.6.52) y (2.6.53) en la ecuacion (2.6.54) se obtiene:

(2.6.54)

(2.6.55)

Con la ecuacion (2.6.55), la generalizacion de las ecuaciones de los modulos de Young y relaciones de Poisson

en todas direcciones dan como resultado:

Para los esfuerzos cortantes con la ecuacion (2.6.49) llegaria a:

€11
€22

€33 =

__ 011 _ 022Vp _ 033Up
E E

_ 022 _ 911Yp _ 033Vp
E E

__ 033 _ O11Vp _ 022Vp
E E E

012

€12 = 5@
g

i = 5
g

= 5

Si se substituye la definicion (2.6.51) de la ecuacion anterior (2.6.57) se convierte a:

0’12(1+’U )

€12 = —F &
_ o13(1+wvy)
€13 = Tp
_ o23(1+wy)
€93 = =5

(2.6.56)

(2.6.57)

(2.6.58)

Las ecuaciones (2.6.56) y (2.6.57) se representan de forma matricial (conocida como notacion de Voigt) de la

forma siguiente:

2512
2613
2823

<=
s

S 2 2 |

<
<
S

Sl

o o th\\.?

- 0 0
-2 0 0
+ 0 0
2(14wvy
0 2w
0 0 2(1+wvp)
0 0 0

2(14+wvp)
E

SO O OO

0

(2.6.59)

De forma matricial se tiene: € = Do si se deseara expresar las ecuaciones (2.6.56) y (2.6.57) de tal forma

que el esfuerzo sea la variable dependiente, entonces se obtiene la inversa de D:

033 E

012 (14 vp)(1 —2vp)

(11—, Up Up 0
Up 1—-wv, Up 0
Up Up 1—-w, 0
0 0 0 (1*22%:)
0 0 0 0
0 0 0 0

Usando la ecuacion (2.6.50) y (2.6.51), y sustituyendo a la ecuacion (2.6.60) se tiene:

€11
€22

€33
%1 (2.6.60)

2513
2523
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o11 = (AN + 2G)er1 + Neaa + Niess
)

022 = (AN + 2G)eaz + N1 + Niess
o33 = (M + 2G)ess3 + Nigaa + Nienn (2.6.61)
o12 = 2Ge1a o
o13 = 2Ge13
093 = 2Geas
La ecuacion (2.6.61) se representa de manera mas compacta como:
o= 2G€ij + )\lekkéij (2.6.62)

El pardmetro ¢;; de la ecuacion (2.6.62) representa el delta de Kronecker, que es una funcion de dos variables,
el cual cumple con las caracteristicas siguientes:

_J Li=y
5 _{ 0i 4] (2.6.63)

2.6.7. Esfuerzo efectivo

Las discusiones previas de la roca y sus propiedades mecéanicas ignoran el hecho de que son porosas y que estan
llenas de fluidos que ejercen una presion sobre la roca. El fluido que se encuentra en el poro es usualmente agua,
aceite y/o gas. El fluido que se encuentra en los poros afecta la forma en que fallan las rocas: debido al efecto
mecanico que genera la presion del poro y a la interaccion quimica entre la roca y el fluido. En este trabajo
solo se discutira el primer caso. Con respecto al efecto mecanico generado por la presion del poro, es plausible
mencionar que esta presion la cual acttia hacia fuera, o de manera perpendicular, en algiin momento acttia como
un esfuerzo de tensién. Sin embargo, en una roca con comportamiento isétropico, este efecto debe ser el mismo
en cualquiera de las tres direcciones ortogonales. De esta manera Terzaghi (1936), propuso que la falla de una
roca se controlara mediante los esfuerzos efectivos, o’.

Las consideraciones que utilizo para desarrollar este principio son las siguientes:

1. El suelo es homogéneo (uniforme en composicion) e isotropico (misma propiedad fisica en direccion).
2. El suelo esta totalmente saturado de un fluido.

3. Las particulas de sélido son incompresibles.

4. La compresion y el flujo ocurren en una direccion.

5. Las deformaciones en el suelo son relativamente pequenas.

6. La Ley de Darcy es valida para todos los gradientes hidraulicos.

7. El coeficiente de permeabilidad y coeficiente de compresion volumétrica permanecen constante durante el
proceso.

8. Existe una relacion unica, independiente del tiempo, entre el esfuerzo efectivo y la porosidad.

En este trabajo las suposiciones 7 y 8 se modificaran debido a que la formacién se sometera a un proceso donde
la caida de presion e incremento de porosidad generan un cambio de permeabilidad y compresion volumétrica
en el medio. Para entender este concepto, observa en la figura (2.13) puede observarse que existe un medio
poroso saturado con agua, el cual esta sujeto a un tensor de esfuerzos total y a la presiéon de poro. El tensor de
esfuerzos total es como se muestra en la ecuacion (2.6.11), mientras que la presion de poro solo ejerce esfuerzos
normales, ya que la presion de los fluidos no acttia de manera cortante; se describe con la expresion siguiente:
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pp, 0 O
pp=10 pp O (2.6.64)
0 0 pp

Otra forma de expresar a la ecuacion (2.6.64) es como p,d;; donde , J;;, representa el delta de Kronecker. La
diferencia entre el tensor de esfuerzos y presion del poro tendra como resultado el tensor esfuerzos que soportan
los granos de rocas por si mismo, a este esfuerzo se le conoce como esfuerzo efectivo. Asi que el esfuerzo efectivo
descompone los esfuerzos que actiian en la roca en un sistema de esfuerzos internos que se aplican al medio
poroso. Entonces utilizando las ecuaciones (2.6.11) y (2.6.64) se obtendra la expresion siguiente:

011 012 013 pp 0 O 011 — Pp 012 013
/
ag = 0921 g922 0923 — 0 pp 0 = 0921 g99 — pp 0923 (2665)
031 032 033 0 0 pp 031 032 033 — Pp

Pero al igual que el modulo de Young, conforme el fenémeno de arenamiento empiece a erosionar la roca,
entonces los parametros geomecanicos carecen de valor. Introduciendo la ecuacion (2.6.1) en la ecuacion (2.6.65)
se obtendra:

L 011 — Pp 012 013
o' =(1-¢)’=(1-9) 021 022 — Pp 023 (2.6.66)
031 032 033 — Pp

&
Figura 2.13: Tensor de Esfuerzo Efectivo (Espinoza, 2017)

2.6.8. Circulos de Mohr

Los circulos de Mohr son una representacion grafica en dos dimensiones del plano de esfuerzos que actua sobre
un medio. Esta representacion grafica es muy util, ya que te permite visualizar la relacion entre los esfuerzos
normales y esfuerzos cortantes que actian en varios planos en un punto del medio sometido a esfuerzos. Se tiene
la siguiente figura (2.14) en la que se muestra una prueba “triaxial” en la que acttan dos esfuerzos sobre un
cuerpo de roca. Cuando la fuerza compresiva generada por los esfuerzos sobrepasa la resistencia de compresion
de la roca, la roca se fractura y crea un plano de falla. Por lo que los circulos de Mohr descomponen la fuerza
compresiva en un esfuerzo normal y un esfuerzo cortante que actian sobre el plano de falla.
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Figura 2.14: Diagrama de esfuerzos de una prueba triaxial. (Zoback, 2017)

Se tiene un esquema como el de la figura (2.15), en el que se observa que el cuerpo de roca esté sometido a una
situacion similar al de una prueba “triaxial”. De acuerdo a la segunda Ley de Newton, que estipula que el conjunto
de fuerzas resultantes que actian en cuerpo es igual a la masa del cuerpo multiplicada por su aceleracion:

n
i=1

De la figura (2.15), si se requiere obtener la relacion entre las esfuerzos generados en las Areas A, y A, conside-
rando deformaciones muy pequenas, la aceleracion se aproxima a cero por lo que la ecuacion (2.6.67) se iguala
a cero. Evaluando el equilibrio de fuerzas en el eje x:

L =md (2.6.67)

ZF‘ = —0, 4, — TWApsen(0) + o, A, cos(0) =0 (2.6.68)
i=1

Y para el equilibrio de fuerzas en el eje y:
Z F, = —0,A, + 1, Ac08(0) + 0, Apsen(0) =0 (2.6.69)
i=1

Donde A, es el area normal donde actia el esfuerzo normal (o) al plano incliando a 6 grados.Considerando
que A, = A, cos(0) y que A, = A, sen(f), reescribiendo las ecuaciones (2.6.68) y (2.6.69), y despejando A,, se
tiene:

—0gc08(0) — Tpsen(0) + opcos(8) =0 (2.6.70)
—oysen(0) + T,c08(6) + opsen(f) =0 (2.6.71)
Multiplicando cos(6) con la ecuacion (2.6.70), sen(f) con la ecuacion (2.6.71) y sumando ambas se llega:

—0,c08%(0) — Tcos(0)sen(8) + o, = 0 (2.6.72)

Y considerando las relaciones trigonométricas siguientes:

cos?(0) = H#S(%) (2.6.73)
sen*() = 1= cos(26) (2.6.74)

2



CAPITULO 2. REVISION DE LITERATURA 40

Se obtiene:

(0z+0y) (0z—
2 2
Si se analizan las ecuaciones (2.6.70) y (2.6.71), se observa que para obtener el esfuerzo cortante en el plano
de la figura (2.15) se debe de multiplicar por sen(d) con la ecuacion (2.6.70) y cos(6) con la ecuacion (2.6.71)
para restarlos y obtener:

%) cos(26) (2.6.75)

Op =

Tp = —Msen(%) (2.6.76)

Las ecuaciones (2.6.75) y (2.6.76) representan ecuaciones paramétricas que se utilizaran para formar los circulos
de Mohr tal como el de la figura (2.16) y tener una idea grafica acerca del fenémeno. En esas ecuaciones o, y
T, son las coordenadas mientras que 26 es el parametro, por lo que se obtendria la ecuacion siguiente:

n

2

{an - M} 2 +72= [M] : (2.6.77)

Oy

Figura 2.15: Objeto sujeto a esfuerzos normales y cortantes.

Figura 2.16: Circulo de Mohr en dos dimensiones. (Antico y Pezotti, 2008)
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2.6.9. Criterio de falla de Mohr-Coulomb

Cuando se discute acerca de la resistencia de la roca, este se refiere a la habilidad del material de resistir la
deformacion y de su fracturamiento, por medio de las propiedades de cohesion y friccion interna. El criterio mas
simple y usado es el propuesto por Coulomb C. A. (1973) , mediante sus estudios experimentales de friccion,
encontr6 que la falla de la roca 6 el suelo toma lugar a lo largo del plano debido al esfuerzo cortante (7). Para
la falla de superficies soldadas, encontré dos fenomenos: El primero; donde la falla se resiste por una fuerza de
tipo friccion donde la magnitud es proporcional al esfuerzo normal (o) que actia en el plano y la multiplicacion
de una constante (u¢), y el segundo; que la falla de la roca no se manifestaba hasta que se venciera una fuerza
inicial o bien una fuerza interna cohesiva del material (C). El resultado fue encontrar un modelo matematico
que obtenga la combinacién de valores de esfuerzos cortantes y normales que produzcan una falla en el material.
De la figura (2.17) se observa la representacion del criterio de Mohr-Coulomb, la realizacion de esquema se
obtiene a través de una prueba triaxial o de corte, siendo la primera la mas comin, donde se obtienen los dngulos
de plano de falla y la cohesion de la roca. Al graficarlos se obtiene un diagrama similar al de la figura (2.17),
donde se obtiene los puntos del circulo de Mohr, si la linea recta toca el circulo entonces la roca falla. De la
figura (2.17) se obtiene la relacion siguiente:

T = otan(¢) + C (2.6.78)

La ecuacion (2.6.78) representa el criterio de falla de Mohr-Coulomb, el cual describe una relacion lineal entre
esfuerzo cortante y normal, donde ¢ es la cohesion, e intercepta en el eje y, tal parametro refleja que en la
ausencia de una esfuerzo normal, se requiere un esfuerzo cortante finito para iniciar una falla en la roca.

El angulo que se forma en el eje o estd dado por ¢ que representa el angulo de la friccion. Savage et al.
(1996) argumentaron que este efecto es causado por las fuerzas de friccion actuando a lo largo de porciones de
microescala en la superficie de la fractura. En efecto es posible establecer el criterio de Mohr-Coulomb en la
forma siguiente:

La ecuacion (2.6.79) incluye el término de py que es el coeficiente de friccion, el cual depende de la pendiente
de la grafica. Empleando la figura (2.17), el criterio de Mohr-Coulomb establece que un estado de esfuerzos
inferior al establecido por la linea AL no generara una falla en ningtn plano. Si los esfuerzos principales son
tales que “tocan” la linea de falla, entonces la roca fallard de forma cortante. Circulos que se extienden arriba
de la linea de falla no estan permitidos porque el estado de falla en la roca podria ocurrir antes de que la roca
haya desarrollado ese estado de esfuerzos. De manera matematica la falla de la roca no ocurriré hasta que :

T>opr+C (2.6.80)

Otra forma (muy tutil) de representar la ecuacion (2.6.78) es observar la figura (2.17), en la que se tiene que
|CP| = (JAO| + |0OC|) sen(¢) y considerando el cambio de o, y o, por o1 y o3, se obtiene:

% (o1 —03) = |cot(e)C + % (o1 + 03)| sen(¢) (2.6.81)

% (o1 — 03) = cos(¢)C + % (o1 + 03) sen(¢) (2.6.82)

Entonces si se consideran los términos siguientes:

Om = % (01 +03)7 Tm :%(0—1 _0—3)

Sustituyendo estos términos en la ecuacion (2.6.82) el criterio de falla se representarfa como:

Tm = c08(9)C + o sen(d) (2.6.83)
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Figura 2.17: Diagrama de Mohr, con curva de falla con la linea AL. La falla ocurriré en este plano especifico con
un angulo 3 , marcado por la linea CP. (Jaeger et al, 2007)

2.6.10. Cohesion

La cohesion tiene un significado fisico y uno geologico, donde el concepto de interés es el geologico, ya que
este concepto tiene relacién con los yacimientos que tienden a producir arena, o bien yacimientos relativamente
jovenes que no se sometieron a los procesos fisicos-quimicos que desarrollan una fuerte cohesiéon entre los granos
de roca. Asi que la cohesion es el componente de la resistencia a esfuerzos cortantes de una roca, el cual es
independiente de la friccion interparticula. Esto quiere decir que la fricciéon entre granos de roca no se considera
parte de la cohesion, por lo que los fenémenos de estatica no cuantifican esta definicion. De manera general se
distinguen dos tipos de cohesién, que cual son la verdadera y aparente, conformanadas como sigue:

= La cohesion verdadera es causada por:

1. Fuerzas electroestaticas en arcillas sobreconsolidadas.

2. Cementacion, causada por la precipitacion de minerales durante la diagénesis, tales como Fe;O3, CaCOg3
, NaCl, etc.

= La cohesién aparente se genera por:

1. Presion capilar negativa (causada por el fenomeno de mojabilidad).

2. La respuesta de la presion del poro generada durante la produccion.

Plumb et al. (1994) encontr6 una relacion entre la cohesion y la porosidad, donde menciona que a menor porosidad
(las cuales tienden a pertenecer a rocas de edad madura) la cohesion tiende a ser mayor, o bien la roca esta bien
compactada, debido a que se someti6 a mas procesos fisicos-quimicos que generaron un proceso de cementacién
adecuado. Por el contrario, las rocas con porosidad alta, las cuales tienden a ser rocas con edad relativamente
joven, no tienden a estar bien compactadas debido a que no estuvieron sometidas por el tiempo necesario para
una cementacion adecuada; por esto algunas veces los yacimientos presentan flujo de granos sélidos cuando se
empiezan a producir por primera vez. Es importante entender esta relacion, ya que la variacién de la porosidad
debido a la produccién de sélidos que provienen de la matriz conforme avanza pasa el tiempo de produccién, se
relaciona con el incremento en la debilidad de la formacion..

De acuerdo con este analisis, Rumpf et al. (1995) describe una simple ley de dafio, en el que describe que la
cohesion tiene una relacion con la porosidad:

C=0C(1-¢) (2.6.84)
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La ecuacion (2.6.84) ya tiene introducido el concepto del dafio interno generado por el fenomeno de erosion,
o bien el que representa la ecuacion (2.6.1). Si este criterio es aplicado al criterio de falla de Mohr-Coulomb y se
sustituye en la ecuacion (2.6.79), se llega a:

= o +C(1— o) (2.6.85)

La ecuacion (2.6.85) se refiere al criterio de falla de Mohr-Coulomb que permite analizar la falla conforme la
roca estd perdiendo matriz de roca, la porosidad aumenta y la cohesién empieza a disminuir.

2.6.11. Esfuerzos Locales

La teoria de esfuerzos describe a un yacimineto bajo a un sistema de esfuerzos in-situ (esfuerzo vertical
(o) esfuerzo horizontal méaximo (og) y esfuerzo horizontal minimo (oy,)). El problema del sistema de esfuerzos
in-situ es que no concuerda con el sistema de esfuerzos que se desarrolla en la perforacion del pozo. Al perforar
se altera de forma fisica, quimica, termodindmica e hidraulica al sistema de esfuerzos alrededor del yacimiento
y el sistema de esfuerzos in-situ se redistribuye a un sistema de esfuerzos locales. El nuevo sistema de esfuerzos
local se encuentran tal como en la figura [2.18], donde muestra los esfuerzos alrededor de la pared del pozo
descritas por el: esfuerzo radial (o,), esfuerzo tangencial (oy) y esfuerzo axial (o).

De acuerdo a Pasic et al. (2007) los esfuerzos locales que resultan de la combinacion de los esfuerzos in-situ
y efectos hidraulicos en la pared del pozo (r = ry,) se describen de la forma siguiente:

Or = Pwf (2686)

09 = (05 — 0y) — (05 — o) €08 (20) — Py 5 (2.6.87)

De acuerdo a las ecuaciones anteriores y la figura [2.18], se observa que el esfuerzo radial (o,) actia en
todas las direcciones perpendiculares del pozo, 6 bien depende de la presion de fondo del pozo, mientras que el
esfuerzo tangencial (op) es una combinacion de esfuerzos que rodean al pozo y es el mas perturbado durante la
produccioén.
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Figura 2.18: Pozo con un sistema de esfuerzos locales alrededor del pozo y yacimiento. (Pasic et al. 2007)
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Capitulo 3

Modelo Hidromecanico

Esta seccién examinan los aspectos hidromecénicos de la produccion de arena y fluidos. Los procesos que se
encuentran en la producciéon de arena estan asociados con el transporte de s6lidos y fluido, interacciéon roca/fluido,
y deformacion de la roca. En esta seccion se describe el primer y tercer fendémeno. La inestabilidad hidromecénica
se debe a la erosion interna de la roca, la cual se manifiesta debido al desacoplamiento y transferencia de las
particulas de s6lidos en la roca, causadas la fuerza de friccion generada por el fluido en contacto con las particulas
desprendidas de solidos. La propuesta presentada la desarrollaron Vardoulakis et al. (1996), el cual menciona
que este estudio es deterministico y esta basado en la teoria de mezcla de tres fases para un medio continuo,
que se conforman por solidos, sélidos movibles y fluido. En la deformacion de la roca se considera que el flujo es
radial y hay una simetria radial alrededor del eje del pozo; bajo estas condiciones cualquier deformaciéon en el
pozo se considera en un plano normal al eje del pozo. En este trabajo el esqueleto del s6lido es deformado por
el campo de esfuerzos, y la deformacion no afecta las condiciones de flujo.

3.1. Modelo mateméatico

Se considera un elemento de volumen de un medio poroso saturado (dV'), tal como se muestra en la figura
(3.1). El volumen esta compuesto de tres partes: Solido (s), fluido (ff), y sélidos moviles (fs) con masa dM; ,
dMys , dMys y volumen dVy, dVys y dVys, respectivamente, tal como se muestra en la figura (3.1). El simbolo
dV, indica el volumen de los espacios de poros interconectados, que esta saturado con una mezcla de fluido y
particulas movibles:

dV, = def + des (3.1.1)

Se considera que las particulas moévibles son particulas en suspension que se mueven con el fluido. Cualquier
particula libre que esta atrapado en el espacio poroso sera considerado de la fase s6lida. También se considera
que el fluido y las particulas moéviles tienen la misma velocidad en cualquier instante. La parte sélida se considera
inamovible. De acuerdo con estas premisas se obtiene:

of* =l = 5 (3.1.2)

v =0 (3.1.3)

Lo anterior expresa que las particulas de sélidos solo presentan dos estados: el primero donde tienen velocidad
cero y son consideradas como la parte sélida, y el segundo cuando se tiene la misma velocidad de fluido y se
considera parte de la mezcla.

La fraccién de volumen de los poros se expresa como porosidad absolutas:
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dvs,

= 3.14
o= (3.1.4)
La concentraciéon de solidos moviles esta indicada de la forma siguiente:
dVys
= 3.1.5
C= v (3.1.5)

Se considera que las variables ¢ y ¢ estan en funcion de espacio (x;) y tiempo (). La ecuacion (3.1.5) establece
una relacion entre los volimenes del sélido movil y volumen de la mezcla, por lo que sera un término asociado
a la saturaciéon del medio poroso.

Las densidades de la fase de fluido (pys) y fase solido movible (pys), se definen en la forma siguiente:

_ dMyy

ps = (3.1.6)
dMps  dM;,
s = = 3.1-7
Ps = ave, — v, (8-17)
Es importante mencionar que p, = pys. La densidad parcial de la mezcla es:
dM dM¢,
o= Dy T AV (3.1.8)
dVis +dVys
Sustituyendo las ecuaciones (3.1.5), (3.1.6) y (3.1.7), en la ecuacion (3.1.8) resulta en:
p=(1—c)ps+cps (3.1.9)

La ecuacion (3.1.9) define la densidad de la mezcla, donde a mayor concentracion existe una mayor influencia
del so6lido. Definiendo la densidad parcial de la fase del sélido movible:

M
prs =~ 1" = cops (3.1.10)
La velocidad de descarga de la mezcla esté definida como:
av
= — 111
P = asdt (3-L11)

Donde dV es el volumen de flujo a través de la area seccional dS en un tiempo dt. La variable vp refiere a
la velocidad de Darcy, que representa la velocidad que tiene el flujo de un fluido través del medio poroso.

— V0 Fluido T 1
0 e () My, py. dV,
Q Fluidoy s © o
Solido © Sélido movil '

o op° %) My, pr. dV

—-
E. 3 L
Salido

Sélido (s) M, p,,dV,

ki

Figura 3.1: Representacion de las fases en el volumen de control. (Wan, 2002)
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3.2. Ley de Conservacién de Masa

En esta seccion se desarrollaran las ecuaciones de balance de materia para después modelar el flujo de la fase
solida, particulas movibles y fluido. La ley de conservacion de masa postula que la materia en un sistema aislado
no se crea ni se destruye, lo cual requiere que las cantidades de masa en tiempo y espacio, siempre sean las
mismas.

3.2.0.1. Relacion de la Masa con un Volumen de control

Se define el volumen de control con la siguiente letra €2, con una superficie 0€2. La ley de conservacion de masa
formula que el cambio de masa en {2 es igual a la diferencia entre la cantidad de la masa que entra al sistema
2 y la cantidad de masa que ha salido del sistema (2. En este caso el volumen de control {2 es una roca porosa
saturada de un fluido y sélidos moviles. Se define al volumen de control {2 con un volumen y posiciéon fijo.

La densidad relaciona la masa y volumen, y sera propiedad tanto del sélido como del fluido:

_m
=1

La densidad es una propiedad intensiva y esta definida en cualquier region del sistema (2, en el caso de que el
yacimiento sea grande 6 bien {2 sea grande, la densidad y la porosidad podrian variar. Si se divide {2 en partes
muy pequenas, esto aproximaria el problema tal que:

m; = p;V;parat=1,2,.... N

Si se calcula la masa total del sistema, se obtiene:

m = ZmL = Zini (3.2.2)

En cuantas partes se tiene que dividir el sistema para que represente un medio continuo? La mejor respuesta
es cuando se considera el maximo limite conocido, cuando N — oo, asi que ahora:

p (3.2.1)

N
m=limy_ o Y _ piVi (3.2.3)
i=1

La ecuacion (3.2.3) es la definicion de integral de volumen, por lo que la ecuacion de masa contenida en todo
el sistema se define:

mz/ pdV (3.2.4)
2

El subindice {2 de la ecuacion (3.2.4), representa que la integral esta definida con respecto volumen de control y
dV es un elemento diferencial del sistema de volumen. La ecuacion (3.2.4) se modifica cuando la heterogeneidad
se introduce en las propiedades, con esto la densidad varia respecto al espacio y tiempo. Pero la masa ;Como
variara? Resulta que la masa no varia respecto al espacio, ya que, en un principio se mencioné que {2 es un
volumen de control fijo y la masa de la ecuaciéon (3.2.4) representa la del todo el sistema, como conclusion la
masa varia solo respecto al tiempo. Por lo que tomando en cuenta esto, se obtiene que:

m(t):‘/gp(x,t)dv (3.2.5)

Notesé que en la ecuacién (3.2.5) no interviene la porosidad, debido a que esta ecuacién nos sirve para modelar
no solo el fluido y sé6lido movil, sino también el sélido fijo.
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3.2.0.2. Flujo de masa

El fluido y so6lido moévil fluiran a través del medio poroso, con fluido y solido movil entrando y saliendo en un
cierto rango de tiempo, por lo que es importante cuantificar cuanta masa entra y sale por las fronteras del
volumen de control. Considerando que el fluido y sélido movil viajan con una cierta velocidad (v) a través de
una cierta area (A) se obtendréa:

F,, = pA (3.2.6)

En la ecuacion (3.2.6): Fy, refiere al flujo masico y resulta como una magnitud escalar, lo cual no es general en
un sistema de flujo, ya que la velocidad se representa por una magnitud vectorial y el area es un plano en el cual
el flujo de masa esta atravesando. Es imperativo que sea magnitud vectorial. Si se cuantifica la cantidad de masa
que atraviesa dicho plano, primero se debe plantear un esquema como el de la figura (3.2), en que se observa
como el plano esta alineado a los ejes y y z, por lo que el vector velocidad solo se manifiesta en direccion de x,
ademés de que se alinea al sentido positivo de la direccion contraria del eje x, entonces de manera correcta se
obtiene:

Fo=—p(0 - 1)A, = —pi A, (3.2.7)
La diferencia entre las ecuaciones (3.2.6) y (3.2.7) radica en la variable rapidez se formuliza de forma vectorial.
Se tiene que tomar en cuenta que en este caso se supone que el plano donde pasa el flujo de masa se considero
perpendicular al eje x, pero esto no siempre es correcto ya que el plano esta sujeto a tener cualquier forma
arbitraria, por lo que si se requiere calcular el flujo méasico se debe descomponer el vector de rapidez en las
direcciones distintas a la que se tiene en este caso. Si se se toma en cuenta que la proyeccion del vector v,
que atraviesa un area perpespendicular (A,), respecto a la normal se obtiene con el producto punto entre estas
mismas se tendréa:

Fp=—p(V-7)A, (3.2.8)

La ecuacion (3.2.8) formula que el vector velocidad que se encuentra en la figura (3.2) entra en cualquier direccion,
y con el producto punto del vector normal (i) proyectara el valor final del vector velocidad con respecto al plano
Y Z, ademas para ajustar el sentido, el signo negativo se introduce para que que la ecuacion (3.2.8) refiera a un
flujo que esta de afuera hacia adentro. Por lo que la normal apunta hacia afuera y -7 apunta hacia adentro .
Dividiendo la superficie del plano en N elementos de pequenas areas donde se calcula el flujo a través de cada
elemento, la ecuacion (3.2.8) se transforma:

Fmi = —(77, . ﬁz)pzApz para 1= ].7 2, ceny N

Debido a que con esta ecuacion se modelaré el flujo total, entonces se suman los flujos de cada subdivision
de elementos en 942 y se calcula el flujo neto como:

N N
i=1

i=1

Por lo que asumiendo la suma del limite de elementos para calcular el flujo neto, se tiene:

N N
Fr = limn_oo Y Frni = limy oo ¥ —(T - 3)pidy; (3.2.10)
i=1 =1

Debido a que se habla del flujo total del sistema, entonces solo varia respecto al tiempo, y la ecuacion (3.2.10)
se convierte a:

Fot) = — /m p(v-R)dA, (3.2.11)
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La ecuacion (3.2.11) expresa a el flujo mésico a través de la superficie 912 de un volumen de control 2 respecto a
un cierto tiempo t. Debe de considerarse que o, refiere a la velocidad intersticial, 6 bien a la velocidad del fluido
consideran el plano completo. Por lo que cuando se requiere conocer velocidad a través de medios porosos, la
porosidad se debe de tomar en cuenta y convertirla a la velocidad de Darcy.

4

h

~

=

<Y

Figura 3.2: Flujo vectorial a través de un plano YZ.

3.2.0.3. Término fuente y/o sumidero

En la subsecciéon anterior se obtuvo una ecuacion que representa el flujo méasico que atin no condensa el problema
de arenamiento, porque no se calculan los sélidos mévibles que se generan de la misma matriz de roca, los cuales
pierden fuerza de cohesién cuando incrementa la erosién y porosidad. Esto sugiere que una cantidad de masa
tiene que aparecer a lo largo del tiempo, como volumen de sé6lido inyectado, y al mismo tiempo una cantidad
de matriz de roca (fija) se erosione. El parametro que se encarga de formular lo mencionado, es el término
fuente/sumidero, el cual es un término que considera el flujo méasico externo del sistema e incluye la generacion
y produccién de s6lidos movibles. Este término se define de la forma siguiente:

Gm = pq (3.2.12)

La ecuacion (3.2.12) refiere a la cantidad de masa que entra a un sistema, pero no relaciona explicitamente que
el sistema al que se inyectara o producira es el sistema de volumen de control §2. Por lo que se introduce variable
(7) que caracterizara la cantidad de volumen inyectado/producido de fluido, o sélido movible por una unidad de
tiempo, y una unidad de volumen roca (volumen de control). Lo que permite esta variable es que la ecuacion
(3.2.12) relacione explicitamente el sistema de volumen de control €2, y se obtendra:

Gm :/pcjdV (3.2.13)
Q

La ecuacién (3.2.13) variara solo respecto al tiempo, ya que de forma espacial representa todo el volumen
de control y este es fijo:



CAPITULO 3. MODELO HIDROMECANICO 50

4 (t) = /Q pqdVv (3.2.14)

3.2.0.4. Forma integral de la conservacién de la masa

Se analizara el volumen de control {2 bajo un cierto rango de tiempo [to, t] (donde t( es constante y ¢ es variable
), donde la masa en cierto instante de tiempo se representa con la ecuacion (3.2.5), por lo que m(t) — m(to)
determina el cambio de masa en un rango de tiempo. La cantidad de masa que entra en un instante es:

F(t) = — /8 oo mdd, (3.2.15)

Pero como se menciona, se requiere conocer la cantidad de masa que ha entrado al volumen de control en el
rango de tiempo [tg,t]. Durante dicho rango de tiempo el fluyjo de masa se mantuvo constante, por lo que la
cantidad total de masa que ha entrado al sistema sera:

m(t) —m(to) = (t —to) - I, (3.2.16)

En el caso con el flujo de masa variable, se divide el rango de [to,t] en N intervalos (dependiendo de la duraciéon
de los distintos flujos) y se suma el total:

N
Z Fo(t)(t — ti1) (3.2.17)

Aproximando la suma de N intervalos a infinito(N — oo) se obtendra:

¢
m(t) — m(ty) = / Fo(T)dT (3.2.18)
to
La ecuacion solo incluye el flujo masico de la mezcla que existe en el medio poroso, pero falta introducir el
término del flujo adicional en el sistema. Asi que juntando las ecuaciones (3.2.18) y (3.2.14), se obtiene:

t t

m(t) —m(to) :/ Fm(T)dT+/ gm (T)dT (3.2.19)
to to

Sustituyendo las definiciones de cada variable, 6 las ecuaciones (3.2.5), (3.2.11) y (3.2.14) , y despejando el
término del lado izquierdo que incluye el tiempo inicial se obtendré:

/Q oz, 1)dV = /Q o, t0)dV + /t /Q o2, T)g(z.T)dVdT — /t /8 ol D) T) @) dAT (3220

La ecuacion (3.2.20) expresa explicitamente la dependencia de las variables respecto a la distancia y tiempo.
Dentro de esta ecuacién, se obtiene la cantidad de masa a distintos tiempos, la cantidad de masa que entra
debido al flujo de fluidos, y s6lidos movibles en el yacimiento, asi como la cantidad de masa que entra debido al
término sumidero/fuente.

3.2.0.5. Forma diferencial de la conservacion de masa

Para discretizar en diferencias finitas y desarrollar el modelo matematico del simulador se deben obtener ecuacio-
nes en su forma diferencial, la ecuacion (3.2.20) es una ecuacién en su forma integral, pero usando esta ecuacion
y derivandola respecto a las variables dependientes se obtendria su forma diferencial.

Para los términos de masa se obtendra:
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%m(to) =0 (3.2.21)
%m(t) = %/ﬂp(x,t)dv = /Q % (p(x,t))dV (3.2.22)
Para las integrales de flujo mésico y término fuente/sumidero se aplicaré el Teorema Fundamental del Célculo:
t
£(t) = % / F(T)dT (3.2.23)
to
Entonces aplicando la ecuacion (3.2.23) a (3.2.11) y (3.2.14):
t
% Fo(T)dT = Fy(2) (3.2.24)
to
t
7 G (T)dT = g (t) (3.2.25)
to

La ecuacion de balance de materia en su forma diferencial es:

d
a’

Y de forma explicita la ecuacion (3.2.26) se escribe:

(t) = Fn(t) + qm(t) (3.2.26)

0
| 5 etnav = [ pleDa)av - [ pla D)0 1) 0(a))da, (3.2.27)
0 3t (9} o0
Se observa que la ecuacion (3.2.27) se opera a traves de integrales de volumen y superficie, por lo que para

homogeneizar los términos de superficie a volumen, se utiliza el Teorema de Gauss; el teorema relaciona el
flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada con la integral de su divergencia en el volumen

delimitado por dicha superficie, 6 bien:
// F.-7dA= // V. Fdv (3.2.28)
a0 o}

Utilizando la ecuacion (3.2.27) para el término de flujo masico se obtendra:

| pla )@@ 1) n@)da, = [ V- (oo 7)o TV (3.2.29)
I9) Q
Sustituyendo la ecuacion (3.2.29) en la ecuacion (3.2.27) y ordenandolo, se obtiene:
0 _
/Q 5 (p(x,t)dV — /Qp(x,T)q(x.T)dV + /Q V- (p(x, T)(v(z,T))dV =0 (3.2.30)
0 T)q(z.T)+V T)(v(z,T)) | dV =0 3.2.31
[ (3 (0l 0) = pla D) + 9 - (ol D)ot 7)) av = (3231

La ecuacion (3.2.31) demuestra que sin importar la forma, tamafio y posicién del volumen de control, el
integrante debe ser exactamente igual a cero, y quitara la integral de volume de la forma siguiente:
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& (ol 1)) = plar, 1), T) ¥ - (o, T)o(, T)) (3.2.32)

La ecuacion (3.2.32) expresa la conservacion de masa en su forma diferencial y es la ecuacion que se utilizara
para deducir las siguientes secciones. Hay que recordar que esta ecuacion no es solo para modelar el flujo de
fluidos y so6lidos movibles, sino también para el sélido mismo, por lo que en la siguiente seccién se haran consi-
deraciones, las cuales se adaptaran a la ecuacion (3.2.32) y se obtendran ecuaciones que serviran para describir
el comportamiento general del fenémeno de arenamiento. Debido a que la ecuacion (3.2.32) es una ecuacion més
débil que la ecuacion (3.2.20), ya que es una derivada, el medio debe ser continuo y si las propiedades, tal como:
porosidad, y densidad son heterogéneas y con cambios abruptos, entonces la ecuacion diferencial deja de carecer
sentido. En consencuencia, en el simulador a desarrollar se propone que el medio es inicialmente homogéneo y
sus cambios no son bruscos.

3.2.0.6. Ecuacién de balance de materia de las fases

En esta seccion se desarrollara la ecuacion de masa para el solido, fluido y sélido moévible utilizando la ecuacion
(3.2.32). Entonces, si se considera que:

p(x,t) = (1—¢)ps (3.2.33)

Se considera que la porosidad (¢) es dependiente del espacio y tiempo, tal como la densidad. Si se sustituye la
ecuacion (3.2.33) en la ecuacion (3.2.32) se obtendréa:

% (ps(1 =) = psa — V- (ps(1 = 6)(vz)) (3.2.34)

De la ecuacion (3.2.34) se observa que las variables de densidad y porosidad, varfan respecto a la distancia
y tiempo, y estas solo se sustituyen en los términos de flujo masico en el tiempo. Tomando en cuenta que la
velocidad del solido (o) es 0 se sustituye la ecuacion (3.1.3) con la ecuacion (3.2.34) y se obtiene:

O (1= ) = pad (3.2.35)

En el fenomeno de arenamiento, el sélido mévible se genera cuando la matriz de roca pierde cohesion y empieza
a desprenderse el solido de este mismo medio, por lo que la ecuacion (3.2.35) hace referencia a que la matriz de
roca fija estaré perdiendo sélido, y produciendo sé6lidos movibles. El pardmetro g representa el volumen de so6lido
que pierde la matriz por unidad de tiempo. Mateméaticamente el lado derecho de la ecuacion (3.2.35) se vuelve
negativo, ya que se esta perdiendo el solido y esta parte perdida aparecera en el sistema de sélidos movibles:

0 _
a7 (Ps(1=9)) = —psa (3.2.36)
Considerando que ps es constante a lo largo del tiempo:
2 a-n=-a (3237
5 =—q 2.
o¢
g 3.2.38
5 — 4 ( )
A partir de ahora se considera que:
F,, = qps (3.2.39)

La ecuacion (3.2.39) refiere a la cantidad de masa que pierde la matriz en una unidad de tiempo por una
unidad de volumen. Combinando las ecuaciones (3.2.38) y (3.2.39):
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29 _F,

ot ps
La ecuacion (3.2.40) representa la ecuacion de continuidad del sélido, el cual determina el cambio de porosidad
respecto al tiempo cuando la roca se esta erosionando debido al flujo de masa.

Con la ecuaciéon que gobierna al solido, se busca obtener el de los solidos moviles. Para esta ecuacion se
considera definiciéon de densidad que es la masa del s6lido movi por unidad de volumen de roca:

(3.2.40)

P2 = CPprs = CPHps (3.2.41)

La ecuacion (3.2.41) define la densidad del sélido movible. Entonces sustituyendo la ecuacion (3.2.41) en la
ecuacion (3.2.32) se obtiene la ecuacion siguiente:

% (cps®) = psq =V - (cpsd(Vz)) (3.2.42)

En la ecuacion (3.2.42) se considera que la densidad y la porosidad varfan respecto a la distancia y tiempo. Para
el término sumidero/fuente se considera que es positivo, ya que el solido que se desprende de la matriz de roca
se esta acumulando en el volumen de control.

% (cps®) + V- (cpsd¥a) = Finy (3.2.43)
9(co) __ Fm
5 TV (cdts) = . (3.2.44)

Se observa que la unidad de v, refiere a la velocidad intersticial o bien el flujo de fluido entre la roca. Este
término no esta definido a través de un medio poroso por lo que necesita transformarse a la velocidad de Darcy
con la siguiente relacion:

vp
v, = 2 3.2.45
5 (3.2.45)
Sustituyendo la ecuacion (3.2.45) en la ecuacion (3.2.44) se obtendré:
9(co) Fin
. = 3.2.46
5 +V - (cvp) o ( )

La ecuacion (3.2.46) establece la relacion que existe entre el flujo de s6lidos moviles, la degradacion de la porosidad
respecto al tiempo y la cantidad de s6lido que se produce en el sistema debido a los sélidos que se desprenden
de la roca. Si se combinan las ecuaciones (3.2.46) y (3.2.40) se obtiene:

I(cg) _ 99

o + V- (cvp) = B

Para describir la del fluido se utiliza la definicion de masa de fluido por unidad de volumen de roca, en
consencuencia se considera la definicion de densidad siguiente:

(3.2.47)

ps = (1— )p; (3.2.48)

La ecuacion (3.2.48) representa la densidad del fluido que estara en el flujo de fluido a través del medio poroso.
Sustituyendo la ecuacion (3.2.48) en la ecuacion (3.2.32) se obtiene:

% (L=0c)psd) =psa—V - (1 = c)pro(vz)) (3.2.49)

En la ecuacion (3.2.49) se elimina el término sumidero/fuente, por lo que la ecuacion (3.2.49) se transforma
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0 _
5 (1= 0)ps0) = =V - (1= )pso(n) (3.2.50)
Con la misma suposicion de velocidad intersticial a velocidad de Darcy se obtiene:
0
5 (1= 0)ps6) = =V - (1= )pyop) (3.2.51)

Suponiendo que la densidad del fluido (py) es constante:

0

2 (1= 0) =~V - (1~ ) (3252
Combinando las ecuaciones (3.2.47) y (3.2.52) se obtiene la ecuacion siguiente:
9 I(c) _ 09
a((1—0)¢)+V~((1—c)vD)+ 5 +V - (cvp) = g (3.2.53)
Reduciendo la ecuacion (3.2.53)
V-up =0 (3.2.54)

La ecuacion (3.2.54) es la ecuacion de continuidad que refiere al flujo de fluido a través del medio poroso, donde
d es equivalente a la velocidad de Darcy (vp). Esta ecuacion necesita de la Ley de Darcy para obtener los
parametros fisicos para el flujo a través de medio poroso y definir la presién de forma explicita. Las ecuaciones
(3.2.40), (3.2.47) y (3.2.54) constituyen al conjunto de ecuaciones de balance de masa del problema propuesto.
Estas ecuaciones no son suficiente para resolver el problema, ya que se requiere un término que represente la
generacion de so6lidos y la tasa a la que esta introduciendo sélido a la mezcla. Este término se obtiene en la
siguiente parte.

3.3. Ley Constitutiva de Generaciéon de Masa

Extensos estudios teoéricos y experimentales en relacion a la filtracion de particulas no-coloidales en medios
porosos fueron realizados por H. A. Einstein (1966). Para el problema que se analiza, se requiere una ley
constitutiva que describa la tasa de masa erosionada de la matriz de roca y la tasa de nuevos so6lidos movibles
que entra a la mezcla de flujo del medio poroso:

Ter = N || mI® | (3.3.1)

La ecuacion (3.3.1) muestra que el fenomeno de erosion esta gobernada por el flujo de los solidos movibles m; *,
si este parametro aumenta entonces la erosiéon aumenta, debido a las fuerzas cinéticas en el sistema. La otra
variable que afecta la ecuacién (3.3.1) es el coeficiente (X') la cual relaciona la frecuencia espacial del potencial
de erosion; el coeficiente refleja la frecuencia de puntos con potencial de erosion en el sistema, por lo que si el
coeficiente incrementa, la roca se vuelve débil. El coeficiente tiene dimensiones de longitud inversa \' = [L™1] y
de acuerdo a Gravanis et al (2015), el valor se determina experimentalmente y el valor de media esta entre .07
y .105 [%] En acoplamiento del proceso de erosion y geomecanica de la roca, se espera que A incremente en
funcién del dano de la roca o bien cuando haya un incremento de porosidad, el cual implicitamente se relaciona
de forma inversa con la cohesion. Vardoulakis et al. (1996) mencionan que el proceso de erosion sera méas activo

en zonas intactas (caracterizadas con canales de poros pequeifios), por lo que asumen que:

N =A(1-¢) (3.3.2)

La variable || m{ || refiere a la norma de la velocidad maésica del solido movible, que representa la magnitud
del vector de velocidad maésica. Esta variable se representa como:
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m{s = psCup (3.3.3)

Por lo que combinando las ecuaciones (3.3.3), (3.3.2) y (3.3.1), se obtendra el flujo méasico (1he):

Ther = A1 — @) || psévp | (3.3.4)

donde ., = F,,
Debido a que ps y cson variables escalares la ecuacion (3.3.4) se convierte a:

ter = A1 = 8)psc || v | (3.3.5)

La ecuacion (3.3.5) muestra un sentido intuitivo del fenomeno de erosion, ya que se muestra que la tasa de erosion
es proporcional a la concentracion de solidos moviles que existe en el sistema, al coeficiente A es la frecuencia
de potencial de erosion y a la velocidad de Darcy que existe en el sistema. En el caso de (1 — ¢); la ecuacion
muestra que mientras exista porosidad, el proceso de erosiéon tendra lugar en el sistema porque si la porosidad
es 1 (no hay roca en el sistema) la ecuacion se hara cero, indicando que ya no habra potencial de erosion.

La contraparte de la ecuacion (3.3.5) es el término ¢, el cual carece de sentido fisico cuando no se considera el
balance de erosiéon y depoésito de s6lidos méviles. Esto quiere decir que se requiere una concentracion critica de
s6lidos movibles a la cual los s6lidos moéviles se depositan y taponan el espacio poroso. Este balance se obtiene
cuando:

62

c=c -~ (3.3.6)
La ecuacion (3.3.6) representa la concentracion en el cual se encuentra el balance de depositacion y erosion. En
el momento que ¢y ¢, tengan el mismo valor, la ecuaciéon (3.3.6) dara un valor de cero, por lo que indicara que
el medio poroso esta tapado por los sélidos movibles y por lo tanto no se puede generar nuevos sélidos hasta
que el valor de concentraciéon disminuya. Esto depende de la roca, y sus propiedades petrofisicas tal como la
porosidad, permeabilidad o fabrica de la roca. Por lo que sustituyendo la ecuacion (3.3.6) en (3.3.5) se obtiene:

: ¢
Mer = A1 — @) ps (c - c) lvp ||= Fim (3.3.7)
La ecuacion (3.3.7) se combina con (3.2.40) para obtener la siguiente ecuacion:
oo} c?
a1 - - = 3.
S =aa-0)(c= =)l (338)

3.4. Ley de Darcy

En Ingenieria Petrolera la ley de Darcy se utiliza para describir el flujo a través de medios porosos. Esta ley fue

establecida por Darcy (1856) estudiando el flujo de agua a través de un empacamiento de arena. Muskat (1931)

adapto la ley de Darcy para la ingenieria petrolera y asi modelar el flujo de aceite. La Ley de Darcy describe una

relacion proporcional entre el gasto (¢) a través de un medio poroso de una cierta permeabilidad (k) , viscosidad

dinamica del fluido (u) y la caida de presion (%’l’) a lo largo de un medio homogéneo permeable.
kAdp

udl
La ecuacion (3.4.1) tiene un signo negativo debido a que el fluido fluye de la zona de mayor presion a la de menor

presion. Esta ecuacion no considera los efectos gravitacionales. Debido a que esta ecuacion esta en términos de
gasto (q) y se requiere conocer la velocidad de Darcy (vp), la ecuacion (3.4.1) se divide por el area A:

(3.4.1)
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_kdp
udl

La ecuacion (3.4.2) describe la velocidad de Darcy, la cual se ocupa para las ecuaciones de balance de materia.
Los cambios de porosidad debido al fenémeno de arenamiento afectan a la permeabilidad del sistema, por lo
que es necesario relacionar la permeabilidad con la porosidad para que cada vez que cambie la porosidad, la
permeabilidad similarmente cambie. Otro aspecto de la ecuacion (3.4.2), es que la viscosidad es la viscosidad
dinamica, el cual no considera la densidad de la mezcla y por lo tanto no calcula la variacién conforme la
concentracion de solidos moviles esta cambiando. Por esto se modifica la variable con el concepto de viscosidad
cinemética e introduce la ecuacion (3.1.9). La definicion de viscosidad cinematica es:

vp (3.4.2)

I
== 4.

=2 (3.4.3)

La ecuacién (3.4.3) describe la viscosidad cinemética, que representa la resistencia inherente de un fluido a fluir

cuando no hay fuerzas externas mas que la fuerza de gravedad, ademés considera la densidad de la mezcla (p)

que resulta de alta importancia en el estudio de arenamiento y esta descrita en la ecuacion (3.1.9). Entonces

sustituyendo la ecuacion (3.4.3) en (3.4.2) se obtiene:

kdp
Vp = — — 3.4.4
nwpdl (3.44)
En la siguiente seccion se considera la modificacion de la permeabilidad para que la variable que se incluye en
la ecuacion (3.4.4) cambie respecto al cambio de porosidad. Si se se sustituye la ecuacion (3.1.9) en la ecuacion

(3.4.4) se obtiene:

kdp
(1 —c)ps + cps)dl

Uvp = —

3.5. Ecuaciéon de Carman-Kozeny

El cambio de porosidad afecta de manera drastica a la permeabilidad del medio, ya que si la porosidad aumenta
es més probable que haya mas canales de flujo y el valor de permeabilidad incremente. Por esto, es necesario
tener una relacién matemaética que relacione el cambio de permeabilidad cuando la porosidad cambia. La relacion
que se utilizaré, es la ecuacion de Carman-Kozeny desarrollada por Kozeny (1927), y modificada por Carman
(1937, 1956).

¢)3
(1-¢)

Donde kg es una constante que representa la permeabilidad inicial.

k= ko (3.5.1)

3.6. Ecuaciéon de continuidad

Se consideran las ecuaciones (3.3.8) y (3.2.47), donde la primera ecuacion modela el cambio de porosidad y
la segunda modela el balance de masa entre la concentraciéon y el efecto que tiene la porosidad. Se considera
también las ecuaciones (3.4.4) y (3.5.1), las cuales modelan el flujo del fluido y la variacion de la permeabilidad
en relaciéon a la porosidad. Aun falta dos ecuaciones, la primera ecuacién que describa la relaciéon entre todas
ecuaciones y modele el flujo de la mezcla, o bien el flujo del fluido y el s6lido movil, y la segunda es que gobierne
el comportamiento de deformacion de la roca. Para la primera ecuacién, primero se combinaran las ecuaciones
(3.4.4) y (3.5.1) para obtener la ecuacion siguiente:
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ko dp
Vp = ——F5—— 3.6.1
P - 9Pmpdr (304
Sustituyendo la ecuacion (3.1.9) en la ecuacion (3.6.1), se obtiene:
kod® d,
vp = — 09 L (3.6.2)

(1= ¢)2 [k (1 = c)ps + cps] dr

Sustituyendo la ecuacién (3.6.2) en la ecuacién (3.2.54) se obtiene:

8%p Opll oo
G o |y e Ay =0 (363

Donde:
_ _3-¢ _ _ __ps=pr
Qe = G-g) Pe = ~Tons +ers

3.7. Esfuerzos en el pozo, deformacién y falla

En el capitulo anterior se mencioné la contribuciéon de la perforacion y el efecto que genera sobre los esfuerzos
locales cercanos al pozo, por esto es necesario tener el modelo mecanico para calcular el momento en el que
la roca colapsara. Para dicho problema se considera un analisis de deformacion axisimétrica en el plano, tal
como la figura [3.3]. Los esfuerzos regionales se transforman en tres nuevos esfuerzos locales: esfuerzo radial
(o), esfuerzo tangencial (0y), y esfuerzo axial (o,). Cuando se propuso el simulador, se menciono que seria
de una dimension, por lo que el esfuerzo axial (¢,) no tendra ninguna repercusion en el valor nimerico. Para
las condiciones propuestas las deformaciones correspondientes estan en términos solo del desplazamiento radial
u, = u(r,t), por lo que:

r= 5 7.1

€ o (3.7.1)
U

= — . .2

€ , (37 )

Considerando las ecuaciones (2.6.60), (2.6.66), (2.6.86) y (4.11b) se obtienen las relaciones constitutivas
elasticas entre esfuerzo total y deformacion total:

_ E(1-9)
oy = Ao -2 [(1 —v)e, + veg) (3.7.3)
09 = E(1-9) [(1—v)ep + ve,] (3.7.4)

(1+v)(1—20)

Donde la ecuacion de equilibrio (2.6.12) en un plano axisimetrico se transforma a :

do, o0, — 0y
or r

Sustituyendo las ecuaciones (3.7.1)-(3.7.4) a la ecuacion (3.7.5) se obtiene:

=0 (3.7.5)

0%u ou 0 (¢p)
92 TG TRU= g0 (3.7.6)

Donde:

gi(r)=-——7- (3.7.7)
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Figura 3.3: Componentes de esfuerzos en un plano simétrico en el mismo eje.
1 1 v 1 8¢
- — 4= - 77 3.7.8
g2 () r2+r1—v1—¢0r ( )

(I+v)(1-2v)
g3 (r) = = (3.7.9)
E(1-¢)(1-v)
La ecuacion (3.7.6) describe el comportamiento del desplazamiento conforme las variables de porosidad, concen-

tracion, presion y propiedades geomecanicas cambian. Conocer el comportamiento del desplazamiento ayudara
a determinar el comportamiento del esfuerzo efectivo y con esto calcular cuando la roca colapsa.




Capitulo 4

Modelo del simulador

4.1. Introduccién

Para la elaboracion del modelo de simulaciéon se consideré una estructura matemaética que asemeje la estructural
real. El simulador se basa en una estructura cilindrica, tal como en la figura [4.1], el cual considera: flujo en
direccion radial (hacia el pozo), yacimiento isdtropo, espesor constante, un pozo cilindrico vertical en el centro,
y que producira a una presion constante.

El simulador esta basado en cuatro principios:

1. Modelo hidromecénico.- El cual esta conformada por la ecuacion de balance de masa y la ecuacion de
evoluciéon de porosidad que gobierna el proceso de erosion. La primera describe el comportamiento de la
variable de concentracion (c); la segunda describe el comportamiento de la variable porosidad (¢).

2. Ley de Darcy.- Describe el movimiento del flujo a través de un medio poroso, ya que la que la porosidad es
variable: cuando la porosidad efectiva incrementa entonces su permeabilidad incrementa, en consecuencia
la Ley de Darcy se acopld con la ecuacion de Carman-Kozeny para relacionar el cambio de permeabilidad
respecto al cambio de porosidad.

3. Ecuacién de continuidad.- Esta ecuacion se encarga de reunir todos los cambios e interacciones de las
variables de porosidad, concentracién, y presion para asi calcular el flujo de la mezcla.

4. Ecuacidén geomecanica.- Esta ecuaciéon se encarga de acoplar las variables porosidad y cohesién, con pa-
rametros geomecanicos. La reduccion de la cohesion debido al incremento de porosidad es el fendémeno
considerado para predecir la falla de la roca utilizando el criterio de Mohr-Coulomb.

Reunidas las cuatros caracteristicas, se realiza una simulaciéon numeérica donde las variables principales tal como
porosidad, concentracion, presiéon y desplazamiento varian respecto al tiempo y espacio. El efecto de dano
mecénico se acopla de forma implicita donde los valores de esfuerzo efectivo se utilizarén para predecir la falla
mecénica de la roca y colapso cercano del pozo.

El desplazamiento radial (u,.) se obtiene resolviendo numéricamente la ecuacion diferencial parcial (3.7.6) con las
condiciones de fronteras que se mostraran en este capitulo. Cuand las variables u y % se determinen, el esfuerzo
se determina introduciendo los resultados en la ecuacion (3.7.3) y (3.7.4). Debido a la falta de dependencia de
los ecuaciones 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3 respecto a la variable u, es posible resolver la variable de forma paralela al
mismo nivel de tiempo.

99
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Figura 4.1: Modelo cilindrico base del simulador.

4.2. FEcuaciones del simulador

Tal como se mencion6 anteriormente, este simulador se basa en cuatro principios, los cuales estan descritos por
las ecuaciones siguientes:

oct) | de 0

= 4.2.1
ot Por ~ ot (4.2.1)
o c?
— =A1- - — 4.2.2
5 =A1-9) (e ) o] (12
Las ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2) representan las ecuaciones que forman parte del modelo hidromecanico.
?p o[l 09 0c
ﬁ‘f’g |:+aca’l"+ﬁca’l” =0 (423)

La ecuacion (4.2.3) representa la ecuacion de continuidad para el flujo de la mezcla. En esencia las ecuacio-
nes (4.2.1)-(4.2.3) representan las ecuaciones que modelan el fenémeno de arenamiento, aunque es necesario
considerar que dependen de la variable vp , la cual se representa:

B kog® dp
(1= 9)?m [(1 = c)py + cps] Or

Hay que notar que en las ecuaciones (4.2.1)-(4.2.4) las variables principales son: ¢, ¢ y p; mientras que los
otros parametros son constantes. Estas tres variables se actualizan en cada paso del tiempo, lo que hace que las
ecuaciones sean no lineales y por consecuencia dificil de resolver, donde la ecuacion (4.2.4) es responsable de la
mayor parte de no linealidad entre las ecuaciones.

Up = (424)

4.2.1. Condiciones iniciales y de frontera

Las ecuaciones (4.2.1)-(4.2.3) son ecuaciones diferenciales que tienen solucion para un medio continuo, pero este
medio necesita ser finito y tener condiciones de frontera para que este simulador tenga una solucién computacio-
nal.

Para un tiempo inicial (¢g) se considera que el sistema roca-fluido esta en equilibrio, por lo que el yacimiento se
encuentra en una misma presion inicial (pg) y no hay flujo de fluido y soélidos (vp = 0); también se considera
que en todo el yacimiento se tiene una concentracion inicial (¢) de solidos moviles y que la porosidad (¢) es
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homogénea en todo el yacimiento. En la frontera externa del yacimiento, se considero una frontera con una
presion externa constante.
Las condiciones iniciales y de fronteras para la presion son:

p(rw <71 <7est0) = Do (4.2.5)
Pe = Pctel (426)
Pwf = Pcte2 (427)

Las condiciones iniciales y de fronteras para la porosidad son:

¢ (rw <1 <Testo) = o (4.2.8)
Pe = o (4.2.9)
Las condiciones iniciales y de fronteras para la concentracién son:
c(ry <1 <re,to) =co (4.2.10)
Ce = ¢ (4.2.11)

Las ecuaciones (4.2.5)-(4.2.11) representan las condiciones que son necesarias para resolver el problema de
arenamiento; representan condiciones de fronteras e inicial del modelo hidromecanico, mientras que para el
modelo geomecanico se obtienen las condiciones de fronteras siguientes:

Or (rw,t) = —puy (4.2.12)
or (re,t) = —0e (4.2.13)
donde las ecuaciones (4.2.12) y (4.2.13) en términos del desplazamiento se convierten en:
% o —ﬁ# =93 (rw, t) [¢ (1w, 1) Puws — Puy] (4.2.14)
B, =T e et p o (4.2.15)

4.3. Diferencias finitas

Las ecuaciones que modelan el flujo de la mezcla de solidos y fluidos se encuentran en su forma diferencial, y
tienen la caracteristica de que son no lineales, por lo que su solucién analitica se vuelve compleja. Se requiere
simplificar las ecuaciones de forma que se tomen en cuenta todos los cambios de las al mismo espacio y tiempo.
Las variables ¢, ¢, p y u son las variables que importan mas, por lo tanto se llamaran variables principales. El
método de diferencias finitas se basa en la idea aproximar un medio continuo en uno discreto. Esta transformacion
hace célculos mas sencillos, pero con un error asociado debido a su descontinuaciéon en el medio.

Es necesario que este conjunto de espacios discretos se dividan en un conjunto finito de puntos a lo largo del
yacimiento. A este conjunto se le denomina malla, y serd un arreglo tal y como se muestra en la figura [4.2].
En esencia, el método de diferencias finitas reemplaza las ecuaciones diferenciales por conjuntos de ecuaciones
algebraicas que relacionaran las 4 variables principales. La discretizaciéon también se aplic6 a la variable de
desplazamiento (u) solo que en este caso la ecuacion se discretiza de forma paralela.
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Figura 4.2: Malla discretizada en espacio con nodos centrados y uniformes.

4.3.1. Discretizacién espacial

La discretizacion espacial aproxima las derivadas que depende del espacio en una aproximacion de derivada. Para
la derivada espacial de primer orden se utiliza un esquema central (para toda la formulacion de discretizacion
espacial revise el apéndice B), esto debido a que estos términos dependen de los procesos de difusion y que actian
en todas las direcciones. El esquema central para primer orden se representa tal como la ecuacién siguiente:

daf  firr = fima

4.3.1
dx 2N\x ( )
Para un esquema central de segundo orden se obtiene:

> f o Jivr = 2fi + fima (43.2)

dz? Ax?

En otros casos como cuando se utiliza la velocidad de Darcy: se utiliza la derivada de primer orden y se discretiza
en esquema central:

d L

a fim—fi (4.3.3)

dx Az
donde f es la variable principal, x representa el espacio e ¢ representa el nodo en el que se encuentra la variable
principal. En este caso, las cuatros variables principales se representaran de la misma forma que f. Se debe
recordar que existe el error de truncamiento de cada esquema (Ir a apéndice B para ver error de truncamiento).
Asf que discretizando espacialmente las ecuaciones de (4.2.1)-(4.2.4) y sustituyendo (4.2.4) en las ecuaciones
(4.2.1)-(4.2.3) se obtiene:

0(cidq) kod? Pis1 — ;i\ Civ1 —Ci O
9 _ ; i & kog® Pi+1 — Di
ot A1 — i) (cz - Ccm) ((1 — ¢ (1 —ci)py +cips) Ay ) (4.3.5)

Di41 — 2Pi +Di—1 | Dit1 — Pi—1 [ 1 ( 3— Git1 — Pi-1 P — Ps Civ1 —Ciz1| _
o (

Ar? + 21 ri + (1—¢;) 2Ar; 1—¢)ps+ cips 21

7
(4.3.6)
Donde:
ATZ‘ =Tiy1 — T4
Las ecuaciones (4.3.4)-(4.3.6) representan las ecuaciones discretizadas en espacio.
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4.3.2. Discretizaciéon temporal

Es necesario discretizar las derivadas respecto al tiempo. Esta discretizaciéon hace que las variables principales
se encuentren en el tiempo actual. En general hay dos formas de discretizar temporalmente una ecuacion:

1. Método explicito.- Cuando las derivadas espaciales de una variable estan valuados al tiempo conocido (n),
y la variable en el tiempo desconocido (n 4 1) en la derivada temporal.

2. Método implicito.- Cuando las derivadas espaciales de una variable estan valuadas al tiempo desconocido
(n+ 1), y la variable en el tiempo conocido (n) en la derivada temporal.

El método explicito es mas sencillo; debido a que solo existira una incégnita por variable, pero dicha facilidad
genera mas errores por inestabilidad (ver Apéndice C que discute la discretizacion temporal) debido a este
problema se utilizara el método implicito para tener estabilidad numeérica. De manera general el método de Euler
se describe:

Y=yt fET T A (4.3.7)

En la ecuacion (4.3.7), y representa la variable principal; n, representa el tiempo actual; n+1, el tiempo siguiente;
t, el tiempo; At incremento del tiempo. Aplicando el método implicito a las ecuaciones (4.3.4)-(4.3.6) resulta en:

3 n n n n
ot —eror (- kod] ! P =Pt e - gt
At (L= 2 [(L =7 pp + o] Ari A (4.3.8)
_oiT e
At
n+1 n n+12 n+1° ARy 1
u = A1 =Y [t — i Fodi” Piy P (4.3.9)
At i : Cer, (L= 2m [(1 =M )py + fHp ] Ar
s =2 - [ 1 3¢t ) i —
Ar? 28r; | \erta—epth))  28m T
(4.3.10)

1 1
i Pf—Ps il — iy -0
a (1= pp+ o, 2Ar;
Las ecuaciones (4.3.8)-(4.3.10) representan las ecuaciones para todos los nodos que se incorporan en la malla. Es

necesario mencionar que estos son solo para los nodos internos de la malla, y que en los extremos se acoplarén
las condiciones de frontera, tal y como se describe en las secciones siguientes.

4.4. Acoplamiento de condiciones de fronteras

Las ecuaciones (4.3.8)-(4.3.10) representan las ecuaciones para describir el problema de arenamiento dentro de un
nimero de nodos internos, 6 bien dentro de la malla. Para una simulacién particular; se requieren las condiciones
de fronteras, con el fin de darle una solucién unica al sistema de ecuaciones diferenciales. Es necesario que se
adapten las condiciones de frontera para la malla tal como en la figura [4.3]. El sistema de ecuaciones que se
discretiza se divide en tres grupos: Nodo inicial ¢ = 1 , nodos internos i = 2,..., Nr — 1 y nodo final ¢ = Nr, 6
bien para la ecuacion (4.3.8):

i=1
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n+1¢n+1 an . k ¢7L+1 pg—i—l p71L+1 CSH_I _ C;L—i—l _ ¢?+1 _ ¢?
At Q= e (- oy + 47 0p,]  An Ary At
(4.4.1)
1=2,..,Nr—1
attortt oy [ By Lt N S AR At
At (1= @2 [(1 = D)y + o] Arg Ar; At
(4.4.2)
1= Nr
n n n n ni13 n+1 n+1 n+1 n+1
CNtl N+r1 —CNr N [ koo, . pNt+1 Py CN-:—H gt
At (1—onth2m, [(1— cn+ )or + citps] AT N Arny (4.4.3)
¢n+1 _ n o
At

Ahora para la ecuacion (4.3.9) se obtiene:
1=1

n n A ne1? Iy T
H — 91 =A1- n+1) ol 01+1 ko1 H PzH p1+1 (4.4.4)
At ! ! Cery (1 - ¢?+1)277k [(1 n+1)pf + CnJrl } A

i=2,..,Nr—1

¢ — o1 = A1 =) [ ert! - ! kooy ™ pi — o (4.4.5)
At o (L= 2 (L= oy + o] A a

Ccm p + C
t=Nr
n+1 n n+12 n+1% n+1 n+1
Ny — P = A1 =gty [ et - vy kodny PNri1 7 Py (4.4.6)
At ! ! Cernr (1- ¢n+1) Mk [(1 CK{T»I)P]‘ +C%tlps} ATNy
Y finalizando con la ecuacion (4.3.10):
1=1
pg-&-l 2pn+1 +pn+1 +pg+1 anrl i 3_ ?+1 ¢g+1 _ g+1
Ar? 201y ro @1 — o7t 21y
TR (4.4.7)
Pf —Ps 2  —% —0
(1= pr+ 1 ps 241
i=2 .., Nr—1
T A S Y g el AR Tt A . k) S
Ar? 2Ar; T (b;”rl(l — ¢’.‘+1) 2Ar;

(4.4.8)

1 1
Pt — Ps 7++1 - —0
’ (1- C?H) pf+ i pg 2Ar;
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i=Nr
+1 +1 +1 n+1 +1 +1 +1
PNry1 — 2PNy +p%r71+er+1 Prr—1 | 1 ( 3— ¢n+1 ) N1 — %rq_i_
ATN’I" QATN'F TNr ’X/vtl(l— T]t/v+1) 2AT N,

(4.4.9)

n+1 n+1
Pf— Ps CN—:-H CN+T Ll _
(=) s +eiitn ) 287,

Figura 4.3: Configuracion del simulador con sus condiciones de frontera.

Se debe notar en la ecuaciones (4.4.1)-(4.4.9) se tienen variables que se encuentran en nodos que no estén definidos
en la malla, tal como los nodos catalogados en ¢ = 0 6 Nr, asi que es necesario aplicar las condiciones de frontera
y reescribir las ecuaciones que las contienen. Entonces aplicando las condiciones de frontera (4.2.5)-(4.2.11) a las
ecuaciones (4.4.1)-(4.4.9), se obtiene:

i=1
T T AT 3 ' g 7
Cl+1¢?+1 — ¢1 . k0¢n+1 pg—i-l p711+1 C2+1 _ C’;L-’rl _ 1+1 o ¢1
At Ao P [L—c s+ p]  Bn Ay At
(4.4.10)
i=Nr
3 n n n n
ot — i O, - koot pN+r—1|-1 Dy CN+T—1|-1 —
At (1 _ n+1) o [(1 o Cn+1)pf + CNr ps] ATNT AT‘Nr (4 4 11)
n+1 _ ¢N o
T At

Para la ecuacion (4.3.9) se obtiene:
=1

’(L T 2 n 3 i T
+_ ¢1 — )\(1 o ¢n+1) cn+1 C1Jrl k ¢ - p2+1 p1+1 (4412)
At 1 ! Corr )\ =@t )2 [(L— el pp + 4T ps]  Am
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i=Nr
3
nH — PNy n+1 n+1 Crzi/tl k(@nﬂ Pe prziftl
o =AM - ek T — (4.4.13)
At Cerne (1=, )*n [(1 — i )ps e ,03] ArNy
Y finalizando con la ecuacion (4.3.10):
=1
py Tt — 2pp ! +pwf+p”“ —puy [ 1 3— gyt gt — L
Ar? 207 1 qﬁ;”l(l — qﬁl”l) 207y
. (4.4.14)
pf — Ps CQ -1 — 0
=)oy + 70 ) 26m
t=Nr

pe — 200+t pe — Pt l 1 < 3—gntt > Pnr — Ot
TNr

AV 20T Ny Pt (1 — et h) 201 Ny
(4.4.15)

+1
Pf — Ps Co — CRTT 1l _p
(=) oy +iiips ) 2B,
Si se nota que las ecuaciones (4.4.10)-(4.4.15) ya consideran las condiciones de fronteras, y también se debe de

notar que en general se tiene 3 ecuaciones y en ellas se tiene tres incognitas p" 1, ¢"tly ¢"*1; por lo que este
sistema es posible resolverse. La variable 4! se agregara en forma paralela en la seccién 4.6.

4.5. Meétodo Newton-Raphson

Se observa que se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales en las ecuaciones (4.4.10)-(4.4.15). La
no linealidad existe en el producto de las variables principales que se multiplican entre si y estan al mismo tiempo
(n+1), esto representa un problema, ya que no es posible adaptar un algoritmo de solucién de ecuaciones lineales.
Existen miltiples formas de linealizar un sistema de ecuaciones no lineales y cada una tiene un cierto valor de
estabilidad, se utilizara el método de Newton Raphson para linealizar el sistema de ecuaciones. El método de
Newton Raphson es el método més eficiente y sencillo para resolver el sistema de ecuaciones no lineales. En este
método se obtendran todas las incégnitas que se encuentran en el paso de tiempo n + 1.

Considera un sistema general de ecuaciones diferenciales no lineales:

L {Fp [w(@)]} = f(2) (4.5.1)
Donde m = 1,2,...,.M, z € Q y L,, denota un operador diferencial lineal, ), (-) es una funcion no lineal,
w = (wy, wa, ..., wm)T es el vector de variables dependientes (en nuestro ejemplo es p, ¢, ¢, u), f = (f1, f2, .-, fm)T
es un vector dado, M es el namero total de ecuaciones y T denota la transpuesta de un vector. El método d

Newton Raphson para resolver la ecuacion (4.5.1): establece un sistema de ecuacion iterativo. La Serie de
expansion de Taylor es:

Fon(w + 62) = Fp(w) + VEp, (w) - 6w + O (|5w|2) (4.5.2)

Donde [dw]| es la norma Euclideana de dw. Si el término O (\(5w|2> se trunca entonces, Fy,, (w + dx) se aproxima
a:

Fo(w + 62) & Fp(w) + VE,, (w) - 6w (4.5.3)
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Si sustituimos (4.5.3) en (4.5.1), se obtienen las ecuaciones iterativas siguientes:

Ly {Ep(w') + VE, (wh) - ow'™t ) = f(2) (4.5.4)

Donde w' es la [ —iésima solucion iterativa de w y VE,,(w') es VF,,(w) cuando w = w' con una solucién inicial
w?. En el sistema de ecuaciones iterativas (4.5.4), el vector correccién Jw'*! es la incognita. Este sistema puede
reescribirse:

Ly {VE,(w') - 6wt} = g (2) (4.5.5)

Donde g, () = fm(z) — L, iFm(wl)}, Fp(w') y VE,,(w!) son fijas. Ahora (4.5.5) es un sistema lineal para
dw't!. Si se nota que VF,,(w') es la matriz Jacobiana de F,, y que g, es el residual de la ecuacion (4.5.1) a
w!. Se considera que g,, (r) = R; , donde i sera igual al niimero de variables principales. Un vector de solucién
actualizado w!t! se obtiene sumando el vector de correccion dw!t! con la iteracion previa del vector solucion

wl:

w = w! 4 sw't! (4.5.6)

Este proceso iterativo contintia hasta que la norma euclidiana de dw'™! sea muy pequefia, siendo un nimero
cercano a 0. Este ntimero debe ser un valor prescrito y usualmente tiene el nombre de tolerancia descrito con la
ecuacion ’wl“ — wl| < tolerancia. Entonces primero se definen los residuales R’ para las siguientes ecuaciones
(4.3.8)-(4.3.10):

L Cﬁ-i-l n+1 n(bn ko(br_z—i-l?’ pn;i-ll _ pn+1 an-ll _ ntl
Rl — 7 _"_ 1 K3 K2 (3 (2
At (- 2 (1= ) py + o] Ar; Ar; (457)
Pt — g
_ A 0
At
n n n+12 n+13 n n
R BT gy (a4 oy ! et —prt
‘ At ¢ ' Cers (1- (b?“)%k [(1 — C?H)pf + c"+1 ] Ar;
(4.5.8)
Pk i VA iy A AR e
’ Ar? 2Ar; r; AT — gt 2Ar;
(4.5.9)

1 1
Pf — Ps C?:l - —0
’ (1- C?H) pr+ctps 2Ar;

Si se nota que si se deriva el residual respecto a cada nodo de variable principal, se obtiene la matriz jacobiana
VF,,(w'), donde la matriz jacobiana es una matriz formada por las derivadas parciales de primer orden una
funcion. Si se aplica la Ec. (4.5.5) residual respecto a las variables principales y se considera que | = n, se tendrfa
que para la variable p:

ORK" ORF" ORF" n
Ip 115 P+ 8p ——opt + ap - 1 opit! = —R} (4.5.10)
j j j—
Para la variable c:
OR" ORF" ORF" n
9% g+ 8; St 4 607260?“ —RF (4.5.11)
41 J Jj—1

Y para la variable ¢:
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ORF"
0¢j41
donde k=1,2,3,i=1,...,.Nryj=1,...Nr
Las ecuaciones (4.5.10)-(4.5.12) se representan de forma matricial, en la que serd una matriz con nueve sub-

matrices por cada jacobiano, por lo que el numero de incognitas seria 3Nr. Las ecuaciones (4.5.10)-(4.5.12) se
representan de forma matricial tal como:

ORF"
Do,

ORF"

St 4
¢ 0dj_1

St = —RE" (4.5.12)

St +

8RL" 8RL" or!"1 1"

|:88R¢;j" :| |:;;§gn ] |:6(?§2]” :| [5¢1] n+1 RZ; n

HEEL IR I
0, dc; Opj

Si se realiza una analogia se tiene una sistema de ecuaciones lineales de forma [A] {Z} = {b}, con este analogia

se deduce que la solucién se encuentra con un algoritmo de solucién para sistema de ecuaciones lineales. Notese
que en la ecuacion (4.5.13) la matriz esta en el tiempo n, mientras que los deltas se encuentran en tiempo n + 1
lo que sugiere que las tnicas incognitas se encuentran al tiempo n + 1 y se calcularan con la ecuacion (4.5.6).
Los jacobianos y residuales de las ecuaciones (4.5.10)-(4.5.12) se encontran en el apéndice D.

Para encontrar las variables de p"T?t, ¢" 1y ¢"t! simplemente se utilizarian las siguientes ecuaciones:
p"t = pm 4 spntt (4.5.14)
"t = ¢" + " (4.5.15)
y
"t =" 4 gt (4.5.16)

4.6. Acoplamiento de la deformacién mecanica

De forma paralela, debido a que las parametros ¢, ¢ y p de cada nodo y tiempo son calculados al tiempo (n+1), la
ecuacion diferencial parcial (3.7.6) se resuelve usando un esquema de diferencias finitas. La variable desconocida
serd la funcion desplazamiento (u) en los nodos. La ecuacion (3.7.6) con las condiciones de fronteras (4.2.12) y
(4.2.13) se discretizan de forma espacial para obtener el arreglo de matriz siguiente:

Ala) = {7} (46.1)

Es necesario mencionar que para llegar a la ecuacion (4.6.1) la discretizacion temporal sera de forma implicita,
donde se actualiza la variable desplazamiento con respecto a las tres variables principales. Esto es posible a
que el acoplamiento de la ecuacion (4.6.2) es un acoplamiento débil, o bien la variable u depende de las tres
variables principales ¢, ¢ y p , mientras que las respectivas tres variables principales no dependen de la variable
desplazamiento u. Asi que discretizando de forma espacial la ecuacion (3.7.6) se llega a:

Uit1 — 2U; + Uj—1 + Uit = Uizt (¢p);11 — (op);
Ar? 91, N g2, Uq QS—AH

(4.6.2)

Donde:

1 1 ¢i+1 — qbl
= _ 7 4.6.
I ri 1—¢; Arg (46.3)
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1 1 v 1 g1 — ¢
9= 2t T T, A
g5, = E(lJrv) (1—2v) (4.6.5)
(1—¢i)(1-v)
Discretizando temporalmente la variable de deformacién al nivel k41, mientras que para las variables principales
se seguird conservando n + 1 se llega a:

(4.6.4)

k+1 k+1 k41 k41 k41 nt1 n+1
wi — 2w Ty ntl Yir1 — U1 netl, kel n+1(¢p)i+1 — (¢p);

4.6.6
Arf + 91, 20 92, U 3; At ( )
Donde para los cada nodo se obtiene:
Nodo i =1
k k k +1 +1
AR TR AR A/ AT ot (P — (9p)y (4.6.7)
Ar? L 2Ar Tl 3 Ary e
Nodoi=2,....,Nr—1
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 +1 +1
wily —2u; T Lt Uipp — Uiq 7gn+1uk+1 _ n+l (QSP)?H - (¢P)::1 (4.6.8)
Ar? L 2Ar; T i Ar; o
Nodo ¢ = Nr
k+1 k+1 k+1 k+1 k41 +1 +1
Unypp1 — 2Un, + UN g 4 gn UNp41 ~ UNrpi2 nl kLl et (¢p)§(rr - (cbp)%r_l (4.6.9)
AT}Q\/T Inr—1 N 2Ny N7 3Nr Ara, T
Aplicando las condiciones de frontera a la ecuacion que se encuentran en apéndice E:
Nodoi=1
k+1 k+1 k+1 n+1 k+1
Uy — 2uy nt1 Uo 1 91, k+1 v n+1
_ IA . _
Ar? +o1, 2\, * Ar? o 24 Uzt 2an l—v +g31 [01p1 = p1]
+1 +1
n+1, k+1 __ n+1 (¢P);L - (gbp)?
ce— gy ul T =gy A
(4.6.10)
La ecuacion (4.6.10) se simplifica:
k k k
2u2+1 _ 2u1+1 —g""’lukH N 2 g v u1+1
Ar? hoM Arq = 1—v rp (£611)
+1 +1 +1 o
A (¢p)y — (¢p)y + [ gnttgntt - 293, [61p1 — pi
3 Ary 1 ¥h Ary
Del mismo modo para el nodo ¢ = Nr — 1
k+1 k+1 k+1
—2up, +2up, i 2 +gntt) [ - voUNpo1 | gl kel
A%, ATy, Inr 1—v ry, 2Nr—1 " Nr—1 (4612)

3Nr IIN, ATNT

n+1 n+1 +1
_ o+l (6P) Ny — (PP Np1 B 293,
: 3Nr—1 ATNT‘

) [¢epe - Se]
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Ya que se acoplaron las condiciones de fronteras se adaptan las ecuaciones (4.6.10), (4.6.8) y (4.6.12), se obtendra
el arreglo matricial siguiente:

k+1
Uy
U

{@} = : (4.6.13)

Uq

UNr

n+1

ntl_ n41 29n+1
gy, PR (gé‘flg?fl - ) (611 — 11

n (op)3—(¢p)a™"
93, Arg

U n DI —n)! (4.6.14)
g3i Ar;

()%= (dP) 295y,
ggNTA NArNr,lN - <g§LN7‘lg?er + Ar2r1> [d)epe - Se]

Notese que ahora se tiene:

A (@)t = {?}”“ (4.6.15)

El sistema de ecuaciones (4.6.15) se resuelve con métodos convencionales para resolver matrices y asi obtener
los valores del vector desplazamiento (). De esta forma se actualiza la deformacion al mismo paso del tiempo
que las variables principales ¢, ¢ y p.
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4.7. Algoritmo de solucién

Algoritmo 4.1 Algoritmo General de Soluciéon

:Empieza

:Introducir valores de entrada.

:Definir malla de simulacién.

:Definir incremento de tiempo, delta tiempo y tiempo total.

:Definir tolerancia.

:Mientras tiempo < tiempogimulacion realizar :

Mientras ANorma > tolerancia realizar :
Obtener matriz Jacobiana de residuales y vector de residuales (tal como la ecuacion (4.5.13)).
Resolver el sistema de ecuaciones.

10 : Calcular ANorma.

11: Si ANorma > tolerancia :

12 Encontrar las variables principales con la ecuaciones (4.5.14)-(4.5.16).

13 : Las soluciones son p"t1,¢"tly ¢+l

14 : Si No ANorma > tolerancia :

15 : Regresar al paso 1 y verificar posible error.

16 Sustituir las variables principales al tiempo n + 1 de la ecuacion (4.6.15) para obtener el vector desplaza-

miento.

17 :  La solucién es u™*1.

18 :Encontrar esfuerzos efectivos con el resultado de la uF+1.

19 :Imprimir graficas y resultados.

20 :Finaliza.

0O Ui Wi+

Ne)

4.8. Validacion del simulador

Para validar y comprobar el funcionamiento del simulador se realizaron miltiples corridas para replicar los
resultados del trabajo publicado por Stavropoloulou et al. (1998). De la misma forma se utilizan los datos que
se encuentran en la tabla I propuesta por Stavropoloulou et al. (1998) mediante la tabla [4.1] de este trabajo.
Es importante también mencionar que el cdédigo del simulador se realizé en el lenguaje de programacion llamado
Python en su versién 3.

Se reproducen las figuras (3) y (4) de [25] en la cual se muestra la alteracion de la porosidad respecto a la
distancia a distintos tiempos y la alteracion de la presion respecto a la distancia, igual a distintos tiempos. La
figura (4.4a) y (4.4b) son las que representan la figura (3) y (4) del articulo. Las figuras estan representadas
por las figuras (4.5a) y (4.5b). Se debe considerar que la diferencia es que el articulo fue realizado por medio
de elemento finito y el simulador de este trabajo fue realizado por medio de diferencias finitas. Tener un esquema
de diferencias finitas presenta un error cuando se aproximan las derivadas con Series de Taylor, mientras que en
elemento finito su error es minimizado debido a que su discretizaciéon se presenta esquema continuo de integrales
(en lugar de derivadas). Es importante mencionar que el simulador la presion inicial empezd con la presion
externa, en cambio en la figura (4.4b) se observa que la distribucién inicial es logaritmico.
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Cuadro 4.1: Datos de entrada para el simulador de Stavropoloulou et al. (1998) .

Parametros fisicos \ Valor ‘
Radio del pozo rwr = 0.1 [m]
Radio externo re =5 [m]

Porosidad Inicial ¢ = 0.25

Concentracioén inicial co =103
Concentracién critica Cer = 0.3
Permeabilidad Inicial k =373 [md]

Modulo de Young E =2 [GPd]

Relacién de Poisson v=0.3

Viscosidad cinematica del fluido

N, = 5x107° [m2s~1]

Densidad del fluido

ps = 840 [kgm™7]

Densidad de los sélidos

ps = 2650 [kgm ™3]

Presion del pozo 6 fondo fluyendo Pwf =D [MPa]
Presion externa Pe = 8 [M Pal
Esfuerzo exterior 0. = 20 [M Pa)
Coeficiente de Erosion A=5[m™1]
Cohesion inicial C, = 7.5 [MPal)
Angulo de friccion interna o =37 [9
Numero de nodos N, =100
Tiempo final ty = 10000 [s]
Delta del tiempo dt =10 [s]
Delta del radio dr=0.5

Epsilon de Newton-Raphson

72
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¢ [-]

r[m]
(a)

Figura 4.4: a) Perfil espacial de la porosidad a varios tiempos. b) Perfil espacial de presion a varios tiempos.
Ambas de referencia [25]

Porosidad vs distancia [m] Presion [Pa] vs distancia [m]
0.9 1
— 200
750000 bo
08 — 20200
E500000 S
| —— 4020.0
07 5250000 { — 50200
— _ £020.0
(L [}
5 06 £, gooooog { —— 5800
= =
7 2
5 051 2 5750000
5500000 |
0.4
5250000 -
03
5000000 |
0.0 D2 0.4 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
Distancia [m] Distancia [m]
(a) (b)

Figura 4.5: a) Perfil espacial de la porosidad a varios tiempos de simulacion b) Perfil espacial de presion a
distintos tiempos del simulador

Para la figura (5) y (6) del articulo, las cuales muestran el comportamiento de la porosidad y la concentracion
de transporte en el primer nodo conforme el tiempo estd cambiando. Estas figuras estan representadas por las
figuras (4.6a) y (4.6b). Los resultados del simulador de este trabajo estan comparadas con figura (4.7a) y
(4.7b). Notesé el rapido incremento de la porosidad y concentracion después de un cierto tiempo. En la figura
(4.7a) se observa como el valor se aproxima a 1, la cual es la porosidad méxima, 6 bien una superficie libre. En
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la figura (4.7b) es claro que la concentracion converge hacia el valor asintético de 0.3, el cual corresponde a la
concentracion critica.

e = 025
0.80 — 0.20 —
o 0.15 —
o 0.60 — :
. < 010
0.40 — 7
| 0.05 —
020 U L L L L 0.00 LA L S H B BN R N R

O 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
t [sec] t [sec]

(a) (b)

Figura 4.6: a) Variacion de la porosidad respecto al tiempo del nodo inicial. b)Variacion de la concentracion de
transporte respecto al tiempo en el primer nodo. Ambas de referencia [25]

Porosidad vs Tiempo [s] Concentracion vs Tiempo [s]
0.9 - 0.25 -
0.8 A
0.20 A
— 0.7 =
(L =
= S 015
2 .
B 061 £
B o
o
£ 05 | g 010
047 0.05 -
VER
0.00 -
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8OO0 10000
Tiempa [5] Tiempa [5]
(a) (b)

Figura 4.7: a) Variacion de la porosidad respecto al tiempo en el primer nodo, del simulador. b) Variacion de la
concentraciéon de transporte respecto al tiempo en el primer nodo, del simulador.

Para los parametros geomecanicos primero se determina la deformacién para calcular los esfuerzos efectivos. Las
figuras 8 y 9 del articulo se comparan por medio de las figuras (4.8a) y (4.8b). Las figuras se reproducen



CAPITULO 4. MODELO DEL SIMULADOR 75

por medio del simulador y se obtienen como resultado las figuras (4.9), (4.10a), y (4.10b). Noétese que la
erosion de la vecindad del pozo induce una alteracion mecénica del medio. La figura (4.9) muestra los perfiles
espaciales del desplazamiento radial a distintos tiempos. Las figuras (4.10a) y (4.10b) demuestran la variacion
del tiempo del desplazamiento radial y su derivada en la cara del pozo.

0,000 =
| 0,001 — — 0024
a0 ~‘ 20,002 )
N -I — 0.003
E
0004 — 1y —
-
] -0.004 -
-0.006 = 20,005
|
-0.008 — -0.006

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
r [m]
()

Figura 4.8: a) Distribucion de desplazamiento radial simulado a varios tiempos. b)Variacion del desplazamiento
radial y la deformacion radial con respecto al tiempo, evaluados en el radio del pozo. Ambas de referencia [25]

Desplazamiento [m] vs distancia [m]

—0.002 | === — igﬁm
— 20200
~0.003 — 30200
—— 40200
z —— 50200
;. —0.004 4 B020.0
2 6300
.z
E _o.005
A
[= %
il
& —0.006 -
-0.007 1
~0.008

02 Da Y 08 10
Distancia [m]

Figura 4.9: Distribucién de desplazamiento radial simulado a varios tiempos de produccién.
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Desplazamiento [m] vs Distancia [m] dujdr vs tiempo [s]
0.022 4
—0.0020 4 — u
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(a) (b)

Figura 4.10: a) Variacion con respecto al tiempo del desplazamiento radial en la pared del pozo obtenida por
medio del simulador. b) Variacion temporal de la derivada de la deformacion en la pared del pozo obtenida por
medio del simulador .

Para los esfuerzos efectivos se obtienen las figuras (10) y (11) del articulo, las cuales estén representadas por
las figuras (4.11a) y (4.11b). Las figuras estan comparadas por la figuras (4.12a) y (4.12b), respectiva-
mente. Como se observo anteriormente, existe un incremento en el valor absoluto del desplazamiento radial y su
pendiente. Estos incrementos causan un decremento en el gradiente del esfuerzo efectivo radial como se observa
en la figura (4.12a) y a su vez un decremento en el esfuerzo efectivo tangencial, tal como en la figura (4.12b).

=1LOE47 7
-LSE+7
-2.0E+7 —
-2.5E+7 —
-3.0C+7 ; L | 1 | L
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
r [m] r[m]
(a) (b)

Figura 4.11: a) Distribucion del esfuerzo efectivo radial para varios tiempos. b) Distribucion de esfuerzo efectivo
tangencial a varios tiempos. Ambas de referencia [25].
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Figura 4.12: a) Distribucion del esfuerzo efectivo radial a varios tiempos del simulador. b) Distribucion de esfuerzo
efectivo tangencial a varios tiempos obtenidas por medio del simulador.

Considerando la solucién del problema de esfuerzo elastico, se realiza un analisis de falla del pozo usando el
criterio de Mohr-Coulomb modificado. Los resultados del articulo se muestran en la figura (4.13) , mientras
que los del simulador se muestran en la figura (4.14a) y de forma méas detallada en la figura (4.14b). De la
figura (4.14b) se observa de manera continua como la envolvente de falla alcanza al campo de esfuerzos y por lo
tanto existe un colapso de roca en dicho punto. Notese que en la figura (4.14b) se observa que después de 3300
la envolvente de falla encuentra el campo de esfuerzos y entonces este nodo de la formacion empieza a colapsar.
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Stress field

=0 sec

t= 1000 sec
|
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t=3000 wec |

1=3300 sec

ex»r0r0O

— I T 7 I 1 T d T 7
-16 -15 -14 -13 _12 -11 -10 -9
q, [MPa]

Figura 4.13: Envolventes de fallas y esfuerzos criticos correspondientes a la frontera interna r =y, , a distintos
tiempos (¢ = 37°, C = 7.5 [Mpa]) de referencia [25].
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167 gm vs tm 1e7 tm [MPa] vs tiempo [s]
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Figura 4.14: a) Envolventes de fallas y esfuerzos criticos correspondientes a la frontera interna r = r,, , a distintos

tiempos (® = 379, C' = 7.5 [Mpa]) obtenidas por medio del simulador. b) Variacion de la envolvente de falla y el

campo de esfuerzos en la frontera interna r = r,, , a distintos tiempos (® = 37°, C = 7.5 [Mpa]) obtenidas por
medio del simulador.

En analogia con el fenomeno de difusion de calor, valores oscuros reflejan una porosidad cercana a 1, mientras
que la mas clara una porosidad cercana al valor inicial. En la figura (4.15a) se observa el espacio inicial con la
porosidad uniforme con el valor inicial. Se observa en la figura (4.15b) que denota la mitad del tiempo: como
el fenomeno es visible muy cercano al pozo. Mientras que en la figura (4.15c) se observa: como la porosidad
ha cambiado en la tercia de distancia del pozo. Sin olvidar que la porosidad y la cohesion estén directamente
relacionados, estas figuras son utilizadas para visualizar la cohesion cerca del pozo.

Mapa de Calor de Porosidad tiempo 0 10 Mapa de Calor de Porosidad tiempo 5010.0 o Mapa de Calor de Porosidad tiempo 10000.0 o
09 09 09
[11:] 08 (1]
-0.7 0.7 -07
= 0 e -06
-05 -05 -05
04 oa -04
-03 _03 -03
T Te Tw e Tw Te

(a) (b) (©)

Figura 4.15: a) Mapa de calor de porosidad a tiempo de 0 segundos. Los valores empiezan desde la porosidad
inicial 0.25 y terminar en el valor de 1. b) Mapa de calor de porosidad a tiempo de 5010 segundos. Los valores
empiezan desde la porosidad inicial 0.25 y terminar en el valor de 1. ¢) Mapa de calor de porosidad a tiempo de
10000 segundos. Los valores empiezan desde la porosidad inicial 0.25 y terminar en el valor de 1.
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4.9. Andalisis de casos

En esta seccion se realiz6 un analisis de caso con caracteristicas de un yacimiento real que se represetan con
datos de la tabla (4.2). El analisis se divide en dos partes:

1. Analisis fisico.- Se realiza una variacién de parametros tal como permeabilidad, caida de presion y relacion
de Poisson para observar el comportamiento fisico.

2. Analisis ntmerico.- Se realiza un breve anélisis de estabilidad numerica a traves de la condicion CFL
(Courant-Friederich-Lewy) donde se varian los pasos del tiempo (At).

Cuadro 4.2: Datos de entrada para el simulador caso sintético.

’ Parametros fisicos \ Valor ‘
Radio del pozo rwf = 0.1 [m]
Radio externo re =5 [m]
Porosidad Inicial ¢o = 0.33
Concentracién inicial co = 1073
Concentracién critica cer = 0.3
Permeabilidad Inicial k = 8.5 [mD]
Modulo de Young E =1.213 [GPd]
Relaciéon de Poisson v =0.26
Viscosidad cinemética del fluido | ny = 3.721077 [m?s~ 1]
Densidad del fluido pr = 834.2 [kgm ™3]
Densidad de sélidos ps = 2670 [kgm 3]
Presion del pozo 6 fondo fluyendo Pwyf = D700 [psi]
Presion externa pe = 6000 [M Pa
Esfuerzo exterior o = 220 [M Pal
Coeficiente de Erosion A= 5[m~1]
Cohesion inicial de la roca C, = 150 [M Pa)
Angulo de friccion interna o =38 9]
Numero de nodos N, =100
Tiempo final ty = 90000 [s]
Delta del tiempo dt =100 [s]
Delta del radio dr =0.5
Epsilon de Newton-Raphson enr = 121077

4.9.1. Analisis fisico

Observar el comportamiento fisico del simulador cuando se varia un parametro es imperativo para constatar
las ecuaciones utilizadas. Los parametros fisicos que se varfan son: permeabilidad (k), cohesion de la roca (C),
relacion de Poisson (v), angulo de friccion interna (@), y coeficiente de erosion (\). La intencién es observar
el efecto fisico que se genera cuando uno de los pardmetros cambia. De los valores de la Tabla 2 se obtienen
la figura (4.16), notese de la figura (4.16a) que el valor de porosidad esta arriba del valor de 0.9 y la roca
empezaré a fallar, tal como lo muestra la figura (4.16c). Esto no sucede en el caso de validacion del simulador
representada por las figuras (4.7a) y (4.14a) la roca empieza a fallar aproximadamente a los 3500 [s] con una
porosidad cercana a 0.5. De este analsis es psoible inferir que parametros afectan més la falla de la roca y cuanto
llegan a ser afectadas.
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Porosidad vs Tiempo [s] Concentracion vs Tiempo [s] 1e8 tm [MPal vs tiempao [s]
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Figura 4.16: a) Variacion de la porosidad respecto al tiempo del nodo inicial, del simulador. b) Variacion de
la concentracion de transporte respecto al tiempo del nodo inicial, del simulador. ¢) Variacion de la envolvente

de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = r,, , a distintos tiempos obtenidas por medio del
simulador.

4.9.1.1. Efecto fisico de la permeabilidad

La permeabilidad es el parametro mas importante cuando se analiza el flujo de fluidos, cuando este valor aumenta
el gasto es mayor, si el gasto es mayor las fuerzas de erosion se incrementa y la falla de la roca sera mas rapida.
La figura (4.17a) muestra que con una mayor permeabilidad la porosidad se acerca mas al valor de 1.0 a mitad
del tiempo de simulacién, esto sugiere que yacimientos con mayor permeabilidad fallan de forma méas rapida y
esto se ilustra en la figura (4.17c). Mientras que para el caso de concentracion, la figura (4.17b) muestra que
cuando el radio del pozo empieza a tener el valor de 1, la concentraciéon alcanza su méaximo y luego disminuye,
esto debido a que ya no existe roca dispuesto a proporcionar sélido mévible para este nodo.
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Figura 4.17: a) Variaciéon de la porosidad respecto al tiempo del nodo inicial a dos distintas permeabilidades. b)
Variacién de la concentracién de transporte respecto al tiempo del nodo inicial a dos distintas permeabilidades.
c¢) Variacién de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = r,, , a distintos tiempos
obtenidas por medio del simulador a dos distintas permeabilidades.
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4.9.1.2. Efecto fisico de la cohesion de la roca

Como se ha mencionado: la cohesion es el principal parametro geomecanico que destaca en este modelo de flujo
de fluidos acoplados a sélidos movibles, ya que la erosion de sélidos se incrementa cuando la cohesion de la roca
disminuye. Si se disminuye la cohesiéon tal como muestra la figura (4.18a), es notorio que la roca empieza a
fallar mas réapido y lo cerca que esta el campo de esfuerzos y la linea de falla. Notese de las figuras (4.18b) y
(4.20c) que la roca falla a mitad del tiempo del caso original.
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Figura 4.18: a) Variaciéon de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = r,, , a
distintos tiempos obtenidas por medio del simulador a dos distintos valores de cohesion. b) Envolventes de fallas
y esfuerzos criticos correspondientes a la frontera interna r = r,, , a distintos con dngulo de friccién de 27°. c)
Envolventes de fallas y esfuerzos criticos correspondientes a la frontera interna r = r,, , a distintos tiempos con
angulo de friccion de 38°.

4.9.1.3. Efecto fisico de la relacion de Poisson

La relacién de Poisson es una ecuacién que miden la dureza de una roca, y una propiedad critica que se relaciona
con el esfuerzo de cierre de fracturas. Con respecto a la falla de roca, su influencia no es tan significativa, tal
como muestra la figura (4.19), el cambio es que tan facil es de fallar, pero al disminuir la relacién de poisson

la generacion del campo de esfuerzos se afecta, por lo que simplemente se genera un desplazamiento entre dos
curvas a valores mayores.
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Figura 4.19: Variacion de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = r,, , a distintos
tiempos obtenidas por medio del simulador a dos distintas relaciones de Poisson.

4.9.1.4. Angulo de friccién interna

El dngulo de friccién interna usualmente se obtiene de pruebas triaxiales, aunque el término deriva de la ecuacion
(2.6.79). Savage et al. (1996) argumentaron que el efecto es debido a fuerzas friccionales de deslizamiento a lo
largo de las porciones de microescala de la superficie de la falla que no estan en intactas. Un dngulo menor genera
pendientes menores y por lo tanto las lineas fallas estdn mas cerca de tocar los campos de esfuerzos. Las figuras
(4.20a), (4.20b) y (4.20c) ilustran esta nociéon y confirman que cuando hay menor angulo del coeficiente de
friccion, la falla ocurre de manera temprana y la envolvente de falla es mas cercana al campo de esfuerzos.
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Figura 4.20: a) Variacion de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = r,, , a
distintos tiempos obtenidas por medio del simulador a dos distintos dngulos de fricciéon interna. b) Envolventes
de fallas y esfuerzos criticos correspondientes a la frontera interna r = r,, , a distintos con angulo de friccion

de 27°. ¢) Envolventes de fallas y esfuerzos criticos correspondientes a la frontera interna r = r,, , a distintos
tiempos con angulo de friccion de 38°.

4.9.1.5. Efecto fisico del coeficiente de erosion

Sin duda alguna el efecto del coeficiente de erosiéon es de los que més impactan en este estudio; Gravanis et
al. (2015) establecen un método para calcular este parametro mediante pruebas experimentales con ntcleos. El
rango de valores del coeficiente de erosion es de 10 a .07 [m 1], aqui se toma un caso extremo con un valor de 10.
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De la figura (4.21a) se observa que a la mitad del tiempo final el valor es cercano a 1 y que la concentracion
esta en su maximo, tal como lo muestra la figura (4.21b). De las figuras (4.21c), (4.22a) y (4.22b) se observa
que la falla de la roca empieza a mitad del tiempo final, por lo que determinar correctamente este parametro

(ya sea experimental o se derive otro método) es imperativo.
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Figura 4.21: a) Variacion de la porosidad respecto al tiempo del nodo inicial variando el coeficiente de erosion. b)
Variacion de la concentracion de transporte respecto al tiempo del nodo inicial variando el coeficiente de erosion.
c¢) Variacion de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = r,, , a distintos tiempos
obtenidas por medio del simulador variando el coeficiente de erosién.
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Figura 4.22: a) Envolventes de fallas y esfuerzos criticos correspondientes a la frontera interna r = r, , a
distintos tiempos con coeficiente de dafio igual a 5 b) Envolventes de fallas y esfuerzos criticos correspondientes
a la frontera interna r = r,, , a distintos tiempos con coeficiente de dafio igual a 10
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4.9.2. Analisis numerico

La estabilidad niimerica de un simulador es importante, ya que establece un rango de valores nimericos en el
cual el simulador computa valores que son correctos. Los esquemas de estabilidad se dividen en tres:

1. Inestables.- Esquema cuya solucién namerica crece de forma indefinida y posteriormente genera ruido sin
importar el valor de At.

2. Condicionalmente estables.- Esquema cuya solucién ntimerica son estables para un rango definido de valores
de At.

3. Incondicionalmente estables.- Esquema cuya solucién ntmerica son estables sin importar el tamafnio de At

Este trabajo se centrarda en el segundo caso, que sucede cuando la combinacién de ecuaciones diferenciales
parciales proveen una solucién niimerica compleja. Para encontrar el rango de valores mencionados se requiere
un criterio de estabilidad, en este caso se utiliza el criterio de Courant-Friedrichs-Lewy, 6 bien el criterio de CFL
propuesto por Courant et al. (1928).

El criterio de CFL establece una condiciéon de estabilidad para soluciones ntimericas condicionalmente estables.
La esencia de este método se basa en que el completo dominio de dependencia ntimerica debe contener el completo
dominio de dependencia fisica, dicho de otra forma esta condicion expresa que la distancia de cualquier viaje
de informacién durante un paso tiempo (At) dentro de la malla debe ser menor a la longitud de cada nodo
(Ar), de esta forma la informacién de un nodo debe propagarse a sus nodos cercanos a un tiempo adecuado.
Matemaéticamente se expresa como:

At
CFL = — 4.9.1
Vel x (4.9.1)
De la ecuacion (4.9.1) se define At como paso del tiempo con unidades [s], Ar como longitud del nodo con
unidades [m], vey; como la velocidad con unidades [Z] y por tltimo CFL como el nimero de Courant con
unidades adimensionales. En este caso v.f; seré igual a la velocidad de darcy (vp). Para que se cumpla el criterio

CFL se establecié que para problemas de convecciéon de esquema explicitos lineales siempre:

CFL<1 (4.9.2)

Notese que la condicion (4.9.2) fue desarrollada para un esquema explicito y en este trabajo se utiliza un esquema
implicito, cuando se solucionan ecuaciones no lineales (como el de este trabajo) incluso el esquema implicito es
incondicionalmente inestable si se presentan valores de CFL grandes. En consecuencia, es necesario realizar un
analisis de estabilidad y establecer un rango de valores de At.

Se varian distintos pasos de tiempo (At) utilizando los valores de la tabla (4.2) y se encuentra el rango de valores
donde el simulador es estable. El rango de pasos de tiempos que se utilizé es de .1 a 10,000 segundos, se obtuvo
el valor de porosidad a mitad del tiempo y el resultado se muestra en el figura (4.23). Noétese en la figura como
el valor de porosidad varia entre .75 y 1, conforme se incrementa el nimero CFL se incrementa el error y al final
todo diverge hacia 1, que es el valor maximo que genera el simulador. También se nota que a valores del naumero
de CFL menores a 1 el simulador genera valores con un error pequeno.
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Figura 4.23: Grafico semilog del valor del Porosidad a mitad del tiempo vs Numero CFL.

Para ilustrar cuando el simulador es inestable, se realizan dos ejemplos: cuando At = 100 y At = 1000, los
nimeros de CFL generados respectivamentes son: CFL = 0.14593 y CFL = 1.46179. El perfil de porosidad en
relacion al tiempo y su mapa de calor final se ilustran en la figuras (4.24) y (4.25), se observa que la figura
(4.25) presenta un comportamiento inestable en la parte a) con una inestabilidad ntimerica en los altimos tiempos
y en la parte b) con una divergencia total al valor 1. Como ultima evidencia de la inestabilidad de este caso, se
decide terminar el tiempo de simulacién a la mitad del tiempo final y luego al cuarto del tiempo final, ya que en
la figura (4.25) parte a) se puede argumentar que la inestabilidad se encuentra en el ultimo rango del tiempo. De
las figuras (4.26) se observa claramente que la inestabilidad persiste sin importar el tiempo final, incluso en
la figura b) se observa una inestabilidad mas grande, esto debido a que el algoritmo de Newton-Rapshon busca
justificar los errores que generen menos error, y considerando el anélisis de CFL, el error se genera por la rapidez
que se pasa la informacién en los nodos vecinos sin que la informacion fisica se genere de forma correcta. Por lo
que se confirma el criterio de CFL de la ecuacién (4.9.2) cuando se varian los pasos del tiempo.
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Figura 4.24: a)Variacion de la porosidad y el tiempo a un paso del tiempo de 100 segundos . b) Perfil de calor
de la porosidad al tiempo final con un paso del tiempo de 100 segundos.
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Porosidad vs Tiempo [s] con dt=1000 [s]
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Figura 4.25: a)Variacion de la porosidad y el tiempo a un paso del tiempo de 1000 segundos . b) Perfil de calor
de la porosidad al tiempo final con un paso del tiempo de 1000 segundos.
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Figura 4.26: a)Variacion de la porosidad y el tiempo a un paso del tiempo de 1000 segundos . b) Perfil de calor
de la porosidad al tiempo final con un paso del tiempo de 1000 segundos.



Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

= La produccion de sélidos de una formacion dependen de aspectos fisicos y mecanicos de la roca. La inter-
accion entre estos dos aspectos generan una certidumbre del tiempo de la falla de la roca.

= Se derivdé un modelo numerico a partir del anélisis de fundamentos de flujo de fluidos, erosiéon de la roca
causado por la friccién y aspectos geomecanicos en una dimension de manera implicita.

= La cohesion acoplado con la porosidad y sus cambios respectivos generan las condiciones a la cual la roca
falla y genera el colapso de la formaciéon cercana al pozo.

= A tiempos tempranos la permeabilidad tiende a aumentar conforme la porosidad aumenta y se producen
més sélidos, y esto genera una compensacion a la caida de presiéon del pozo.

= El modelo ntimerico encuentra mayor aplicacién en pozos ya en etapa maruda que presentan problemas de
arenamiento y no se hay intéres econémico en control de arena, al igual en pozos de yacimientos maduros
que no tengan datos geomecénicos y pruebas de fluido tan especificos.

= La validaciéon del simulador presentan similitudes del comportamiento de los parametros, rangos de valores
y errores de segundos.

= El simulador solo aplica para radios de investigaciones donde se ha afectado el sistema de esfuerzos in-situ
a un sistema de esfuerzos locales, por lo que a mayor distancia el aspecto geomecanico empieza a presentar
errores.

= Se recomienda extender esta herramienta nimerica a un flujo multifasico. Es reconocido que los efectos de
agua y gas generan problemas adicionales para la produccion de sélidos.

= Se recomienda extender esta herramienta a un sistema de tres dimensiones donde se consideren los esfuerzos
axiales y los desplazamientos tangenciales y axiales.

= Es importante utilizar un criterio que defina el radio plastico que contengan los pardmetros mecénicos y
fisicos fundamentales de este modelo.

= Es imperativo hacer un enfésis en el parametro del coeficiente de erosiéon, se deben de establecer metodo-
logias para el célculo correcto del mismo. Al calcular este coeficiente, la caracterizacion del fenomeno de
flujo de fluidos con soélidos se vuelve maés significativa y realista.

= La obtencién correcta de los datos geomecanicos es imperativo para tener predicciones mas satisfactorias.
Por lo que se recomienda ampliamente obtener niicleos durante la etapa de perforacion para obtener los
parametros estaticos de la roca y realizar registros geofisicos para obtener los pardmetros dindmicos de la
roca, y calibrar las diferencias de frecuencias entre ellas.
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Variables

Aceleracion | £

Area [ftz} -

Area perpendicular del plano YZ[ ft?]

Area normal [ftQ]

Fuerza de cuerpo [lby]

Concentracion de solidos méviles [adim.]

Concentracion balanceada [adim.|

Concentracion critica [adim.]

Cohesién con dafio [psi]

Cohesion inicial con dafio [psi]

Cohesion [psi]

Numero Courant-Friedrichs-Lewy [adim.]

Area seccional [ f tQ]

Direccion de eje arbitrarfa en i [adim.

Modulo de Young con Dafio [psi]

Modulo de Young [psi]

Fuerza [lbf]
Flujo masico [2]

Qsﬁj’ﬁbjtq

Modulo cortante [psi]

Altura del pozo [ft]

Enlisy
€

Permeabilidad [mD]

Permeabilidad inicial [mD]

Constante de Proporcionalidad Fr

Longitud del sistema [ft]

TR E

Masa [10]

§.

a5
_—

Flujo maésico critico [

=

Masa del solido [1b]

=

Masa del fluido [ID]

Masa del solido movible [1b]

Norma del vector [adim.]

Presion [psi]

Parametro Geomecanico con Daio

Parametro Geomecanico

Presion de poro [psi]

SISISISIEEIE

Momento de Inercia [Ibft*]
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q Gasto de Darcy %

am Término Sumidero/Fuente [%]

s Gasto de produccion de arena [ ft?’]

q Relacion de volumen en cierto tiempo [%]
Tw Radio del pozo [ft]

R Radio de la zona plastica [ft]

S Tensor de Esfuerzos [psi]

Sij Esfuerzo en direccion ij [psi]

S Produccion de arena acumulada | ft°]
t Tiempo [horas]

to Tiempo inicial [horas]

t Vector traccion [psi]

u; Deslpazamiento en la direccion i [ft]
u Vector proyeccion [adim.]

Vg Velocidad intersticial %

v Velocidad de la materia %

VUCFL Velocidad de Courant-Friedrichs-Lewy [Z]
Up Velocidad de Darcy %

vlf ! Velocidad de fluidos %

vlf s Velocidad de s6lidos movibles %

vl Velocidad de sélidos %

v Velocidad de la mezcla %

vp Relacion de Poisson [adim.]

Vv Volumen total [ ft°

Vs Volumen de sélido ft3]

Vis Volumen de s6lidos mévibles [ ft?’}
Vir Volumen de fluidos [ ftS]

Va Volumen del espacio poroso [ft']

Vo Volumen del sistema de control 2 [ f¢3]
w Desplazamiento en direccion y [ft]

T Punto en el espacio

(=]

Angulo entre dos rectas

I6] Angulo entre dos rectas [©

€ Deformacion en direccion ¢ [adim.]
Evol Deformacion Volumétrica [adim.
€5 Deformacion eléstica cortante [ft]
p Deformacion plastica cortante [f]
Mk Viscosidad cinématica [Poise]

0 Angulo entre dos rectas [?]

[ Angulo de friccion interna [°]

oy Constante de Lamé [adim)]

A Coeficiente de Erosion %

89



Bibliografia

I Viscosidad dinamica [St]
I Cocficiente de friccion [adim.]
™ Constante Pi [adim.]

Densidad %
Ds Densidad del sélido %
Prf Densidad del fluido %
Pfs Densidad del solido mévible %
p Densidad de la mezcla %
o1 Esfuerzo méaximo vertical [psi]
oh Esfuerzo minimo horizontal [psi]
o, Esfuerzo efectivo con Datio [psi]
ol Esfuerzo efectivo [psi]
on Esfuerzo hidrostatico [psi]
o4 Esfuerzo deviatorio [psi]
On Esfuerzo Normal [psi]
Om Esfuerzo promedio [psi]
oy Esfuerzo radial [psi]
ol Esfuerzo efectivo radial [psi]
o Esfuerzo efectivo tangencial [psi]
oo Esfuerzo tangencial [psi]
Tij Esfuerzo en direccion ij [psi]
oij Tensor de esfuerzos [psi]
) Porosidad [adim.]
op Porosidad zona plastica [adim.]
O Porosidad zona eléstica [adim.
P Coeficiente de friccion interna [adim.
Tyy Deformacion en direccion xy [adim.
Tij Esfuerzos cortantes en la cara ij [psi]
T Esfuerzo cortante promedio [psi]
T Esfuerzos cortantes normal [psi]
0} Volumen de control [ f t3]
o Superficie de control | ft°]
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Apéndice A

Derivacion de la ecuacion de momento
lineal

Se tiene un cuerpo como el de la figura (A.1), sujeto a una fuerza externa o de contacto y una fuerza de cuerpo
b, que representa la gravedad. El momento es una medicién de la masa en movimiento: cudnta masa esta en
cuanto movimiento y se define como:

dp = vdm (A.0.1)

La ecuaciéon (A.0.1) representa el momento, en el que la roca que cambia conforme a la masa cambia. Tal como
muestra la figura (A.A.1) en el color azul. Si se reescribe la ecuacion (A.0.1) se obtiene:

dp = vpdV (A.0.2)

Integrando la ecuacion (A.0.2) se obtiene:

D= /@pdV (A.0.3)
dv

Se deriva el vector de momento respecto al tiempo y se obtiene un vector de fuerza; entonces derivando la
ecuacion (A.A.0.3) respecto al tiempo se tendra:
dp d
— = — [ vpdV A.04
at —dat | "’ (8.0-4)
v
Para este paso, se rehiiso la idea de que los cambios son de movimiento muy pequenos debido a que las de-
formaciones son pequetias relativa al volumen del objeto que se modela. Por lo que la ecuacion (A.0.4) queda
como:

dp d

— = [ —(vp)dV A.0.5

7= [ G (40,5
av

Debido a que ahora la ecuacion (A.A.0.5) representa una ecuacion con dimensiones de fuerzas, se utiliza la

Segunda ley de Newton o la ecuacion (2.6.67) para tomar en cuenta el conjunto de fuerzas que acttia en el

sistema e igualando a la ecuacion (A.0.5) se obtiene:

d

/ 5 (Ep)dV = / tds + / pbdV (A.0.6)

dv ds dVv
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El vector traccion, t, representa un vector de esfuerzos que actian en el cuerpo de manera normal o sea:

t=o"-n (A.0.7)
Sustituyendo la ecuacion (A.0.7) a la ecuacion (A.0.6):
/ %(T)p)dV = / ol - ndS + / pbdV (A.0.8)
av ds av

La ecuaciéon (A.A.0.8) tiene dos términos que relacionan el movimiento y la fuerza con el volumen de control,
mientras que el otro término determina el flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada. Para
tener los términos en el volumen de control y lograr integrar la ecuacion (A.A.0.8), se tiene que usar el Teorema
de la Divergencia o Teorema de Gauss, por lo que se utiliza la ecuacion (3.2.28), obteniéndose:

/ %(T)p)dvz / V. oTdv + / phdV (A.0.9)
av

A% A%

Integrado la ecuacion anterior :

i(f}p) =V-ol +pb (A.0.10)
dt

La ecuacién representa la ecuacion de momento lineal de forma vectorial, el cual se expande de acuerdo al
nimero de dimensiones en que se realiza el sistema. Considerando que la aceleracién del cuerpo es cero 6 bien
se encuentra en inercia (tal como se supone en geomecénica) y el sistema se encuentra en tres dimensiones, se
llega a las ecuaciones (2.6.12)-(2.6.14).

Figura A.1: Cuerpo sujeto a fuerzas de contacto (Negro) y fuerzas de cuerpo (Azul).



Apéndice B
Formulaciéon de la discretizaciéon en espacio

Para las operaciones binarias que manejan las computadoras solo existen las sumas y restas, las otras operaciones
como multiplicacién, potencias, division, etc. salen de iteraciones de estas dos operaciones. El caso es similar
para obtener la derivada, se requiere tener una método de aproximar la derivada que sea posible computar y
que la solucion aproximada sea lo mas parecido a la solucién de la funcién. La definiciéon de la derivada es:

U CESILY (G

Si se aproxima la funcién considerando que h seré suficientemente pequetio para aproximar la ecuacion (B.B.0.1):

daf  fl@+h)—f(z)
dr ~ h
La ecuacion (B.B.0.2) se encuentra en un formato que es computable, pero no se sabe el error que genera esta
aproximacion. En general el error representa la diferencia entre lo real y lo medido, por lo que si se aproxima a
la derivada en un punto, y denotando la aproximacién como:

(B.0.1)

(B.0.2)

of
a5) = = (23 B.O.
Flay) = 5 (@) (B.0.3)
Entonces el error de aproximacion es:
e (@) = f'(z:) - % (i) (B.0.4)

La meta es cuantificar el error que se genera si se utiliza la ecuacion (B.B.0.2), entonces se aproximar la derivada
de la funcién f en una serie de ecuaciones continuas. La Serie de Taylor se utiliza para aproximar funciones, el
cual se basa en aproximar las funciones en polinomios. La Serie de Taylor se expresa como:

12 £
f@) = fit file =2+ 75 (@ =z + ot T (o= )"

En la ecuacion (B.B.0.5) se denota f;como la funcién evaluada en el punto z; y de forma similar con las derivadas.
Si se utiliza la ecuacion (B.B.0.5) para calcular f;y; y se considera que h = ;41 — x; se tiene:

(B.0.5)

= 2 f-(2) 2
fir1=fi+ fl(x —x) + —12 (x—mz) "+ ...+ :ﬂ (x — x;) (B.0.6)
Despejando la derivada de la ecuacion (B.0.6), se tiene:
2 (n)
fivi—fi  fi fi
== st p 2y B.0.
I . (B.0.7

93



APENDICE B. FORMULACION DE LA DISCRETIZACION EN ESPACIO 94

Si se utiliza la definicion de error (B.0.4), para la ecuacion (B.B.0.7) y (B.B.0.2) se tiene:

2
€— £h — ﬁ

2 n
Notese de la ecuacion (B.0.8) que debido a no tener control sobre los coeficientes, entonces el error depende de h
y el valor mas alto sera h, ya que si es un término menor a 1, las potencias solo lo haran de valor més pequeno.

Dicho esto, el término dominante seré el término h y se tendra que el error es del orden de h:

pt (B.0.8)

e=0(h) (B.0.9)

Y esta nueva ecuacion (B.0.9) sera el error de truncamiento obtenido y la ecuacion (B.0.7) se convierte en:
fl= ! Z“h fi | O (h) (B.0.10)
fi~ Llh Ji (B.0.11)

La ecuacion (B.0.11) se conoce como aproximacion por diferencia finita progresiva. De esta misma forma es
posible obtener la ecuacion de diferencias centradas que se establece en la ecuacion (4.3.1). Asi que se busco la
aproximacion para f;_1 se tiene:

f(2) f(”)
ficx = fi+ fih+=5=h?+ .+ =—h" (B.0.12)
Si se combina la ecuacion (B.0.7) y (B.0.12) se tiene:
£
fix1 — fio1 =2hfl + 217h3 + ... (B.0.13)
Despejando f! de la ecuacion (B.0.12) se tendra:
fl ~ f“%hf‘l +0 (h?) (B.0.14)

La ecuacion (B.0.14) representa la ecuacion (4.3.1), para este esquema, conocido como diferencia centradas, se
tiene un error de aproximacién de h? por lo que este esquema tiene menos error que diferencias progresivas. Los
esquemas (B.0.14) y (B.0.11) sirven para discretizar la variable principal respecto al espacio, por lo que las deri-
vadas parciales de una variable principal respecto al espacio seran resueltos mediante estos esquemas. El método
de diferencias finitas realiza que las derivadas se vuelvan un medio discreto de sumas, restas, multiplicaciones y
divisiones; lo que realiza que las ecuaciones sean computables y se resuelvan numéricamente.



Apéndice C
Formulacion de discretizacion temporal

Al igual que las derivadas parciales respecto al espacio, se discretizan, las derivadas parciales respecto al tiempo
también deben de discretizarse. La operacién matemaéatica es similar pero las variables que se toman en cuenta
son diferentes. Notese que el Apéndice B las variables que se toman en cuenta para resolver el problema son
variables que son del mismo tipo pero en diferente nodo, en este sera por espacios discretos de tiempo. Suponga
que se tiene la siguiente ecuacién diferencial:

% = [ (t,y);y (to) = yos t € [to, t] (C.0.1)

Se debe encontrar la funcion y (t) tal que y (t9) = to, que cumpla la condicion de la ecuacion diferencial ordinaria
para el tiempo en el intervalo ¢ € [to,ts]. Si se discretiza la variable continua ¢ en intervalos donde se tomen en
cuenta todos los tiempos, donde ty; = t:

y=Iy(to),y(tr), -y (tni-1),y (tne)] (C.0.2)

Entonces tomando en cuenta el vector (C.0.2), considerando la notacion siguiente donde y; = y(t¢;) donde
j=1,2,...,Nt

C.1. Euler Explicito

El método de Euler explicito es el método mas sencillo:

tit1 tjt1
/tj d‘gdt:/tj £ty () dt (C.1.1)
ti+1
== [ ey (C12)

El método de Euler consiste en integrar el lado derecho de la ecuacion (C.1.2) en una forma discreta:

tjt1
| ry e £ ) oy (€.13)
tj
Donde At; = tj11 — tj. Si se requiere determinar el error asociado al utilizar la ecuaciéon (C.1.3) entonces se
expande la funcion y (¢) con series de Taylor tal como:

dy

y() =y () + (=t - (1) +

(t—t;)* d?y

S () + (C.1.4)
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Despejando y (t) de la ecuacion (C.1.4) y sustituyendo la ecuacion (C.1.3) se obtiene:

y(t) =y (ty) + (E—t;) f (t5,95) (C.1.5)

Buscando la solucién para el tiempo t;,1 se tiene:

y (1) =y () + f (t,y5) Ot (C.1.6)

Donde At]’ = tj+1 — tj

Notese que en el lado derecho de la ecuacion (C.1.6) no se incluye ningtin término al siguiente paso del tiempo,
practicamente todos se encuentran en el mismo paso del tiempo, términos que se conocen cuando se proponen
el primer paso del tiempo. Aunque el método es muy sencillo de resolver, este tienden a ser condicionalmente
estable, lo que quiere decir que en ciertos valores de At el método es estable.

C.2. Euler Implicito

El método de Euler implicito es similar al Euler explicito pero el cambio que se introduce es muy radical y tiene
mucha influencia en la estabilidad numérica de la solucion. Ahora la ecuacion (C.1.3) se convertira en:

ti+1
/ Fy () dt =~ f(tjr,yi41) Dty (C.2.1)
t

i
Notese que ahora las variables de las funciones se encuentran en el tiempo j + 1. Esto sugiere que la expansion
de Serie de Taylor cambia a:

y(t) =y (tjpr) + (t —tj11) i%/ (tjp1) + Wf;g (tjp1) + ... (C.2.2)
Truncando la serie (C.2.2) y evaluandola a t = t; se tiene:
90 = (1) + (1~ tis1) o (100) (©23)
O bien de manera similar de la ecuacion (C.1.6) se tiene:
y(tie1) =y (t5) + f (G, yj41) Ot (C.2.4)

Notese el lado derecho de la ecuacion (C.2.4), en el cual estan las variables t; 41 y y;+1, las cuales son variables
que se encuentran en el siguiente paso del tiempo, esto es un problema (més cuando la ecuacion es no lineal) por
la manipulacion algebraica y el hecho de que tienes variables en el siguiente paso del tiempo, el cual es incognita.
La gran ventaja de este método es su estabilidad, a diferencia del método de Euler explicito, este método resulta
ser incondicionalmente estable o bien no alterard su comportamiento cambiando diferentes valores de At;, solo
se tiene que asegura que sean lo suficientemente pequenos para que se obtenga convergencia. El hecho de tener
tres ecuaciones no lineales y con tres variables principales, muestra que este método sea el adecuado para este
problema y asi evitar problemas de estabilidad cuando se escojan los valores de paso del tiempo.



Apéndice D

Matriz Jacobiana

Si se observa la ecuacién (4.5.13) se nota que se tiene una ecuaciéon de la forma [A] {g} = {&}; es necesario

determinar el valor de los elementos de la Matriz A y el vector & para obtener el resultado del vector 5, donde i

son filas y j son columnas.

1m

. OR:
Derivada —

99, °
Nodoi=1,7=1
n i s n n 2
ORy" _ 4 —cp [ ko P =i [ (o7 = 3) ot
061 At e (L= Dps + o] L (¢! —1)°
eyttt —entd 1
' A’l’i VAN
Nodoi=1,j =2
ORY"
L _o
O
Nodoi=2,..,Nr—1,j=i—1
OR}" _ o
Opi—1
Nodoi=2,...Nr—1,j=1
Oyt ko ey A W At L
0. A\ w0 a e raa]  An 1)’
aioat 1
Nodoi=2,...Nr—1,j=0i+1
OR!"
[ — 0
0dit1

Nodo¢= Nr, 5 =Nr—1
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aRl”
Derivada :
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Nodoi=2,...Nr—1,j=i+1

ORY" 1 1|1 ( 3— oyt >¢?rf —o ps = Ps ey
¢ ) ( " ps

dpiv1  Or? 2081 |1 A= gp ! 245 L= ) pr+c

Nodo¢= Nr, 5 =Nr—1

ORY, _ 1 1 |1 3—ontt | de — Rt
Oponr—1 D13, 207N, |7 1 -t ) 20ry,

+
Nr

1
+ Pf — Ps Ce — C}i,t_l
o +ie) B,

Nodo i = Nr, j = Nr

ORY, = -2

N

QAT’i
(D.0.60)

(D.0.61)

(D.0.62)



Apéndice E
Condiciones de frontera geomecanica

Utilizando las ecuaciones de frontera (4.2.14) y (4.2.15)

ou v ou(ry)

ol T 10 93 (Tw, t) (¢ (Tws t) Pwf — Puf] (E.0.1)
Ou _ voou(re)
ol T 1wy, TeedBletp ol (E.0.2)

Si se discretizan espacialmente (centradas) y temporalmente (E.0.1):

ué“ — u§+1 v qu+1

_ . _ E.0.3
2/ T 1 e lop ] (E03)
Despejando ug ™ de la ecuacion (E.0.3):
k41 k+1 vouptt
’U,0+ = u2’+ + 2A7’1 m " + g31 [¢1p1 - pl] (EO4)

Ahora si se discretiza espacialmente y temporalmente (E.0.2) se tiene:

k+1 k+1
uNr+1 —Unp_q vou (TNT‘)
=— rt rt) DNr — ONp E.0.5
L ) g ()10 (v O pave = o) (E05)
Despejando upn, de la ecuacion (E.0.5)
" v ou(rye
uftiy = Uit + 200y, (— > 7£NN ) + 93 (rne, 1) [ (rve, 1) pe — Ue]) (E.0.6)
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Apéndice F

Discretizacion Criterio de Esfuerzos
Efectivos de Pozo

Una vez que se obtiene el vector de desplazamiento (u) que la roca esta experimentando, es posible determinar
el comportamiento geomecanico conforme el yacimiento esta produciendo fluido y sélidos de la formacion. La
discretizacion del comportamiento geomecéanico es sencillo, ya que, solo se requiere discretizar en funcion del
espacio. Debido a que se considera un analisis de deformacion simétrica en un plano de deformacion axial, se

calculan las ecuaciones (3.7.1) y (3.7.2), que se discretizan:
Para los nodos ¢ = 2,..., Nr — 1

Ui41 — Uj—1
Eri =

QA’I’,;
Uy
€0i =
K2
Para las fronteras:
Nodo 7 = 1:
v w _
&l =7 v 1 3r,, [¢1p1 — p1]
U1
€91 = —
1
Nodo i = Nr:
v u(rye)
ErNp = —7——— + g3 (rert) [(b (Tert)er — ONr
1—v ry-
UNr
EONr =
TNr

(F.0.1)

(F.0.2)

(F.0.3)

(F.0.4)

(F.0.5)

Con los vectores de las ecuaciones (F.0.1)-(F.0.5) se determinan las ecuaciones (F.0.6) y (F.0.7), que a su vez se

discretizan y se obtiene:
Para los Nodos ¢ =1, ..., Nr

_ E(1-¢)
Opi = m (1 —v) e + vegi]
g9, = M [(1 - U) €o, + UETi]

o (14v)(1-2v)
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(F.0.7)
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Con las ecuaciones (F.0.6) y (F.0.7) es posible obtener los pardmetros de 7,,, y 0,,, para generar las figuras (4.14a)
v (4.14b).
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