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Resumen

Una cantidad significativa de reservas de aceite y gas se encuentran en formaciones donde la matriz está lige-
ramente compactada y por consecuencia, se genera una producción de sólidos de la formación que hace que la
matriz de roca se empiece a erosionar; por lo tanto, se generan problemas geomecánicos y la formación se colapsa.
Por esta razón es importante disponer de un método de predicción para describir el flujo de fluidos y sólidos
de una formación deleznable hacia un pozo productor, y también del colapso de la roca cercana al pozo. Cómo
primer paso se desarrolla un modelo de simulación numérica capaz de generar una predicción confiable. Dentro
de este proceso, se muestran distintos métodos reportados en la literatura y se realiza una revisión general de
los temas necesarios que se deben conocer para entender el modelo de simulación numérica que se ha reportado
en la literatura. Más adelante se muestra el comportamiento y la sensibilidad de las variables principales de este
modelo, con el fin de tener un entendimiento físico del flujo de la mezcla y del colapso de la formación.
Se describe detalladamente el desarrollo del simulador numérico implícito. Después de haberse validado, el
simulador se aplica a una formación propuesta para evaluar las complicaciones que se tendrían en distintos casos
de producción, y así establecer una estrategia óptima de producción de los pozos que producen sólidos de una
matriz ligeramente compactada, que permita prevenir el colapso de la formación.
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Abstract

A significant amount of oil and gas reserves are found in formation where the matrix is slightly compacted
and consequently, a production of solids from the formation is generated that eventually causes the rock matrix
to begin to erode; therefore, geomechanical problems are created and the formation collapses. For this reason,
it is important to have a prediction method that describes the fluid and solid flow from the weak formation
to a producing well, and the collapse of the rock near the wellbore. As a first step, a numerical simulation
model competent of generating a reliable prediction is developed. Within this process, different methods used
in the literature are shown and a general review of the necessary topics that must be known to understand the
numerical simulation model that has been reported in the literature is made. The behavior and sensitivity of
the main variables of this model are shown, in order to have a physical understanding of the mixture flow and
the collapse of the formation.
The development of the implicit numerical simulator is described in detail. After being validated, the simulator
is applied to a proposed formation to evaluate the complications that would occur in different production cases,
and thus establish an optimal production strategy for wells that produce solids from a slightly compacted matrix,
which allows preventing the formation collapse.
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Capítulo 1

Introducción

La producción de particulas de sólidos durante la etapa de producción de un pozo de aceite y/o gas, posee
desventajas técnicas y económicas que se encuentran desde el pozo hasta las instalaciones superficiales del campo.
Formaciones que presentan una resistencia uniaxial a la compresión (UCS) menor de 1000 psi (formaciones
geológicamente jóvenes), tienden a presentar problemas de producción de sólidos. Inicialmente este problema se
conocía como arenamiento, pero este problema también aplica a otros tipo de rocas y por esto se reformula el
nombre a producción de sólidos. Las soluciones del problema más común de producción de sólidos varían desde
reparaciones a pozos (continuas) hasta aplicar métodos de control de arena, donde ambas presentan desafíos
económicos y técnicos. Dentro de los problemas menos comunes y más severo se encuentra el colapso de la
formación, con la única opción de cerrar el pozo. Debido a esto, es de gran interés para el operador estimar si el
control de sólidos es necesario o tener medidas parra evitar una caída de presión que genere un colapso total de
la formación. Por tal motivo se requiere una herramienta númerica que logre predecir las condiciones a la cuales
se generan problemas mayores de producción de sólido, para evitar totalmente el colapso de la formación.

1.1. Objetivos
Desarrollar una herramienta númerica que permita predecir de acuerdo a distintos esquemas de producción
de sólidos, el flujo de sólidos para formaciones productoras de aceite y el colapso de la formación

Establecer los fundamentos físicos y numéricos que se emplean para resolver el problema y entender como
ampliarlos.

Utilizar la porosidad como el parámetro de acoplamiento entre la erosión y la mecánica de la roca.

Usar esta herramienta para explicar problemas de producción de sólidos en distintos escenarios de produc-
ción.

11



Capítulo 2

Revisión de Literatura

2.1. Definición de arenamiento
El fenómeno de arenamiento es la migración de arena o finos de formación hacia el pozo y equipo superficial,
causado por el flujo de fluidos del yacimiento. Conceptualmente, este proceso se divide en tres etapas:

1. Falla de la roca alrededor de un agujero descubierto o un disparo.

2. Separación de los granos de arena de la matriz de roca fallada

3. El transporte de arena hacia el pozo y la superficie.

Es necesario mencionar que en cuestión de la física de producción, la definición de arenamiento cumple de manera
análoga para producir cualquier sólido o fino de formación.

2.2. Causas de Producción de Arena
La producción de arena es un fenómeno común en formaciones no consolidadas, las cuales son formaciones con
resistencia unixial a la compresión (UCS) menor a 1000 psi, estas formaciones son geológicamente jóvenes (Era
Terciaria) y poco profundas. También es común que las formaciones no consolidadas presenten poca cementación,
debido a la edad geológica corta donde las rocas quedan expuestas limitadamente a las dos primeras etapas de
la diagénesis, las cuales son: compactación y cementación. Penberthy (1992) y Clegg (2006) dividen de forma
general las causas de producción de arenas como:

1. Flujo de fluidos.-El flujo de fluidos hacia el pozo es una consecuencia generada debido a que el potencial
hidráulico del pozo es menor que la del yacimiento, el cual genera una fuerza de arrastre de arena o de los
finos de formación, debido al producto velocidad-viscosidad del fluido que genera una fuerza de arrastre.

2. Fuerzas de retención.- De manera inversa a las fuerza de flujo de fluidos están las fuerzas de retención, las
cuales se encargan de mantener la arena o finos en la matriz de roca. Estas consisten en a) cementación
natural (resistencia unixial a la compresión); b) fricción entre partículas de la formación; c) presión de
poro debido los fluidos de la formación; y d) fuerzas capilares. La resistencia a la compresión, la fuerza de
retención principal, está controlada por la cementación intergranular generada durante las primeras etapas
de diagénesis. Como una regla geológica menciona que los sedimentos geológicamente viejos están más
consolidados que los sedimentos geológicamente jóvenes. Formaciones jóvenes comúnmente tienen poco
material cementado, refiriéndose comúnmente a ellas como formaciones ligeramente consolidadas. Dicho
de otra forma, tienen resistencia unixial a la compresión (UCS) muy baja, con valores menores a 1000
psi incluso llegando a valores tan pequeños que la resistencia no puede medirse (Penberthy (1992)). Las
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fuerzas de fricción están relacionadas con los esfuerzos de confinamiento o de sobrecarga. El esfuerzo que
causa que falle la roca incluye el esfuerzo mecánico que resulta de las fuerzas de sobrecarga y las fuerzas de
arrastre asociadas al flujo de fluidos a través del medio poroso. Las fuerzas capilares también contribuyen
a la producción de arena, Morita y Boyd (1991), Wu y Tan (2005) muestran que la producción de arena
ocurre cuando se presenta la irrupción de agua. Las razones que causan que se produzca arena durante la
irrupción del agua dependen de la cantidad de arcilla que tenga la roca y la saturación inicial de agua.

Morita et al. (1991) captura cinco problemas típicos de producción de arena que se observan comúnmente en
campo, donde explican las causas qur producen su avance. Además, mencionan los dos tipos de fallas que son
dominantes durante la producción de arenas: falla cortantes y fallas de tensión. Si el gasto es muy grande, ocurre el
arenamiento por falla de tensión. Si la presión del fondo fluyendo declina, ocurre el arenamiento por falla cortante.
La reducción de presión capilar reduce la cohesión de los granos de arenas, el cual afecta significativamente el
fallo por tensión. Estos dos tipos de fallas tienen relación con las fuerzas que causan el arenamiento, por lo que
en cada proceso es necesario tener en cuenta cómo se comportan estas dos fallas distintas.

Como menciona Morita et al. (1991), existe una influencia geomecánica para la producción de sólidos, la cual
se describe por:

1. Falla por compresión o corte.- Esta falla está relacionada con un esfuerzo tangencial importante que rodea
la pared del pozo, la cual causa una falla de corte en la formación. Este ejemplo es común en la etapa de
producción y largas declinaciones de presión en un yacimiento.

2. Falla por tensión.- Esta falla se relaciona con los esfuerzos radiales a la tensión, que van hacía el pozo. En
esta falla los esfuerzos radiales exceden la resistencia de la roca y generan una falla. Esta falla es común
durante el proceso de perforación, donde el peso del fluido de perforación excede la resistencia de tensión
de la roca, lo que genera falla por tensión.

3. Erosión.- Esta falla esta relacionada con las fuerzas de arrastre que se ejercen por el flujo de la mezla de
fluidos y sólidos, las cuales llegan a exceder la cohesión de la roca.

2.2.1. Típicos Problemas de Arenamiento
2.2.1.1. Arena producida por formaciones pobremente consolidadas

La producción de arena debido a formaciones pobremente consolidadas es la causa principal y esta asociada
con la cohesión de la roca. Este problema ocurre durante las primeras etapas de producción de arena o en el
la segunda etapa de producción después de un cierre. La cantidad de arena producida por formaciones poco
consolidados es significante debido a las fallas de corte generadas durante la producción de fluidos.

2.2.1.2. Arena producida por formaciones con resistencia de compresión intermedia

Morita y Boyd (1991) definen a una roca con resistencia de compresión intermedia con un rango de 500 a 1000
psia. Estas formaciones no producen arena inicialmente, hasta que ocurre la irrupción de agua. La principal
causa de este problema es la pérdida causada por el decremento de la presión capilar que mantiene las partículas
de arenas juntas (fuerza de retención). El tiempo de mayor caída de presión de yacimiento usualmente coincide
con el de irrupción de agua. Por lo que cuando ocurre esta caída de presión, se crea un incremento de falla de
corte en la zona de falla.

2.2.1.3. Arena producida en formaciones consolidadas debido a caídas de presión

Los problemas de arenamiento también ocurren en formaciones consolidadas (resistencia a la compresión mayor
a 1000 psia), cuando el esfuerzo efectivo in situ aumenta debido a la reducción de la presión del poro en la etapa
de producción. Este caso de producción de arena es menor que en los primeros dos casos de formaciones no
consolidadas y poco consolidadas.
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2.2.1.4. Arena producida de formaciones consolidadas debido a fuerzas tectónicas

Morita y Boyd (1991) mencionan que los dos esfuerzos horizontales no son tan significativas en zonas productoras
de arenas. Sin embargo, si una formación es rígida con porosidad muy baja, movimientos tectónicos pequeños
inducen esfuerzos direccionales. Esta diferencia de esfuerzos causa un derrumbamiento del pozo, por lo cual
induce a una producción posible de arenas o finos. Esta situación se puede presentar en formaciones que se
encuentran en zonas geológicas activas.

2.2.1.5. Arena producida con alto gradiente de presión a lo largo de una cavidad

Las nuevas herramientas de disparos han incrementado sus capacidades, estas herramientas generan disparos
múltiples con una profundidad de penetración grande. Al realizarse los disparos, se forman cavidadades, estas
cavidades son zonas donde la acción de los disparos provoca una falla de corte y llegan a inducir la falla de
tensión si a lo largo de esta cavidad existen caídas de presión grandes debido a fricción generada por flujo y sus
cambios drásticos posibles.
La discusión previa es una simplificación de todas las posibles causas para la producción de arenas, además de
otros posibles factores que llegan a impactar. De manera general todas las posibles causas del arenamiento se
pueden relacionar los conceptos de gasto de producción, declinación de presión cercana al pozo y resistencia de
compresión de la formación.

2.3. Consecuencias de la Producción de Arena
Las consecuencias del arenamiento son un problema de productividad de corto y largo plazo. Aunque algunos
pozos con producción de arena puede controlarse de forma efectiva, el resto de los pozos (la mayoría), no se
pueden controlar y le cuestan a las industria petrolera decenas de billones de dólares anualmente (Acock et al.
(2004)). El conocer las consecuencias de la producción de arena muestra que tan atractivo sería analizar pozos
que presenten características para producir arena, además que valores de gastos se tienen que tomar en cuenta
para que los pozos no presenten problemas serios de producción de arena o un colapso, el equipo superficial para
manejar de manera óptima la producción de arena y el mantenimiento de pozos para evitar daños severos. A
continuación se mencionarán las consecuencias más comunes de producción de arena.

2.3.1. Acumulación en el fondo del pozo
Si el gradiente de presión a lo largo del pozo no es suficiente para transportar arena a la superficie, entonces se
empezará a llenar el fondo del pozo con arena. Eventualmente, el intervalo productor podría estar completamente
cubierto de arena. En este caso, el gasto de producción declinara hasta que el pozo quede “arenado” y la
producción cese. En estas situaciones, las operaciones de intervención de pozos se requieren para limpiar el pozo
y restablecer la producción. Una técnica común es bajar un “achicador” de arena en una línea de acero para
remover la arena que se encuentra en la tubería de producción o tubería de revestimiento. Otra operación de
intervención es insertar una tubería flexible dentro de la tubería de producción, agitar la arena e incitar el flujo de
fluidos a través del pozo. Esta operación debe de realizarse con cuidado, ya que existe la gran posibilidad de que
la tubería flexible se atasque en la tubería de producción. Si la producción de arena es continua, las operaciones
de limpieza deben ser hechas periódicamente aunque esto signifique pérdida de producción e incremento de los
costos de mantenimiento.

2.3.2. Acumulación en equipo superficial
Si el gradiente de presión es suficiente para transportar arena hacia la superficie, es posible que la arena quede
atrapada en el separador, tratadores de calor o línea de flujo de producción. Si una cantidad suficiente de arena
queda atrapada en una de esas áreas, se requerirá la limpieza para permitir la producción eficiente de pozos.
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Para restablecer la producción, el pozo debe ser cerrado, el equipo superficial abierto y la arena es removida
manualmente. Además del costo de limpieza, el costo de interferencia de producción debe ser considerado.

2.3.3. Erosión en el fondo del pozo y equipo superficial
Si el flujo es turbulento, el flujo de arena será altamente erosivo. La figura (2.1) presenta una imagen de una
sección de pozo erosionada. La figura (2.2) muestra un estrangulador superficial erosionado. Si la erosión es
severa u ocurre de forma duradera podría ocurrir un fallo del equipo del fondo de pozo o superficial podría
ocurrir, resultando en problemas críticos de seguridad y medio ambiente, al igual que una pérdida de dinero
debido a la interrupción de la de producción de pozo.

lating  the  sand  out  of  the  well.  This  operation  must  be  performed  cautiously  to  avoid  the
possibility of sticking the inner string inside the production tubing. If the production of sand is
continuous,  the  cleanout  operations  may  be  required  periodically,  as  often  as  monthly  or  even
weekly, resulting in lost production and increased well maintenance costs.

5.2.2 Accumulation in Surface Equipment.   If  the  production  velocity  is  sufficient  to  trans-
port  sand  to  the  surface,  the  sand  may  still  become trapped  in  the  separator,  heater  treater,  or
production  flowline.  If  enough  sand  becomes  trapped  in  one  of  these  areas,  cleaning  will  be
required  to  allow for  efficient  production  of  the  well.  To  restore  production,  the  well  must  be
shut  in,  the  surface  equipment  opened,  and  the  sand  manually  removed.  In  addition  to  the
cleanout cost, the cost of the deferred production must be considered.

5.2.3 Erosion of Downhole and Surface Equipment.  If fluids are in turbulent flow, such sand-
laden  fluids  are  highly  erosive.  Fig.  5.2  is  a  photograph  of  a  section  of  eroded  well  screen
exposed  to  a  perforation  that  was  producing  sand.  Fig.  5.3  shows  a  surface  choke  that  failed
because of  erosion.  If  the erosion is  severe or  occurs long enough,  complete failure of  surface
and/or downhole equipment may occur,  resulting in critical  safety and environmental  problems
as well as deferred production.

5.2.4 Collapse  of  the  Formation.   Collapse  of  the  formation  around  the  well  occurs  when
large  volumes  of  sand  are  produced.  Apparently,  when  a  void  is  formed  and  becomes  large
enough to inadequately support overlying formations, collapse occurs because of a lack of ma-
terial  to  provide  support.  When  the  collapse  occurs,  the  sand  grains  rearrange  themselves  to
create  a  lower  permeability  than  originally  existed.  This  is  especially  true  for  formation  sand
that has a high clay content or wide range of grain sizes. For a formation with a narrow grain-
size  distribution  (well  sorted)  and/or  very  little  clay,  the  rearrangement  of  formation  sand
causes  a  decrease  in  permeability  that  is  not  as  severe.  In  the  case  of  the  overlying shale  col-
lapsing,  complete  loss  of  productivity  is  probable.  In  most  cases,  continued  long-term produc-
tion of formation sand usually decreases the well’s productivity and ultimate recovery.

The collapse of the formation particularly becomes critical to well productivity if the forma-
tion material fills the perforation tunnels. Even a small amount of formation material filling the
perforation tunnels will lead to a significant increase in pressure drop across the formation near

Fig. 5.2—Wire-wrapped screen failure owing to erosion by formation sand (courtesy of Baker Oil Tools).
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Figura 2.1: Falla de la sección del pozo debido a la producción de arena. (Penberthy, 2006)

the  wellbore  for  a  given  flow  rate.  Considering  these  consequences  of  sand  production,  the
desired solution to sand production is to control it downhole.

Compaction of the reservoir rock may occur as a result of reduced pore pressure leading to
surface subsidence. Examples of subsidence, caused by withdrawals of fluids and reduced pore
pressure, are found in Venezuela; Long Beach, California; the Gulf Coast of Texas; and in the
Ekofisk Field in the central North Sea, where the platforms sank about 10 ft.

5.3 Predicting Sand Production
Predicting  whether  a  well  will  produce  fluids  without  producing  sand  has  been  the  goal  of
many completion engineers  and research projects.  There are  a  number of  analytical  techniques
and  guidelines  to  assist  in  determining  if  sand  control  is  necessary,  but  no  technique  has
proven to be universally acceptable or completely accurate. In some geographic regions, guide-
lines  and  rules  of  thumb  apply  that  have  little  validity  in  other  areas  of  the  world.  At  the
current  time,  predicting whether  a  formation will  or  will  not  produce sand is  not  an exact  sci-
ence,  and  more  refinement  is  needed.  Until  better  prediction  techniques  are  available,  the  best
way  of  determining  the  need  for  sand  control  in  a  particular  well  is  to  perform  an  extended
production  test  with  a  conventional  completion  and  observe  whether  sand  production  occurs.
Normally,  it  is  not  necessary to predict  sand production on a  well-by-well  basis  because wells
in  the  same  reservoir  tend  to  behave  similarly.  The  prediction  required  is  on  a  reservoir-by-
reservoir  basis.  However,  initial  good  results  may  prove  misleading,  as  reservoir  and  flow
conditions change.

5.3.1 Operational and Economic Influences.  The difficulty of determining whether sand con-
trol is required in a given well is compounded when the well is drilled in a remote area where
there  is  no  producing  experience  and  where  the  various  reservoir  factors  are  slightly  different
from  previously  exploited  regions.  Even  if  the  reservoir  and  formation  properties  are  almost
identical  to  other  developments,  the  operating  conditions  and  risks  may  be  such  that  different
strategies  apply.  One  example  might  be  a  subsea  project,  as  opposed  to  a  land  development
project.  Here, the consequences and risks associated with sand production are significantly dif-
ferent because of differing costs and risks associated with remedial  well  operations;  hence,  the
decision  to  use  a  sand-control  technique  is  both  an  economic  and  operational  decision  that
must be made with limited data. The decision is complicated by the fact that sand-control tech-

Fig. 5.3—Surface choke failure owing to erosion by formation sand (courtesy of Baker Oil Tools).
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Figura 2.2: Falla del estrangulador debido a la producción de arena. (Penberthy, 2006)
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2.3.4. Colapso de la formación
El colapso de formación alrededor del pozo puede ocurrir cuando se han producido volúmenes grandes de arena.
Aparentemente, cuando se forman espacios vacíos de la matriz de roca suficientemente grandes para no poder
mantener la integridad de la formación, ocurre el colapso. Cuando se presenta el colapso, los granos de arena se
vuelven a acomodar de tal forma que crean condiciones de más baja permeabilidad a la que se tenía originalmente.
Esto es una realidad para formaciones con alto contenido de arcilla o una cantidad variada de tamaños de granos
(Wu (2005)). Para el caso contrario, donde la formación tiene menos arcilla y menor variedad de tamaños de
roca entonces el cambio de permeabilidad no es tan severa. Cuando un estrato de roca adyacente superior es
lutita, el colapso de esta roca adyacente puede causar un colapso completo de la formación. En muchos casos,
la producción continua de arena declina la productividad del pozo y su recuperación final.
La compactación del yacimiento ocurre como resultado de la reducción de presión del poro creando una sub-
sidencia superficial. Un ejemplo de subsidencia causado por la producción de fluidos y arenas es la del campo
Ekofisk en el Mar del Norte, donde las plataformas se hunden cerca de 10 ft.

2.4. Métodos de predicción
Conforme los operadores tienen programas de producción más agresivos, se genera una demanda para el enten-
dimiento de los mecanismos de producción de sólidos para que se realicen predicciones correctas de una cantidad
anticipada de producción de sólidos en función del tiempo, esfuerzo aplicado y flujo de fluidos. Predecir si un pozo
producirá fluidos sin producir arena ha sido la meta de la mayoría de los ingenieros de terminación y proyectos
de investigación. La meta es extender a un máximo, permisible y seguro gasto de producción de arena. Con
esto la toma de decisiones y estrategias de producción se basan en la consideración del índice de productividad
de pozos, capacidad de producción de arena, equipo superficial para manejar arena y las condiciones entre la
cuales se logran el control de arenamiento. A continuaciómn se presentarán los métodos más comunes para la
predicción de la producción de arena.

2.4.1. Resistencia de la formación
El procedimiento más común para determinar si el control de arena es determinar la resistencia a la compresión
de la roca. La forma más común es a través de una prueba “triaxial” la cual se describe en el capítulo 3. Debido
a que la resistencia a la compresión de la roca tiene las mismas unidades que el gradiente de presión entre el
yacimiento y el fondo del pozo, estos dos parámetros pueden relacionarse y es posible establecer límites para el
diferencial de presión de pozos específicos. Un estudio hecho por Penberthy y Shaughenssy (1992) muestra que
la roca falla y empieza a producir arena cuando la diferencia de presión entre el fondo de pozo y el yacimiento
es 1.7 veces mayor a la resistencia de compresión de la roca. Como ejemplo, si una roca de formación tiene una
resistencia a la compresión de 500 psi entonces para producir arena iniciaía cuando la caída de presión entre el
fondo de pozo y el yacimiento fuera igual o mayor de 850 psi.

2.4.2. Registro Sónico
El registro sónico es un tipo de registro acústico que mide el tiempo de tránsito (4t) de onda de sonido que se
mueven a través de una longitud de formación. El registro sónico puede usarse para determinar el potencial de
producción de arena de los pozos. Si la velocidad de matriz de roca es conocida, la porosidad puede ser calculada.
Los registros sónicos en el área de producción de sólidos son usados para determinar la porosidad y determinar
propiedades geomecánicas de la roca, tales como el módulo de Young, relación de Poisson y módulo de corte.
La porosidad está relacionada con la resistencia de la formación y el tiempo de viaje sónico. Tiempos cortos de
viajes, menos de 50 microsegundos, indican porosidad muy baja correspondientes a una roca bien cementada;
tiempos largos de viaje, 95 microsegundos o más, se asocian con una roca frágil, altamente porosa y pobremente
cementada. Una técnica común para determinar si el control de arena en un área geológica es correlacionar
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incidencias de producción de arena con las lecturas de los registros sónicos de porosidad arriba y abajo de la
zona donde la producción de arena.

2.4.3. Registro de las Propiedades de la formación
Ciertos registros de pozos, tal como el registro sónico (ya discutido) , registro de densidad y registro de neutrones
son herramientas que sirven como indicadores de porosidad y dureza de la formación. Para una formación
particular, una lectura de baja densidad indica porosidad alta. Los registros de neutrones son indicadores de
porosidad. Varías compañías de servicios de registros ofrecen registros de propiedades de formación que usan
los resultados de registros sónico, de densidad y de neutrón para determinar si la formación producirá arena
o finos de la formación, para ciertas caídas de presión. Penberthy (2006) menciona que aunque los registros
de propiedades de la formación se han usado durante 20 años, la experiencia muestra que normalmente sobre
predicen la necesidad de control de arena.

2.4.4. Porosidad
Como se ha intuido de los dos métodos anteriores, la porosidad de la formación puede usarse como guía para
saber si el control de arena es necesario. Penberthy (2006) establece el rango de valores para el cual la porosidad
tiene una cierta probabilidad de generar arenamiento, estableciendo que, si es mayor del 30%, la probabilidad
de control de arena es alta debido a la falta de cementación que se traduce como una falta de cohesión de
roca. De forma inversa si la porosidad es menor del 20%, la necesidad de control de arena será probablemente
mínima debido a que la arena estará más consolidada. El rango de porosidad entre 20 y 30% es donde la
incertidumbre usualmente existe. En un medio natural, la porosidad esta relacionado con el grado de cementación
de la formación; así, con esta base esta técnica puede ser utilizada cualitativamente. La información de porosidad
puede ser derivada de registros de pozos o análisis de núcleos en laboratorios.

2.4.5. Caída de presión
La caída de presión generada por la producción puede ser un indicador del potencial de producción de arena. Es
muy poco probable que la producción de arena ocurra con gradientes pequeños de presión a lo largo del pozo,
mientras que una caída de presión excesiva puede causar que la formación produzca arena a niveles críticos. La
magnitud de caída de presión es normalmente asociada a la permeabilidad y viscosidad de los fluidos producidos.
Fluidos pocos viscosos como el gas, generan pequeñas caídas de presión, al contrario con las caídas de presión
grandes asociados a fluidos muy viscosos (más de 1000 cp) que se producen al mismo intervalo. Así que la
producción de arena esta asociada usualmente a fluidos muy viscosos (Zhang (2’004)).

2.4.6. Métodos analíticos
En las primeras etapas, la predicción del gasto de producción de arena se basó en relaciones empíricas entre el
gasto de producción de arena con fluidos y parámetros de pozos tal como la profundidad del pozo, tiempo de
viaje acústico, gasto de producción de pozo, caídas de presión del pozo, productividad del pozo, saturación del
fluido y otros más.
Kanj et al. (1999) coleccionaron una gran cantidad de datos de pozos con producción de arenas, para construir
un modelo de redes neuronales para predecir el gasto de producción de arena. Este modelo tiene una estructura
basada en un modelo de aprendizaje de propagación inversa, con parámetros de entradas tal como: Porosidad,
cantidad de arcilla, edad geológica, densidad API del aceite y caída de presión. La red neuronal necesita ser
“entrenada” y ser probada de manera efectivamente antes de aplicar la predicción de arenamiento. La efectividad
de la aplicación y predicción depende en los datos obtenidos del pozo que producen arena. J. Tronvoll et al.
(2001) desarrolló un análisis de regresión para un conjunto de datos de producción de arena de un pozo piloto en
el cual la producción de arena estaba autorizada y le fue aplicada una administración para manejar la producción
de arena, la investigación muestra que el gasto de producción de arena alcanza un nuevo pico cada vez que la
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caída de presión incrementa. Estas relaciones empíricas indican el comportamiento de la producción de arena en
muchos pozos pero no muestran detalles cuantitativos del gasto de producción de arena y no muestran detalles
de la evolución de las propiedades de la formación.

2.4.6.1. Modelo esfuerzo-deformación

M. B. Geilikman et al. (1994) encontraron que los esfuerzos alrededor del pozo cambian con la declinación de
presión debido a la producción del pozo. Cuando la zona de producción alcanza un estado crítico de esfuerzos
debido a la producción, la producción de arena empieza a desarrollarse. La figura (2.3) muestra la área desde
la parte interna del pozo hasta la parte externa, la cual se divide en las siguientes zonas: Zona de producción de
arena, zona plástica, zona elástica-plástica, zona elástica y zona virgen o zona imperturbable. Ellos estudiaron la
relación entre el gasto de producción de arena y los parámetros de la zona plástica, indicando que la producción
de arena resulta principalmente de la continua extensión de la zona plástica. Y desarrollaron la siguiente ecuación:

Sc(t) = π (φp − φc)
(
R2 − r2

w

)
(2.4.1)

Donde Sc es la producción acumulada de arena, φp es la porosidad de la zona plástica, φc es la porosidad de
la zona virgen, R es el radio de la zona plástica y rw es el radio del pozo. Al inicio de la producción la porosidad
de la zona virgen (φc) y la porosidad de la zona plástica (φp) serán iguales. A medida que se produce el pozo y
aumenta el tiempo: el radio (R ) y porosidad (φp) de la zona plástica empiezan incrementarse, en consecuencia
la producción acumulada de arena incrementará (Sc(t)).

Figura 2.3: Diagrama de zonas de producción de arena en una formación. (Zhou, 2016)

P. J. Van de Hoek et al. (2004) mejoraron el modelo propuesto por Geilikman y expandieron la aplicación
del modelo. Este modelo mejorado muestra que la permeabilidad y porosidad de la zona plástica incrementa
después de la producción de arena y la formación vuelve a un estado estable. Esto significa que las partículas
de arena tienden a formar un arco estable alrededor del pozo o cerca de los túneles de perforación durante de
la producción de arena. Y se vuelve inestable conforme hay mucha producción de arena y cambios drásticos de
caídas de presión debido a la producción.

2.4.7. Métodos numéricos
Los métodos más sofisticados para predecir la producción de arena es el uso de modelos numéricos de geoméca-
nica, desarrollados para analizar el flujo de fluidos del yacimiento en relación con la resistencia de la formación.
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. El efecto del esfuerzo de la formación, asociado con el flujo de fluido en la región inmediata alrededor de pozo,
se simula a través de una herramienta de análisis numérico.
Vardoulakis et al. (1996)desarrollaron un modelo totalmente determinístico basado en un teoría de mezcla de tres
fases para un medio continuo de esqueleto de sólido, sólido móvil y fluido. Este modelo matemático de erosión
cinética el cual está basado en balance de masa, considera que el transporte de las particulas está regido por la Ley
de Darcy. La ley de Darcy se acopla con la ecuación de Carman-Kozemy para relacionar los cambios de porosidad
con los de permeabilidad. Este modelo se discretizó numéricamente por medio del método de diferencias finitas.
Stavropoulou et al. (1998) utilizaron el modelo de erosión propuesto anteriormente por Vardoulakis (1996) y
acoplaron el daño mecánico de la roca, donde la porosidad cambia respecto al tiempo y espacio conforme se
desarrolla la erosión, usándose como parámetro de acoplamiento. La elasticidad y resistencia de la roca (cohesión)
dependen de la porosidad, de tal manera que el material se vuelve más débil al incrementarse la porosidad. Este
modelo matemático se discretizó mediante el método de Galerkin, empleando el método de elemento finito..
La herramienta computacional usada en esta tesis se basará en la investigación desarrollado por Stavropoulou,
en la cual se emplea otro tipo de discretización, conocido como diferencias finitas. La dificultad de este método
consiste en la parte numérica y datos de entrada. Respecto a la parte numérica, las ecuaciones obtenidas resultan
ser no lineales, por lo que se requiere emplear un método iterativo para su solución; respecto a los datos de entrada,
es necesario que para que este método de predicción se valide adecuadamente, ños parámetros de entrada deben
obtenerse de forma correcta, lo cual en algunos casos resulta difícil, por lo que es posible que los resultados sean
erróneos.

2.4.8. Flujo multifásico
Predecir cuando el flujo multifásico empezará es de ayuda. Muchos casos pueden citarse donde los pozos empiezan
a producir arena cuando ocurre la irrupción de agua, tal como lo menciona Morita y Boyd (1991). La producción
de arena al presentarse el flujo multifásico es causada principalmente por dos fenómenos: el movimiento de finos
mojados por agua y los efectos de la permeabilidad relativa. La mayoría de las formaciones son mojadas por
agua y, como consecuencia, inmovibles cuando se produce la fase de aceite, ya que ocupa la mayor parte del
espacio poroso. Cuando la saturación del agua incrementa hasta el punto en el que el agua se vuelve movible, es
decir, se alcanza la saturación crítica, los finos de la formación empiezan a moverse con la fase mojante (agua
en este caso), lo cual genera un taponamiento en los poros del medio poroso. Adicionalmente, el flujo de dos
fases causa un incremento en la caída de presión debido a que el flujo multifásico genera más resistencia que el
flujo de un solo fluido. Fanchi et al (2015) mencionan que los efectos de permeabilidad relativa incrementan la
caída de presión alrededor del pozo por un factor de 5 por unidad de producción. El resultado compuesto de
la migración de finos, taponamiento y reducción de la permeabilidad relativa alrededor del pozo, incrementa la
caída de presión al punto que excede la resistencia de la formación. La consecuencia de estas situaciones es la
producción excesiva de arena.

2.5. Técnicas de control de Producción de Arena
Cuando los pozos tienen las características necesarias para presentar problemas de flujo de arena, se requiere un
esfuerzo para lograr controlar y minimizar la producción de arena. Hay diversos métodos de control de arena,
los cuales cada uno cuentan con características que los hacen adecuados para distintos pozos con problemas
específicos de producción de arena. Las opciones varían desde prácticas simples de operación hasta operaciones
de terminación de alto costo, tal como consolidación de arena o empacamiento de grava. La técnica que se elija
depende de las condiciones del pozo en estudio, prácticas de operación y consideraciones económicas. Algunas
de las técnicas de control de arena son:

2.5.1. Mantenimiento y reparación
El Mantenimiento y reparación de pozos es un método pasivo para el control de arena. Este método básicamente
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requiere tolerar la producción de arena y contender los efectos. Esta técnica requiere verter, lavar y limpiar las
instalaciones superficiales de manera rutinaria para mantener la productividad del pozo. Es posible que tenga
éxito en formaciones específicas. Este método se utiliza principalmente en pozos donde la producción de arena
es mínima, bajos gastos de producción y un servicio a pozos económico.

2.5.2. Restricción de gasto
El restringir el gasto de un pozo hasta un nivel que reduce la producción de arena es un método usado oca-
sionalmente. La meta de este procedimiento es reducir o incrementar secuencialmente el gasto de fluido hasta
que se alcanza un valor aceptable de producción de arena. El objetivo de esta técnica es intentar establecer
el gasto máximo libre de arena. Es un método de prueba y error que se tiene que repetir conforme cambia la
presión del yacimiento, gasto y corte de agua. El problema de la restricción del gasto es que el gasto requerido
para establecer y mantener una producción libre de arena es generalmente menor al potencial absoluto del pozo.
Comparado con el gasto máximo, este representaría una pérdida significante de productividad e ingresos..

2.5.3. Prácticas de terminación selectiva
La meta de esta técnica es producir solo de las secciones del yacimiento que son capaces de resistir las caídas
de presión anticipadas, sin presentar daños por producción de arena. Esto se logra disparando las secciones de
formación con alta resistencia a la compresión, que permiten grandes caídas de presión. Las secciones con alta
resistencia a la compresión son secciones que muy probablemente son zonas cementadas y de baja permeabilidad.
Mientras que esta técnica tiene la capacidad de eliminar la producción de arena, es defectuosa ya que es posible
que las zonas con el contenido mayor de hidrocarburos no estarán plenamente comunicadas con el pozo.

2.5.4. Consolidación plástica
La consolidación plástica implica la inyección de resinas plásticas las cuales se agregan a los granos de arena de
formación. Subsecuentemente las resinas se enduran y forman una masa consolidada, soportando y juntando los
granos de arena en sus puntos de contacto. Si se llega a tener éxito, entonces la resistencia a la compresión de la
formación aumentará y será suficiente para soportar las fuerzas de arrastre cuando se produce a gastos deseados.
La meta de esta técnica es consolidar la roca alrededor de un radio de 3 ft sin reducir la permeabilidad de la
roca. Tres tipos de resinas son comercialmente disponibles: Epoxís, furanes y fenóles. Las resinas se encuentran
en forma líquida cuando entran a la formación y se requiere un agente catalizador para endurarlas. Algunos
catalizadores se clasifican “internos” porque se mezclan en superficie con la solución de resina y requieren cierto
tiempo y/o temperatura para endurar la resina. Otros tipos de catalizadores se clasifican como “externos” y son
inyectados después de que la resina está en la formación. Los catalizadores internos tienen la ventaja de una
colocación positiva debido a que toda la resina está en contacto con el catalizador. Una desventaja asociada con
los catalizadores internos son la posibilidad de enduramiento prematuro en la sarta de trabajo. Existen dos tipos
de sistemas de consolidación plástica, las cuales son:

1. Sistema de Separación de fase.- Estos sistemas contienen de 15 a 20%de resina activa en una solución
inerte. La resina es preferencialmente atraída a los granos de arena, dejando la parte inerte que no afectará
en los espacios porosos. Esos sistemas usan catalizadores internos. Un control preciso de la colocación de
la resina es crítico debido a que un sobre desplazamiento resultará en arena no consolidada en un área
crítica cercana al pozo. Este sistema no es efectivo en formaciones que contienen más de 10% de arcillas,
las arcillas que tienden a atraer resinas, tiene una gran área de superficie en comparación a las arenas.
Entonces las arcillas atraerán más resina, además de que el sistema de separación incluyen poco porcentaje
de resina por lo que no habrá resina suficiente para consolidar los granos de arenas.

2. Sistema de Sobre desplazamiento.- Estos sistemas incluyen un alto porcentaje de resina activa. Cuando
se inyectan, los espacios porosos se rellenan de resina y después se requiere un sobre desplazamiento para
empujar el exceso de resina que se encuentra en área cercana del pozo y así restablecer la permeabilidad.



CAPÍTULO 2. REVISIÓN DE LITERATURA 21

Muchos de los sistemas de sobre desplazamiento requieren un catalizador externo, aunque algunos incluyen
catalizadores internos.

De acuerdo acuerdo con Clegg (2006) La mayor dificultad de usar sistemas de resinas es la colocación de los
químicos en la formación. Por ejemplo en formaciones lenticulares, la colocación de resinas puede ser irregular
debido a la gran variante de permeabilidades en la formación debido a ciertas características geológicas. Por
esta razón, la consolidación plástica es adecuada para intervalos con longitudes menores de 10 a 15 ft. Intervalos
largos pueden ser tratados usando empacadores para aislar y tratar pequeñas secciones de zonas al mismo tiempo,
pero estas operaciones son difíciles y consumen tiempo. Además las consolidaciones plásticas no deben aplicarse
en formaciones con permeabilidades menores a 50 mD. También es posible que las resinas se emblandezcan a
temperaturas mayores de 255 ºF por lo que no proveen suficiente resistencia a temperaturas altas. Este método
ha sido usado extensivamente en el golfo de México durante los años tardíos de 1950s y los medios de 1970s,
este método representa menos del 1% de las terminaciones de control de arena de forma mundial actualmente.
La mayor desventaja de este método es los altos costos y la limitada longitud de intervalo para realizar la
terminación y tener un tratamiento efectivo.

2.5.5. Colocación de resina a alta energía
Como se menciono anteriormente, una de las razones principales de la falta de aceptación de técnicas de con-
solidación química han sido las dificultades en colocar las resinas de forma uniforme a lo largo del intervalo
planeado. La colocación irregular es más severo en intervalos mayores a 15 ft. Las causas de esto son atribuidas
a las diferencias de inyectividad causadas por limpiezas incompletas de disparos durante esquemas bajo balance
o por variaciones de permeabilidades en una longitud de intervalo de formación.
La colocación de resina a alta energía resuelve alguno de esos problemas tal como lo muestra Hollabaugh et
al. (1993) y Dees et al. (1994). Esta técnica inyecta resina de forma muy rápida bajo condiciones de gran
sobrebalance. La resina es puesta en la formación de manera tan rápida que no puede tener posibilidad de fallar.
Otro beneficio de la colocación rápida de resina es que la técnica parece ser menos afectada por propiedades
como la de permeabilidad. Esta característica permite una colocación uniforme sobre el intervalo disparado. Dos
métodos están disponibles para crear presiones de sobrebalance que pueden ayudar a colocación de resina, tal
como:

1. Fracturación por Propulsión de Gas.- El uso de herramientas de fracturación por propulsor de gas implica la
conversión de un propulsor sólido a gas por una reacción química en la zona deseada del pozo. El propulsor
químico es cambiado a gases de combustión por uno de estos dos mecanismos: Detonación o propagación de
flama. La detonación involucra una reacción caracterizada por una onda de choque se mueve rápidamente
a través del intervalo que se busca tratar. Esta onda de choque viajan a velocidades entre 15000 y 25000
ft/seg, induciendo presiones desde 400 a 4000000 psi con presurizaciones arriba de 100000 psia. La alta
presión coloca la resina de forma más uniforme en los largos intervalos de la formación donde los métodos
convencionales de consolidación plástica son poco prácticos. Una ventaja de este sistema es que la resina
se coloca en todos los disparos de forma inmediata desde una zona de la herramienta del generador de gas.

2. Disparos Sobrebalance.- La colocación de resina por disparos sobrebalanceados pueden ser usados si el
pozo no ha sido previamente disparado. La composición de la solución de resina es alcohol furfurílico, un
agente acoplado y un agente mojante. La resina cataliza con un ácido para formar un plástico furano. La
solución de resina se posiciona a lo largo del intervalo de los disparados planeados. Un fluido más denso
puede usarse debajo de la resina para llenar una porción del pozo debajo de la zona de interés. Esta técnica
asegura más precisión de colocación de resina en todo el intervalo perforado. Operacionalmente, la presión
de fondo fluyendo, a la profundidad de disparo, se incrementa substancialmente de una forma mayor a la
presión del poro.

Mientras la técnica de colocación de resina a alta energía ofrece una gran ventaja respecto los métodos conven-
cionales, estos no son tan usados y el sistema tiene muchas desventajas las cuales pueden ser:
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Altos costos.

Bajo índice de éxito.

Falta de longevidad.

2.5.6. Grava recubierta de resina
Tratamientos de gravas recubierta de resinas son bombeadas en dos distintas formas. La primera es la forma
seca, donde la grava recubierta de fenoles está parcialmente catalizada. Cuando se exponen a calor, la resina se
cataliza, resultando en una masa consolidada en arena. El uso de grava recubierta de resina como técnica de
control de producción de arena requiere bombear la grava en un pozo para llenar completamente los disparos y
la tubería de revestimiento. La temperatura del fondo del pozo, o la inyección de vapor, causan que la resina se
catalicé y se convierta en un empaque consolidado. Después de catalizar, la grava recubierta de resina se coloca
en los disparos. La grava consolidada restante en los disparos actúan como un filtro permeable para prevenir la
producción de arena de formación. Resinas húmedas es el otro método de bombeo. Para bombear esos sistemas,
el pozo es usualmente preempaquetado con grava; después, la resina es bombeada y catalizada para endurecer el
plástico. Después de catalizarse, la mezcla de arena consolidada con resina se deja en los disparos. Aunque parezca
sencillo en concepto, usar gravas recubiertas de resina resultan ser complejas. Primero, y la más importante, un
trabajo exitoso requiere que todos los disparos este completamente llenos con grava recubierta de resina, y que
la grava se catalicé. El completo llenado de los disparos se vuelve muy difícil, conforme la longitud y desviación
de la zona incrementa. Segundo, la grava recubierta de resina debe de catalizarse con la suficiente resistencia
compresiva. Mientras los sistema de recubrimiento de resina fueron utilizado fuertemente de forma inmediata
en su desarrollo, ahora su uso es limitado. Experiencia con este método muestra buen éxito al inicio pero pobre
longevidad.

2.5.7. Tubería de revestimiento independiente ranurado
Las tubería de revestimiento ranurados han servido como único medio para controlar la cantidad de producción
de arena. En esta operación, esta herramienta funciona como filtro. A menos que la formación no sea bien
seleccionado, arena limpia con gran tamaño de grano, este tipo de terminación será de un tiempo de producción
muy corto debido a que en poco tiempo se taponea con el material de formación. Cuando estas herramientas se
utilizan a lo largo del intervalo productivo, la arena de forma un arco inpermeable alrededor de las ranuras. La
teoría y pruebas de laboratorios muestran que las partículas forman un puente alrededor de la ranura. El ancho
de la ranura es igual al tamaño de grano de arena al punto de percentil 10 del análisis de tamizado. Esta teoría
es debido a que el 10% de los granos de arena se detendrán por las aberturas de la tubería ranura, la arena más
grande detendrá el 90% restante de la formación. El puente formado dejará de ser estable conforme el tiempo
pase o el pozo sea cerrado por alguna razón. Cuando esta técnica es usada para controlar la producción de arena
las ranuras de las tuberías deben ser lo más largo posible para maximizar el área de afluencia. Una desventaja
de la tubería de revestimiento ranurada es la probabilidad de falla debido a problemas de erosión antes de que
se forme un puente.
Usar la tubería de revestimiento ranurado sin empacamiento de grava no es generalmente una buena técnica
de control de arena, en muchos casos, las ranuras no previenen el taponamiento de arena. Esta técnica es ideal
cuando se tiene una terminación a agujero descubierto en formaciones altamente permeables y bien seleccionadas.

2.5.8. Empacamiento de grava
El empacamiento de grava consiste en colocar una tubería ranurada en un pozo de manera opuesta al intervalo
de de terminación y colocar grava de forma concéntrica en la tubería. La grava esta compuesta de arena de
granos grandes que previenen la producción de arena de la formación pero permite el flujo de fluido hacia el
pozo. La grava es medida para ser de 5 a 6 veces mas largo que el tamaño medio de la arena de formación. El
empacamiento de grava crea un filtro en el fondo del pozo que permite la producción de los fluidos de formación
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y al mismo tiempo previene la entrada de la arena de formación. Esquemas de un empacamiento de grava de
agujero descubierto y agujero con tubería de revestimiento se muestran en la figura (2.4). Si la grava está
empaquetada de forma estrecha entre la formación y la tubería de revestimiento, el puente formado por la arena
es estable, el cual previene el reordenamiento y movimiento de la arena de formación. Si el empacamiento de
arena se diseña y ejecuta de forma precisa, el empacamiento de grava mantiene su permeabilidad bajo cierto
rango de condiciones de producción.
De acuerdo a Clegg (2006) el empacamiento de grava es actualmente uno de las técnicas de control de arena
más usado para terminación de pozo. Más del 90% de las terminación de control de arena son empacamiento de
grava. Debido a su flexibilidad, casi todos los pozos desviados pueden ser empacados con grava. La excepción es
terminación sin tubería de producción donde los rangos no permiten el uso de herramientas convencionales. El
uso de empacamiento de arena sin tubería de producción ha sido aplicada pero con muy poco éxito.

pack is  directly related to rig costs.  Gravel-packed completions from floating drilling rigs may
cost in excess of U.S. $2 million. However, should remedial operations be required on a gravel
pack,  the  screen  and  completion  assembly  must  be  removed  from  the  well,  which  could  in-
volve a lengthy fishing job and related problems. Sand consolidation and resin-coated sand are
attractive for tubingless completions because no mechanical equipment is left in the hole; how-
ever,  low  permeability,  small-interval  length,  high  temperatures,  and  completion  longevity
(wells  sanded  up  or  low productivity)  all  present  problems with  the  plastic  systems.  The  right
technique  must  be  selected  for  the  well  completion  at  hand.  As  a  first  approach,  assume  that
the well will be gravel packed. If it is not appropriate, for whatever reason, review other alter-
natives.

5.5 Gravel-Pack Design
A gravel pack is simply a downhole filter designed to prevent the production of unwanted for-
mation  sand.  The  formation  sand  is  held  in  place  by  properly  sized  gravel  pack  sand  that,  in
turn, is  held in place with a properly-sized screen. To determine what size gravel-pack sand is
required,  samples  of  the  formation sand must  be  evaluated to  determine the  median grain  size
diameter and grain size distribution.4 The quality of the sand used is as important as the proper
sizing. The American Petroleum Institute (API) has set forth the minimum specifications desir-
able for gravel-pack sand in API RP58, Testing Sand Used in Gravel-Packing Operations.5

5.5.1 Formation Sand Sampling.  The first step in gravel-pack design is to obtain a represen-
tative  sample  of  the  formation.  Failure  to  analyze  a  representative  sample  can  lead  to  gravel
packs that fail because of plugging or the production of sand. Because the formation sand size
is so important, the technique used to obtain a formation sample requires attention. With knowl-
edge  of  the  different  sampling  techniques,  compensation  can  be  made  in  the  gravel-pack  sand
size selection, if necessary.

Fig. 5.4—Openhole and ideal cased-hole gravel packs.
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Figura 2.4: Esquemas de empacamiento de grava de un agujero descubierto (izquierda) y un agujero con tubería
de revestimiento (derecha). (Penberthy, 2006)

2.6. Introducción a la geomecánica
Los componentes claves en un modelo geomecánico son el sistema de esfuerzos y las deformaciones causadas
por el mismo sistema de esfuerzos. El colapso de un pozo ocurre cuando el esfuerzo concentrado alrededor de
la circunferencia del pozo excede la resistencia de la roca. Una falla se activa cuando la relación del esfuerzo
cortante y el esfuerzo normal que actúan sobre la falla excede la resistencia de fricción que se tiene en el cuerpo
de roca. Debido a que la declinación en la producción causa cambios en los esfuerzos que actúan en el yacimiento,
es necesario determinar si esta alteración puede ser beneficiosa, o perjudicial, para la producción. Para en el caso
de pozos con producción de arena, esto puede llevar desde una mejora de la permeabilidad en las etapas iniciales
hasta el colapso del pozo a largo plazo. En este capítulo se explicarán los términos básicos para desarrollar un
modelo geomecánico en un pozo y se obtendrán las ecuaciones que modelarán el comportamiento geomecánico
del pozo cuando presenta producción de arena.
Stravopolou et al. (1998) establecieron que el medio es una roca porosa que estará saturada por un fluido, la
cual experimentará un fenómeno de erosión donde las granos de roca llegan a desprenderse de la matriz de de
roca fija y se mezclan al flujo de fluidos. Así que si la roca empieza a perder sólidos de la matriz entonces sus
propiedades geomecánicas empezarán a impactar menos el medio, por lo que se establece una relación donde un
parámetro de geomecánica tal como: pg tenderá a obedecer que:
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pg = (1− φ)pg (2.6.1)

En el cual 0 < φ < 1. Es importante mencionar que pg es la propiedad geomecánica en la matriz mientras que
pg refiere a la propiedad geomecánica en el medio .La ecuación (2.3) muestra que si aumenta la porosidad, el
parámetro geomecánico tendrá un valor menor debido a que el cuerpo de roca está perdiendo masa y su daño
interno también incrementaría ,Se observa que en el caso que la porosidad fuera 1, entonces este valor sería cero,
ya que, no representaría un material fijo y no se podrían medir propiedades mecánicas.

2.6.1. Esfuerzo
El concepto del esfuerzo ha sido originado para determinar el valor de resistencia cuando los materiales fallan.
En términos simples, el esfuerzo se define como la fuerza que actúa de manera perpendicular sobre una cierta
área. De manera más concisa (para evitar confundirlo con el concepto de presión), un esfuerzo es un tensor, el
cual describe la densidad de fuerzas que actúan en todas las superficies de un cuerpo a través de un punto dado.
Si se observa la figura (2.5), se observan tres cuerpos, donde dos actúan en una misma área (a y c) y el otro
(b) en un área más pequeña. Estos cuerpos están sometidos al mismo vector de fuerza, F, y actúan en dos áreas
distintas. De acuerdo a la definición del esfuerzo de manera general se obtiene:

−→
F =

∑
σijAj (2.6.2)

ó de otra forma:

−→
F =

∑
SijAj (2.6.3)

Donde σij será la fuerza que actúa en la dirección i sobre un área orientada de forma perpendicular a la
dirección j. Si se considera la figura (2.5), entonces se tendrá:

σ1 =
F

A1
(2.6.4)

σ2 =
F

A2
(2.6.5)

σ3 =
F

A3
(2.6.6)

Con base en estas ecuaciones se infiere del primer y segundo casos que la fuerza, F, que actúa de la misma forma
en esas dos áreas distintas, que el caso b) tiene un mayor esfuerzo que en el caso a), esto debido a que el área del
objeto b) donde actúa la misma fuerza es más pequeña. De esto se infiere que el esfuerzo es un parámetro que
depende de la posición donde actúa. En el caso c, que es cuando no se aplica la fuerza en dirección a la normal
de la superficie, se debe descomponer la fuerza (F ) en una fuerza normal (Fn) una fuerza paralela (Fp) al punto
de superficie.
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Figura 2.5: Tres objetos sometidos a una fuerza, cuyas áreas transversales son distintas.

Las unidades de esfuerzos son unidades de presión, tal como MPa, psi, etc; aunque esto no implica que el
esfuerzo sea totalmente igual a la presión. El esfuerzo depende de la dirección en la cual se mide, mientras que
la presión es la misma en todas las direcciones. Otro aspecto importante es que la presión solo actúa de manera
perpendicular. Cabe mencionar que la variación de esfuerzos respecto a la dirección depende de la capacidad que
tiene el material a resistir esfuerzos. Además de que el esfuerzo representa una fuerza interna, ya que al aplicarse
a un cierto punto causa un desbalance de fuerzas internas, y no una fuerza externa como sucede con la presión.

2.6.2. Tensor de esfuerzos
El número que representa el valor de un escalar (tal como temperatura o presión de poro) en un cierto punto
(x1, x2, x3) es independiente del origen y orientación del sistema de coordenadas. Mientras tanto, los números
que representan el valor de un vector (tal como la velocidad v) depende del sistema de coordenadas. Un tensor
(tal como el esfuerzo) depende del sistema de coordenada y dirección para expresar su valor numérico. De forma
convencional en un espacio de m-dimensiones, un tensor de rango n es un objeto matemático que tiene n índices,
mn componentes y obedece ciertas reglas de transformación.
Cuando el vector de Fuerza que actúa sobre un objeto dependen de la posición donde actúan (e) la orientación
(−→n ) y el plano (A), el uso de vectores se vuelve más complejo. En consecuencia se debe utilizar una herramienta
matemática para solucionar este problema y adecuar el vector fuerza en función de orientación y posición. Si se
considera que:

−→
F (e1) =

 F11

F12

F13

 (2.6.7)

En la ecuación (2.6.7), que representa el vector fuerza, los componentes 1, 2, 3 en los subíndices i, j denotarán:
el primer índice la dirección del vector normal unitario y el segundo el componente del vector de fuerza, y ei
denota la posición en la orientación i donde actúan los vectores. La ecuación (2.6.7) solo representa a la posición
1. Si se considera la combinación en tres dimensiones se obtiene:

−→
F (−→n ) = −→n 1

−→
F (e1) +−→n 2

−→
F (e2) +−→n 3

−→
F (e3) (2.6.8)
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La ecuación (2.6.8) esta en función de la posición y dirección. El hecho que el vector fuerza este en función de dos
vectores genera dificultad en utilizar la ecuación (2.6.8). La solución propuesta por Cauchy (1823) fue encontrar
una herramienta matemática para simplificar el problema, el cual matemáticamente se conoce como tensor y en
este caso: tensor de esfuerzos. Si se considera el área donde los vectores actúan y se sustituye la ecuación (2.6.3),
se obtiene:

−→
F (−→n ) = −→n 1A1

 S11

S12

S13

+−→n 2A2

 S21

S22

S23

+−→n 3A3

 S31

S32

S33


Si se considera que los elementos de Áreas donde actúan las direcciones 1, 2 y 3 son iguales y se denota con A,
de manera simplificada se obtiene:

−→
F = A

 S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

T  n1

n2

n3

 (2.6.9)

Donde la matriz de la ecuación (2.6.7) representa el tensor de esfuerzos y matemáticamente transforma el vector
dirección en un vector de fuerza. Si el sistema de coordenadas cambiará, entonces el tensor de esfuerzos cambiaría
de coeficientes y transformaría el vector −→n en un vector

−→
F en el nuevo sistema de coordenadas.

De manera más simple considera un espacio en tres dimensiones con un sistema de coordenadas ortogonal en
dirección 1, 2 y 3, tal como en la figura (2.6). En este sistema actúa un tensor de esfuerzos en un punto dado,
el cual se subdivide en 9 componentes S. El tensor de esfuerzos representa un tensor de rango 2. Los subíndices
indican la dirección donde el esfuerzo está actuando. Los esfuerzos que actúan sobre un cuerpo se dividen en dos
tipos: Esfuerzos normales y Esfuerzos cortantes. Los esfuerzos normales actúan de forma perpendicular
a un plano de la superficie, en la dirección de una coordenada ortogonal. Mientras que los esfuerzos cortantes
actúan de forma tangencial a la superficie del plano perpendicular a la coordenada orthogonal, por lo que en este
sistema de tres dimensiones se tienen nueve componentes que se representan de forma matemática tal como:

S =

 S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

 (2.6.10)

La ecuación (2.6.10) representa un tensor de todos los esfuerzos que actúan en el objeto de la figura (2.6). En
este trabajo se utilizará el símbolo σij para designar la componente del tensor esfuerzos que actúan en dirección
i y una dirección perpendicular al plano j. Tomando en cuenta este nuevo símbolo y sustituyendo en la ecuación
(2.6.10) se tendrá:

σ =

 σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 (2.6.11)

2.6.3. Ecuación de momento lineal
Cuando se tiene un objeto, siempre existirán fuerzas que actúan alrededor de este cuerpo. La clasificación de
estas fuerzas que actúan en el objeto se dividen en dos: Fuerzas de contacto y Fuerzas de cuerpo. Las fuerzas
de contacto son aquellas fuerzas externas que actúan en el objeto para producir una reacción, estas son cero
si se mantienen en un estado de inercia. En geomecánica las fuerzas de contacto son los esfuerzos cortantes y
normales, o bien el tensor de esfuerzos representado por la ecuación (2.6.11).
Las fuerzas de cuerpo son aquellas fuerzas producidas por algún campo de fuerza alrededor del cuerpo y dependen
del tamaño y la distancia, usualmente en geomecánica esta resulta ser la gravedad. Las fuerzas de cuerpo se
representarán mediante el parámetro b. Para establecer un balance de fuerzas que actúan en un cuerpo se utiliza
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Figura 2.6: Representación gráfica de un tensor de esfuerzos. (Espinoza, 2017)

la Segunda Ley de Newton la cual establece que la suma del conjunto de fuerzas que afectan a un cuerpo
debe producir una fuerza resultante igual a la masa del objeto multiplicado por la aceleración que el cuerpo
experimenta. En geomecánica es común que las aceleraciones sean tan pequeñas que se igualan a cero. Las
ecuación de momento lineal en 3 dimensiones que describe este balance de fuerza es:

∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
+
∂σ13

∂x3
+ ρb1 = 0 (2.6.12)

∂σ21

∂x1
+
∂σ22

∂x2
+
∂σ23

∂x3
+ ρb2 = 0 (2.6.13)

∂σ31

∂x1
+
∂σ32

∂x2
+
∂σ33

∂x3
+ ρb3 = 0 (2.6.14)

El desarrollo para llegar a las ecuaciones (2.6.12)-(2.6.14) se encuentra en el Apéndice A.

2.6.4. Deformación
La aplicación de esfuerzos a un objeto resulta en una deformación y un cierto desplazamiento. Para que se efectúe
una deformación en un objeto se requiere un cambio de longitud y orientación relativa en el mismo cuerpo. La
deformación, de forma general, de un cuerpo resultará en el cambio de longitud por unidad de longitud original.
Tal como los esfuerzos, existen dos tipos de deformaciones que una estructura experimenta: Deformación normal
y Deformación cortante. El objetivo de resolver este problema en geomecánica, es calcular el desplazamiento a
cualquier punto de la roca con base en conocimiento de los fuerzas aplicadas en el cuerpo de roca.

2.6.4.1. Deformación en una dimensión

Considera un cuerpo cilíndrico bajo un estado de tensión uniaxial, tal como el de la figura (2.7). En este
cilindro actúa un esfuerzo normal (σx) por lo que el cuerpo sufre una elongación. Es necesario establecer una
relación entre la deformación (ε) con el desplazamiento (ux) causado cuando el cilindro se somete a un esfuerzo
(σx). Si se asume un comportamiento líneal entre el desplazamiento y la distancia de deformación, tal como el
mostrado en la figura (2.8), la pendiente sería la deformación (ε) y se obtiene la siguiente ecuación:
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u1 = ε(x1 − x0) + u0 (2.6.15)

Si se considera que h = x1 − x0, entonces se tiene que la ecuación (2.6.15) se convierte en:

u1 = εh+ u0 (2.6.16)

Si el desplazamiento se pone en forma de función de las distancias recorridas, se tiene que la ecuación (2.6.16)
se convierte a:

u(x0 + h) = εh+ u(x0) (2.6.17)

Despejando ε en la ecuación (2.6.17), se llega a:

ε =
u(x0 + h)− u(x0)

h
(2.6.18)

Si se toma que el límite de h tiende a cero, la ecuación (2.6.18) se transforma a:

ε =
∂u

∂x
(2.6.19)

La ecuación (2.6.19) representa el cambio de longitud entre dos puntos, o el desplazamiento, dividido entre la
longitud de referencia o longitud original. Esta deformación es una deformación normal, ya que en la figura (2.7)
se observa como actúa un esfuerzo normal al plano y en la dirección x. Para ser congruente con la definición
previa acerca de como se considerarán las deformaciones respecto a la dirección del esfuerzo aplicado, ya que se
tiene un esfuerzo por tensión la ecuación (2.6.19) se convertirá en:

ε = −∂u
∂x

(2.6.20)

Cuando se tenga un esfuerzo por compresión la ecuación (2.6.19) será la indicada para determinar la defor-
mación.

Figura 2.7: Cilindro bajo un estado de tensión unixial.
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Figura 2.8: Gráfica de la relación entre desplazamiento y distancia.

2.6.4.2. Deformación en dos dimensiones

En el ejemplo anterior solo se observó el comportamiento de una deformación normal. Como se mencionó
existe otro tipo de deformación llamada deformación cortante, la cual describe el cambio de ángulo interno
entre dos direcciones, que inicialmente eran ortogonales. Esta deformación se observa mejor en una figura en
dos dimensiones, tal como en la figura (2.9), en la cual se observa un cuerpo inicial con configuración de
referencia ABCD que al exponerse a los dos tipos de esfuerzos se deforma, obteniéndose un cuerpo con la nueva
configuración abcd.
El objetivo es obtener una ecuación que relacione las deformaciones normal y cortante. Así que si se define la
deformación de otra manera; se tiene que a lo largo de un eje la deformación es la relación entre el cambio de
longitud entre la longitud original, por lo que de acuerdo a esta definición y las coordenadas de la figura (2.9)
se tiene que:

εx =
|ab| − |AB|
|AB|

(2.6.21)

Si se despeja |ab| de la ecuación (2.6.21) y considerando que |AB| = dx se tiene:

|ab| = (εx + 1)dx (2.6.22)

donde |ab| representa la distancia entre dos puntos; si se utiliza esta definición, se tiene que:

|ab| =
√
ab2x + ab2y (2.6.23)

Buscando las equivalencias de abx y aby en la figura (2.9) y asumiendo que ux = u y uy = v, se observa que:

abx = bx − ax = dx+
∂u

∂x
dx (2.6.24)

aby = by − ay =
∂w

∂x
dx (2.6.25)

Sustituyendo esta definición en la ecuación (2.6.23), igualando a la ecuación (2.6.22) y despejando la raíz
cuadrada de la ecuación (2.6.23) se llega a:(

dx+
∂u

∂x
dx

)2

+

(
∂w

∂x
dx

)2

= [(εx + 1)dx]
2 (2.6.26)
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Cuando se deforma un cuerpo lo hace en proporción al material del que está hecho, por lo que una goma
común tendrá mayor deformación al de una roca; incluso se observa de forma visible, algo que no sucede en
el caso de las rocas. De acuerdo a esta lógica es posible asumir que las deformaciones de las rocas son mucho
más pequeñas que las dimensiones del cuerpo de roca. Esta consideración se basa en la teoría de deformación
infinitesimal. Asumiendo que las deformaciones tienen magnitudes muy pequeñas o bien |∇u| � 1 , despejando
dx y expandiendo los binomios al cuadrado, la ecuación (2.6.26) se convierte en:

εx =
∂u

∂x
(2.6.27)

Y si esto se realiza en el eje y, entonces se tiene que:

εy =
∂w

∂y
(2.6.28)

La ecuación (2.6.27) y (2.6.28) muestran que la deformación se mide en la misma dirección aplicada. Por lo que
si el cuerpo se deforma en tres dimensiones, simplemente se agrega el desplazamiento expresado por la ecuación
(2.6.28). Ahora falta determinar la ecuación que calcula la deformación cortante o la deformación del ángulo
interno de la nueva configuración abcd, el cual se representará por 2εxy el cual representa la deformación entre las
direcciones x y, y que inicialmente eran ortogonales. Se sabe que el ángulo interno de una esquina del cuadrado
es 90° y que se tienen dos igualdades:

90°− 2εxy = 90°− (β + α) (2.6.29)

Reduciendo la ecuación (2.6.29) se llega a:

2εxy = (β + α) (2.6.30)

Pero aún quedan por definir β y α. Tomando la definición de tangente se tiene que:

α = tan−1

(
∂w
∂x dx

∂u
∂xdx+ dx

)
(2.6.31)

Debido a que las deformaciones son muy pequeñas (como se mencionó anteriormente) es posible plantear la
relación trigonométrica siguiente:

tan(θ) ≈ θ (2.6.32)

Sustituyendo la relación (2.6.32) en la ecuación (2.6.31) y factorizando dx , la ecuación ( 2.6.31) resulta en:

α =
∂w
∂x

∂u
∂x + 1

(2.6.33)

Se observa que en el denominador de la ecuación (2.6.33) hay una suma de un derivada con el número uno; si
también se considera que las deformaciones son pequeñas (más pequeñas que el valor 1), se llega a:

α =
∂w

∂x
=
∂uy
∂x

(2.6.34)

Siguiendo la misma lógica con β :

β =
∂u

∂y
=
∂ux
∂y

(2.6.35)

Entonces sustituyendo la ecuación (2.6.34) y (2.6.35) en la ecuación (2.6.30) , se obtiene:
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εxy =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
(2.6.36)

La ecuación (2.6.36) representa la deformación cortante que se tiene en los ejes xy y. Para un sistema en 3
direcciones se tendría:

εx =
∂ux
∂x

(2.6.37)

εy =
∂uy
∂y

(2.6.38)

εz =
∂uz
∂z

(2.6.39)

εxy = Γxy =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
(2.6.40)

εxz = Γxz =
1

2

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
(2.6.41)

εyz = Γyz =
1

2

(
∂uz
∂y

+
∂uy
∂z

)
(2.6.42)

Figura 2.9: Deformación geométrica en dos dimensiones. (Sanpaz, 2008)

2.6.5. Tensor de Deformación
De la misma forma que al tensor de esfuerzo, es posible representar las deformaciones como un tensor en el cual los
elemento de la diagonal contribuyen a una deformación volumétrica, mientras que los otros elementos contribuyen
a la deformación cortante. Utilizando como componentes las relaciones de ecuaciones (2.6.37)-(2.6.42), se deriva
el tensor siguiente:
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ε =

 εx Γxy Γxz
Γxy εy Γyz
Γxz Γyz εz

 (2.6.43)

Del tensor (2.6.43) se obtiene la expresión siguiente para la deformación volumétrica como:

εvol = εx + εy + εz (2.6.44)

La ecuación (2.6.44) representa la traza del tensor (2.6.43), el cual representa una medida de la deformación
volumétrica de la roca. Es importante mencionar que debido a que la traza es un invariable en cualquier matriz,
entonces la deformación volumétrica también es un invariante, por lo que si el sistema de coordenadas cambiara,
la traza del tensor en el nuevo sistema de coordenadas sigue teniendo el mismo valor . Elegir una ecuación
constitutiva depende de los cambios de la deformación, magnitud de los esfuerzos y de la tasa de aplicación de
esfuerzos, entre otros factores.

2.6.6. Ecuación constitutiva: relación esfuerzo-deformación
En física e ingeniería, una ecuación constitutiva es una relación entre dos cantidades físicas que son específicas
de un material o substancia, y aproxima una respuesta del material hacía un estímulo externo, que usualmente
son fuerzas. En este caso la ecuación constitutiva determinará la deformación de un sólido como respuesta de un
esfuerzo aplicado. La relación constitutiva más sencilla para sólidos es la de modelar un material isótropo con
elasticidad lineal, tal como se muestra en la figura (2.10), en la que los esfuerzos y deformaciones están rela-
cionados linealmente por un coeficiente constante y la deformación es reversible. Esto se conceptualiza mediante
la Ley de Hooke que establece:

F = −K4x (2.6.45)

La ecuación (2.6.45) sirve para establecer una relación lineal entre una fuerza, F , aplicada a un resorte y el
desplazamiento del resorte, 4x, a distintas fuerzas donde la constante de proporcionalidad, K, determina la
medida en que se va a deformar el resorte acorde a una fuerza aplicada. Una prueba mecánica real se presenta
en la figura (2.11) donde se muestra como se comporta una roca bien cementada, en la cual durante un rango
de esfuerzos aplicados se observa un comportamiento elástico. Conforme un esfuerzo axial es aplicado a la roca
tal como se muestra en la figura (2.11), al inicio se presenta una curvatura debido a una diferencia de carga
que ocurre por el cierre de microfracturas. Una vez que esas microfracturas están cerradas (aproximadamente a
un esfuerzo de 9 MPa en este ejemplo), la roca exhibe un comportamiento elástico lineal hasta que alcanza un
esfuerzo cerca de 45 MPa. A este punto, el esfuerzo aplicado a la roca es tan largo que empieza a dañar a la roca
en forma permanente o dicho de otra forma, presenta una deformación plástica. Este último comportamiento ya
no representa un comportamiento lineal pero si el de una roca real y es posible alcanzar este estado en diversas
operaciones. La pendiente que se muestra en la figura (2.10) y figura (2.11) para el comportamiento elástico es
el Módulo de Young, E.
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Figura 2.10: Ilustración de la ley constitutiva elástica. En la figura izquierdo se muestra un modelo físico análogo,
en el centro, modelos de roca ideal y en la derecha, modelos de roca real. (Zoback, 2007)

Antes de realizar la analogía de la Ley de Hooke y usarla es necesario entender los coeficientes que se usan
normalmente en geomecánica. Para esto considera un sólido prismático con longitud L al cual se le aplica un
esfuerzo σ33 en la dirección 3 (figura (2.12)). La cara del fondo del objeto no se permite mover en la dirección
de 3 pero puede expandirse hacia los lados. Las otras cuatro caras son libres de moverse en todas direcciones.
Notesé que la cara de arriba también se deforma en las direcciones 1 y 2. El Módulo de Young se define como la
relación entre el esfuerzo aplicado , σ33, y la deformación resultante (en la dirección del esfuerzo aplicado), ε33.

E =
σ33

ε33
(2.6.46)
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Figura 2.11: Datos típicos de laboratorio de pruebas esfuerzo-deformación para rocas bien cementadas, en
condiciones de deformación. (Zoback, 2007).

La ecuación (2.6.46) representa el Módulo de Young, el cual mide la rigidez de un material sólido. Notesé que
si se mantiene constante el valor del esfuerzo, σ33, y se varía la deformación, ε33, se obtiene que en valores altos
de deformación se tendrían valores bajos del Módulo de Young, por lo que se requiere menos esfuerzo para tener
estas deformaciones. En el caso contrario, valores bajos de deformación crean valores altos del Módulo de Young,
lo cual se interpreta que como queel sólido requiere mayor esfuerzo para deformase. Como se menciono al inicio
de este capítulo, el fenómeno de erosión causa que la roca pierda masa y entonces las propiedades mecánicas
carezcan de valor, por lo que tomando en cuenta la ecuación (2.6.1) y considerando que el parámetro geomecánico
es igual al Modulo de Young, pg = E, se tiene que:

E = E(1− φ) (2.6.47)

De la ecuación (2.6.47) se tiene que E es el módulo de Young de la matriz, mientras que E es el módulo de
Youngo del medio poroso. Si se observa la figura (2.12) se observa que el Módulo de Young se obtiene de
manera uniaxial, o sea cuando se aplica un esfuerzo solo en una dirección, pero en realidad cuando se tiene
un objeto tridimensional la deformación no ocurre solamente en un eje. Es decir, se requiere una relación que
mida la deformación relativa de un eje con respecto a los otros ejes para tener una medida de la variación
de la deformación en diferentes direcciones. Es muy probable que el sólido tenga que alargarse en la dirección
perpendicular al esfuerzo aplicado. La relación de Poisson se define como la división negativa entre la deformación
perpendicular al esfuerzo aplicado , ε11, (ó ε22) y la deformación en la dirección del esfuerzo aplicado ε33.

vp = −ε11

ε33
(2.6.48)
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Otra forma de ver la ecuación (2.6.48) es como la relación entre la deformación latitudinal y la deformación
longitudinal. De manera general el rango de valores que se tiene para la relación de Poisson se encuentra entre
0 y 1

2 . Otros parámetros usados en elasticidad lineal son los parámetros de Lamé el cual también caracterizan el
comportamiento elástico lineal de un sólido isótropo en deformaciones pequeñas. El primero es conocido como
el primer parámetro de Lamé (λl), los cuales también caracterizan por completo el comportamiento elástico
lineal de un sólido isótropo en deformaciones pequeñas. El segundo parámetro es el módulo de corte (G) el cual
representa la relación entre el esfuerzo de corte (σ12) y la deformación del sólido (ε12) debido al cizallamiento.
El módulo de corte es una medida análoga al módulo de Young, con la única diferencia que el primero es para
esfuerzos cortantes mientras que el segundo es para esfuerzos normales. El módulo de corte se define como:

G =
1

2

(
σ12

ε12

)
(2.6.49)

Las constantes elásticas tienen relaciones entres ellas (Fjaer (2019)); basta con conocer dos para obtener una
nueva. Por lo que los parámetros de Lamé también se definen como:

λl =
vpE

(1 + vp)(1− 2vp)
(2.6.50)

y

G =
E

2(1 + vp)
(2.6.51)

Figura 2.12: Compresión de un sólido con comportamiento isótropico y elasticidad lineal por medio de un esfuerzo
no confinado. (Espinoza, 2017)

Con estos parámetros es posible obtener una relación constitutiva entre la deformación y el esfuerzo en tres
dimensiones. La primer suposición que se emplea es que el medio se deforma de la misma manera sin importar
las direcciones; cuando un objeto se comporta así, se dice que es un medio isótropo. El considerar un medio
isótropo en tres direcciones simplifica las ecuaciones, ya que solo se tendrá un módulo de Young y una relación
de Poisson para las tres direcciones. Considerando que el medio es isótropico y que el comportamiento de la roca
es elástica, se obtiene que:

E =
σ11

ε11
=
σ22

ε22
=
σ33

ε33
(2.6.52)

y
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vp = −ε11

ε22
= −ε11

ε33
(2.6.53)

La deformación en la dirección ε11 debido a los esfuerzos en las tres direcciones principales:

ε11 = ε11σ11
+ ε11σ22

+ ε11σ22
(2.6.54)

Sustituyendo las ecuaciones (2.6.52) y (2.6.53) en la ecuación (2.6.54) se obtiene:

ε11 =
σ11

E
− σ22vp

E
− σ33vp

E
(2.6.55)

Con la ecuación (2.6.55), la generalización de las ecuaciones de los módulos de Young y relaciones de Poisson
en todas direcciones dan como resultado: ε11 = σ11

E −
σ22vp
E − σ33vp

E
ε22 = σ22

E −
σ11vp
E − σ33vp

E
ε33 = σ33

E −
σ11vp
E − σ22vp

E

(2.6.56)

Para los esfuerzos cortantes con la ecuación (2.6.49) llegaría a: ε12 = σ12

2G
ε13 = σ13

2G
ε23 = σ23

2G

(2.6.57)

Si se substituye la definición (2.6.51) de la ecuación anterior (2.6.57) se convierte a:
ε12 =

σ12(1+vp)
E

ε13 =
σ13(1+vp)

E

ε23 =
σ23(1+vp)

E

(2.6.58)

Las ecuaciones (2.6.56) y (2.6.57) se representan de forma matricial (conocida como notación de Voigt) de la
forma siguiente: 

ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε13

2ε23

 =



1
E − vpE −vpE 0 0 0
−vpE

1
E −vpE 0 0 0

−vpE − vpE
1
E 0 0 0

0 0 0
2(1+vp)

E 0 0

0 0 0 0
2(1+vp)

E 0

0 0 0 0 0
2(1+vp)

E




σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23

 (2.6.59)

De forma matricial se tiene: ε = Dσ; si se deseara expresar las ecuaciones (2.6.56) y (2.6.57) de tal forma
que el esfuerzo sea la variable dependiente, entonces se obtiene la inversa de D:


σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23

 =
E

(1 + vp)(1− 2vp)



1− vp vp vp 0 0 0
vp 1− vp vp 0 0 0
vp vp 1− vp 0 0 0

0 0 0
(1−2vp)

2 0 0

0 0 0 0
(1−2vp)

2 0

0 0 0 0 0
(1−2vp)

2




ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε13

2ε23

 (2.6.60)

Usando la ecuación (2.6.50) y (2.6.51), y sustituyendo a la ecuación (2.6.60) se tiene:
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

σ11 = (λl + 2G)ε11 + λlε22 + λlε33

σ22 = (λl + 2G)ε22 + λlε11 + λlε33

σ33 = (λl + 2G)ε33 + λlε22 + λlε11

σ12 = 2Gε12

σ13 = 2Gε13

σ23 = 2Gε23

(2.6.61)

La ecuación (2.6.61) se representa de manera más compacta como:

σ = 2Gεij + λlεkkδij (2.6.62)

El parámetro δij de la ecuación (2.6.62) representa el delta de Kronecker, que es una función de dos variables,
el cual cumple con las características siguientes:

δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

(2.6.63)

2.6.7. Esfuerzo efectivo
Las discusiones previas de la roca y sus propiedades mecánicas ignoran el hecho de que son porosas y que están
llenas de fluidos que ejercen una presión sobre la roca. El fluido que se encuentra en el poro es usualmente agua,
aceite y/o gas. El fluido que se encuentra en los poros afecta la forma en que fallan las rocas: debido al efecto
mecánico que genera la presión del poro y a la interacción química entre la roca y el fluido. En este trabajo
solo se discutirá el primer caso. Con respecto al efecto mecánico generado por la presión del poro, es plausible
mencionar que esta presión la cual actúa hacia fuera, o de manera perpendicular, en algún momento actúa como
un esfuerzo de tensión. Sin embargo, en una roca con comportamiento isótropico, este efecto debe ser el mismo
en cualquiera de las tres direcciones ortogonales. De esta manera Terzaghi (1936), propuso que la falla de una
roca se controlará mediante los esfuerzos efectivos, σ′.
Las consideraciones que utilizó para desarrollar este principio son las siguientes:

1. El suelo es homogéneo (uniforme en composición) e isotrópico (misma propiedad física en dirección).

2. El suelo esta totalmente saturado de un fluido.

3. Las partículas de sólido son incompresibles.

4. La compresión y el flujo ocurren en una dirección.

5. Las deformaciones en el suelo son relativamente pequeñas.

6. La Ley de Darcy es válida para todos los gradientes hidráulicos.

7. El coeficiente de permeabilidad y coeficiente de compresión volumétrica permanecen constante durante el
proceso.

8. Existe una relación única, independiente del tiempo, entre el esfuerzo efectivo y la porosidad.

En este trabajo las suposiciones 7 y 8 se modificarán debido a que la formación se someterá a un proceso donde
la caída de presión e incremento de porosidad generan un cambio de permeabilidad y compresión volumétrica
en el medio. Para entender este concepto, observa en la figura (2.13) puede observarse que existe un medio
poroso saturado con agua, el cual está sujeto a un tensor de esfuerzos total y a la presión de poro. El tensor de
esfuerzos total es como se muestra en la ecuación (2.6.11), mientras que la presión de poro solo ejerce esfuerzos
normales, ya que la presión de los fluidos no actúa de manera cortante; se describe con la expresión siguiente:
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pp =

 pp 0 0
0 pP 0
0 0 pp

 (2.6.64)

Otra forma de expresar a la ecuación (2.6.64) es como ppδij donde , δij , representa el delta de Kronecker. La
diferencia entre el tensor de esfuerzos y presión del poro tendrá como resultado el tensor esfuerzos que soportan
los granos de rocas por si mismo, a este esfuerzo se le conoce como esfuerzo efectivo. Así que el esfuerzo efectivo
descompone los esfuerzos que actúan en la roca en un sistema de esfuerzos internos que se aplican al medio
poroso. Entonces utilizando las ecuaciones (2.6.11) y (2.6.64) se obtendrá la expresión siguiente:

σ′ =

 σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

−
 pp 0 0

0 pp 0
0 0 pp

 =

 σ11 − pp σ12 σ13

σ21 σ22 − pp σ23

σ31 σ32 σ33 − pp

 (2.6.65)

Pero al igual que el modulo de Young, conforme el fenómeno de arenamiento empiece a erosionar la roca,
entonces los parámetros geomecánicos carecen de valor. Introduciendo la ecuación (2.6.1) en la ecuación (2.6.65)
se obtendrá:

σ′ = (1− φ)σ′ = (1− φ)

 σ11 − pp σ12 σ13

σ21 σ22 − pp σ23

σ31 σ32 σ33 − pp

 (2.6.66)

Figura 2.13: Tensor de Esfuerzo Efectivo (Espinoza, 2017)

2.6.8. Círculos de Mohr
Los círculos de Mohr son una representación gráfica en dos dimensiones del plano de esfuerzos que actúa sobre
un medio. Esta representación gráfica es muy útil, ya que te permite visualizar la relación entre los esfuerzos
normales y esfuerzos cortantes que actúan en varios planos en un punto del medio sometido a esfuerzos. Se tiene
la siguiente figura (2.14) en la que se muestra una prueba “triaxial” en la que actúan dos esfuerzos sobre un
cuerpo de roca. Cuando la fuerza compresiva generada por los esfuerzos sobrepasa la resistencia de compresión
de la roca, la roca se fractura y crea un plano de falla. Por lo que los círculos de Mohr descomponen la fuerza
compresiva en un esfuerzo normal y un esfuerzo cortante que actúan sobre el plano de falla.
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Figura 2.14: Diagrama de esfuerzos de una prueba triaxial. (Zoback, 2017)

Se tiene un esquema como el de la figura (2.15), en el que se observa que el cuerpo de roca está sometido a una
situación similar al de una prueba “triaxial”. De acuerdo a la segunda Ley de Newton, que estipula que el conjunto
de fuerzas resultantes que actúan en cuerpo es igual a la masa del cuerpo multiplicada por su aceleración:

n∑
i=1

F̄i = m−→a (2.6.67)

De la figura (2.15), si se requiere obtener la relación entre las esfuerzos generados en las Áreas Ax y Ay conside-
rando deformaciones muy pequeñas, la aceleración se aproxima a cero por lo que la ecuación (2.6.67) se iguala
a cero. Evaluando el equilibrio de fuerzas en el eje x:

n∑
i=1

F̄x = −σxAx − τnAnsen(θ) + σnAncos(θ) = 0 (2.6.68)

Y para el equilibrio de fuerzas en el eje y:

n∑
i=1

F̄y = −σyAy + τnAncos(θ) + σnAnsen(θ) = 0 (2.6.69)

Donde An es el área normal donde actúa el esfuerzo normal (σn) al plano incliando a θ grados.Considerando
que Ax = Ancos(θ) y que Ay = Ansen(θ), reescribiendo las ecuaciones (2.6.68) y (2.6.69), y despejando An se
tiene:

−σxcos(θ)− τnsen(θ) + σncos(θ) = 0 (2.6.70)

−σysen(θ) + τncos(θ) + σnsen(θ) = 0 (2.6.71)

Multiplicando cos(θ) con la ecuación (2.6.70), sen(θ) con la ecuación (2.6.71) y sumando ambas se llega:

−σxcos2(θ)− τncos(θ)sen(θ) + σn = 0 (2.6.72)

Y considerando las relaciones trigonométricas siguientes:

cos2(θ) =
1 + cos(2θ)

2
(2.6.73)

sen2(θ) =
1− cos(2θ)

2
(2.6.74)
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Se obtiene:

σn =
(σx + σy)

2
+

(σx − σy)

2
cos(2θ) (2.6.75)

Si se analizan las ecuaciones (2.6.70) y (2.6.71), se observa que para obtener el esfuerzo cortante en el plano
de la figura (2.15) se debe de multiplicar por sen(θ) con la ecuación (2.6.70) y cos(θ) con la ecuación (2.6.71)
para restarlos y obtener:

τn = − (σx − σy)

2
sen(2θ) (2.6.76)

Las ecuaciones (2.6.75) y (2.6.76) representan ecuaciones paramétricas que se utilizarán para formar los círculos
de Mohr tal como el de la figura (2.16) y tener una idea gráfica acerca del fenómeno. En esas ecuaciones σn y
τn son las coordenadas mientras que 2θ es el parámetro, por lo que se obtendría la ecuación siguiente:[

σn −
(σx + σy)

2

]2

+ τ2
n =

[
(σx − σy)

2

]2

(2.6.77)

Figura 2.15: Objeto sujeto a esfuerzos normales y cortantes.

Figura 2.16: Círculo de Mohr en dos dimensiones. (Antico y Pezotti, 2008)
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2.6.9. Criterio de falla de Mohr-Coulomb
Cuando se discute acerca de la resistencia de la roca, este se refiere a la habilidad del material de resistir la
deformación y de su fracturamiento, por medio de las propiedades de cohesión y fricción interna. El criterio más
simple y usado es el propuesto por Coulomb C. A. (1973) , mediante sus estudios experimentales de fricción,
encontró que la falla de la roca ó el suelo toma lugar a lo largo del plano debido al esfuerzo cortante (τ). Para
la falla de superficies soldadas, encontró dos fenómenos: El primero; donde la falla se resiste por una fuerza de
tipo fricción donde la magnitud es proporcional al esfuerzo normal (σ) que actúa en el plano y la multiplicación
de una constante (µf ), y el segundo; que la falla de la roca no se manifestaba hasta que se venciera una fuerza
inicial o bien una fuerza interna cohesiva del material (C). El resultado fue encontrar un modelo matemático
que obtenga la combinación de valores de esfuerzos cortantes y normales que produzcan una falla en el material.
De la figura (2.17) se observa la representación del criterio de Mohr-Coulomb, la realización de esquema se
obtiene a través de una prueba triaxial o de corte, siendo la primera la más común, donde se obtienen los ángulos
de plano de falla y la cohesión de la roca. Al gráficarlos se obtiene un diagrama similar al de la figura (2.17),
donde se obtiene los puntos del círculo de Mohr, si la línea recta toca el círculo entonces la roca falla. De la
figura (2.17) se obtiene la relación siguiente:

τ = σtan(φ) + C (2.6.78)

La ecuación (2.6.78) representa el criterio de falla de Mohr-Coulomb, el cual describe una relación lineal entre
esfuerzo cortante y normal, donde c es la cohesión, e intercepta en el eje y, tal parámetro refleja que en la
ausencia de una esfuerzo normal, se requiere un esfuerzo cortante finito para iniciar una falla en la roca.
El ángulo que se forma en el eje σ está dado por φ que representa el ángulo de la fricción. Savage et al.
(1996) argumentaron que este efecto es causado por las fuerzas de fricción actuando a lo largo de porciones de
microescala en la superficie de la fractura. En efecto es posible establecer el criterio de Mohr-Coulomb en la
forma siguiente:

τ = σµf + C (2.6.79)

La ecuación (2.6.79) incluye el término de µf que es el coeficiente de fricción, el cual depende de la pendiente
de la gráfica. Empleando la figura (2.17), el criterio de Mohr-Coulomb establece que un estado de esfuerzos
inferior al establecido por la línea AL no generará una falla en ningún plano. Si los esfuerzos principales son
tales que “tocan” la línea de falla, entonces la roca fallará de forma cortante. Círculos que se extienden arriba
de la línea de falla no están permitidos porque el estado de falla en la roca podría ocurrir antes de que la roca
haya desarrollado ese estado de esfuerzos. De manera matemática la falla de la roca no ocurrirá hasta que :

τ > σµf + C (2.6.80)

Otra forma (muy útil) de representar la ecuación (2.6.78) es observar la figura (2.17), en la que se tiene que
|CP | = (|AO|+ |OC|) sen(φ) y considerando el cambio de σx y σy por σ1 y σ3, se obtiene:

1

2
(σ1 − σ3) =

[
cot(φ)C +

1

2
(σ1 + σ3)

]
sen(φ) (2.6.81)

1

2
(σ1 − σ3) = cos(φ)C +

1

2
(σ1 + σ3) sen(φ) (2.6.82)

Entonces si se consideran los términos siguientes:
σm = 1

2 (σ1 + σ3), τm = 1
2 (σ1 − σ3)

Sustituyendo estos términos en la ecuación (2.6.82) el criterio de falla se representaría como:

τm = cos(φ)C + σmsen(φ) (2.6.83)
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Figura 2.17: Diagrama de Mohr, con curva de falla con la línea AL. La falla ocurrirá en este plano específico con
un ángulo β , marcado por la línea CP. (Jaeger et al, 2007)

2.6.10. Cohesión
La cohesión tiene un significado físico y uno geológico, donde el concepto de interés es el geológico, ya que
este concepto tiene relación con los yacimientos que tienden a producir arena, o bien yacimientos relativamente
jóvenes que no se sometieron a los procesos físicos-químicos que desarrollan una fuerte cohesión entre los granos
de roca. Así que la cohesión es el componente de la resistencia a esfuerzos cortantes de una roca, el cual es
independiente de la fricción interpartícula. Esto quiere decir que la fricción entre granos de roca no se considera
parte de la cohesión, por lo que los fenómenos de estática no cuantifican esta definición. De manera general se
distinguen dos tipos de cohesión, que cual son la verdadera y aparente, conformanadas como sigue:

La cohesión verdadera es causada por:

1. Fuerzas electroestáticas en arcillas sobreconsolidadas.

2. Cementación, causada por la precipitación de minerales durante la diagénesis, tales como Fe2O3, CaCO3

, NaCl, etc.

La cohesión aparente se genera por:

1. Presión capilar negativa (causada por el fenómeno de mojabilidad).

2. La respuesta de la presión del poro generada durante la producción.

Plumb et al. (1994) encontró una relación entre la cohesión y la porosidad, donde menciona que a menor porosidad
(las cuales tienden a pertenecer a rocas de edad madura) la cohesión tiende a ser mayor, o bien la roca está bien
compactada, debido a que se sometió a más procesos físicos-químicos que generaron un proceso de cementación
adecuado. Por el contrario, las rocas con porosidad alta, las cuales tienden a ser rocas con edad relativamente
joven, no tienden a estar bien compactadas debido a que no estuvieron sometidas por el tiempo necesario para
una cementación adecuada; por esto algunas veces los yacimientos presentan flujo de granos sólidos cuando se
empiezan a producir por primera vez. Es importante entender esta relación, ya que la variación de la porosidad
debido a la producción de sólidos que provienen de la matriz conforme avanza pasa el tiempo de producción, se
relaciona con el incremento en la debilidad de la formación..
De acuerdo con este análisis, Rumpf et al. (1995) describe una simple ley de daño, en el que describe que la
cohesión tiene una relación con la porosidad:

C = C̄(1− φ) (2.6.84)
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La ecuación (2.6.84) ya tiene introducido el concepto del daño interno generado por el fenómeno de erosión,
o bien el que representa la ecuación (2.6.1). Si este criterio es aplicado al criterio de falla de Mohr-Coulomb y se
sustituye en la ecuación (2.6.79), se llega a:

τ = σµf + C̄(1− φ) (2.6.85)

La ecuación (2.6.85) se refiere al criterio de falla de Mohr-Coulomb que permite analizar la falla conforme la
roca está perdiendo matriz de roca, la porosidad aumenta y la cohesión empieza a disminuir.

2.6.11. Esfuerzos Locales
La teoría de esfuerzos describe a un yacimineto bajo a un sistema de esfuerzos in-situ (esfuerzo vertical

(σv) esfuerzo horizontal máximo (σH) y esfuerzo horizontal mínimo (σh)). El problema del sistema de esfuerzos
in-situ es que no concuerda con el sistema de esfuerzos que se desarrolla en la perforación del pozo. Al perforar
se altera de forma física, química, termodinámica e hidráulica al sistema de esfuerzos alrededor del yacimiento
y el sistema de esfuerzos in-situ se redistribuye a un sistema de esfuerzos locales. El nuevo sistema de esfuerzos
local se encuentran tal como en la figura [2.18], donde muestra los esfuerzos alrededor de la pared del pozo
descritas por el: esfuerzo radial (σr), esfuerzo tangencial (σθ) y esfuerzo axial (σa).

De acuerdo a Pasic et al. (2007) los esfuerzos locales que resultan de la combinación de los esfuerzos in-situ
y efectos hidraúlicos en la pared del pozo (r = rw) se describen de la forma siguiente:

σr = pwf (2.6.86)

σθ = (σx − σy)− (σx − σh) cos (2θ)− pwf (2.6.87)

De acuerdo a las ecuaciones anteriores y la figura [2.18], se observa que el esfuerzo radial (σr) actúa en
todas las direcciones perpendiculares del pozo, ó bien depende de la presión de fondo del pozo, mientras que el
esfuerzo tangencial (σθ) es una combinación de esfuerzos que rodean al pozo y es el más perturbado durante la
producción.
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Figura 2.18: Pozo con un sistema de esfuerzos locales alrededor del pozo y yacimiento. (Pasic et al. 2007)



Capítulo 3

Modelo Hidromecánico

Esta sección examinan los aspectos hidromecánicos de la producción de arena y fluidos. Los procesos que se
encuentran en la producción de arena están asociados con el transporte de sólidos y fluido, interacción roca/fluido,
y deformación de la roca. En esta sección se describe el primer y tercer fenómeno. La inestabilidad hidromecánica
se debe a la erosión interna de la roca, la cual se manifiesta debido al desacoplamiento y transferencia de las
partículas de sólidos en la roca, causadas la fuerza de fricción generada por el fluido en contacto con las partículas
desprendidas de sólidos. La propuesta presentada la desarrollaron Vardoulakis et al. (1996), el cual menciona
que este estudio es determinístico y está basado en la teoría de mezcla de tres fases para un medio continuo,
que se conforman por sólidos, sólidos móvibles y fluido. En la deformación de la roca se considera que el flujo es
radial y hay una simetría radial alrededor del eje del pozo; bajo estas condiciones cualquier deformación en el
pozo se considera en un plano normal al eje del pozo. En este trabajo el esqueleto del sólido es deformado por
el campo de esfuerzos, y la deformación no afecta las condiciones de flujo.

3.1. Modelo matemático
Se considera un elemento de volumen de un medio poroso saturado (dV ), tal como se muestra en la figura
(3.1). El volumen esta compuesto de tres partes: Sólido (s), fluido (ff), y sólidos móviles (fs) con masa dMs ,
dMff , dMfs y volumen dVs, dVff y dVfs, respectivamente, tal como se muestra en la figura (3.1). El símbolo
dVv indica el volumen de los espacios de poros interconectados, que esta saturado con una mezcla de fluido y
partículas movibles:

dVv = dVff + dVfs (3.1.1)

Se considera que las partículas móvibles son partículas en suspensión que se mueven con el fluido. Cualquier
partícula libre que está atrapado en el espacio poroso será considerado de la fase sólida. También se considera
que el fluido y las partículas móviles tienen la misma velocidad en cualquier instante. La parte sólida se considera
inamovible. De acuerdo con estas premisas se obtiene:

vfsi = vffi = v̄i (3.1.2)

vsi = 0 (3.1.3)

Lo anterior expresa que las partículas de sólidos solo presentan dos estados: el primero donde tienen velocidad
cero y son consideradas como la parte sólida, y el segundo cuando se tiene la misma velocidad de fluido y se
considera parte de la mezcla.
La fracción de volumen de los poros se expresa como porosidad absoluta:

45
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φ =
dVv
dV

(3.1.4)

La concentración de sólidos móviles está indicada de la forma siguiente:

c =
dVfs
dVv

(3.1.5)

Se considera que las variables φ y c están en función de espacio (xi) y tiempo (t). La ecuación (3.1.5) establece
una relación entre los volúmenes del sólido móvil y volumen de la mezcla, por lo que será un término asociado
a la saturación del medio poroso.
Las densidades de la fase de fluido (ρff ) y fase sólido móvible (ρfs), se definen en la forma siguiente:

ρf =
dMff

dVff
(3.1.6)

ρs =
dMfs

dVfs
=
dMs

dVs
(3.1.7)

Es importante mencionar que ρs = ρfs. La densidad parcial de la mezcla es:

ρ̄ =
dMff + dMfs

dVff + dVfs
(3.1.8)

Sustituyendo las ecuaciones (3.1.5), (3.1.6) y (3.1.7), en la ecuación (3.1.8) resulta en:

ρ̄ = (1− c)ρf + cρs (3.1.9)

La ecuación (3.1.9) define la densidad de la mezcla, donde a mayor concentración existe una mayor influencia
del sólido. Definiendo la densidad parcial de la fase del sólido movible:

ρfs =
dMfs

dV
= cφρs (3.1.10)

La velocidad de descarga de la mezcla está definida como:

vD =
dV

dSdt
(3.1.11)

Donde dV es el volumen de flujo a través de la área seccional dS en un tiempo dt. La variable vD refiere a
la velocidad de Darcy, que representa la velocidad que tiene el flujo de un fluido través del medio poroso.

Figura 3.1: Representación de las fases en el volumen de control. (Wan, 2002)
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3.2. Ley de Conservación de Masa
En esta sección se desarrollarán las ecuaciones de balance de materia para después modelar el flujo de la fase
sólida, partículas movibles y fluido. La ley de conservación de masa postula que la materia en un sistema aislado
no se crea ni se destruye, lo cual requiere que las cantidades de masa en tiempo y espacio, siempre sean las
mismas.

3.2.0.1. Relación de la Masa con un Volumen de control

Se define el volumen de control con la siguiente letra Ω, con una superficie ∂Ω. La ley de conservación de masa
formula que el cambio de masa en Ω es igual a la diferencia entre la cantidad de la masa que entra al sistema
Ω y la cantidad de masa que ha salido del sistema Ω. En este caso el volumen de control Ω es una roca porosa
saturada de un fluido y sólidos móviles. Se define al volumen de control Ω con un volumen y posición fijo.
La densidad relaciona la masa y volumen, y será propiedad tanto del sólido como del fluido:

ρ =
m

VΩ
(3.2.1)

La densidad es una propiedad intensiva y está definida en cualquier región del sistema Ω, en el caso de que el
yacimiento sea grande ó bien Ω sea grande, la densidad y la porosidad podrían variar. Si se divide Ω en partes
muy pequeñas, esto aproximaría el problema tal que:

mi = ρiVi para i = 1, 2, ..., N
Si se calcula la masa total del sistema, se obtiene:

m =

N∑
i=1

mi =

N∑
i=1

ρiVi (3.2.2)

¿En cuántas partes se tiene que dividir el sistema para que represente un medio continuo? La mejor respuesta
es cuando se considera el máximo límite conocido, cuando N →∞, así que ahora:

m = limN→∞

N∑
i=1

ρiVi (3.2.3)

La ecuación (3.2.3) es la definición de integral de volumen, por lo que la ecuación de masa contenida en todo
el sistema se define:

m =

ˆ
Ω

ρdV (3.2.4)

El subíndice Ω de la ecuación (3.2.4), representa que la integral esta definida con respecto volumen de control y
dV es un elemento diferencial del sistema de volumen. La ecuación (3.2.4) se modifica cuando la heterogeneidad
se introduce en las propiedades, con esto la densidad varía respecto al espacio y tiempo. Pero la masa ¿Comó
variará? Resulta que la masa no varía respecto al espacio, ya que, en un principio se mencionó que Ω es un
volumen de control fijo y la masa de la ecuación (3.2.4) representa la del todo el sistema, como conclusión la
masa varía solo respecto al tiempo. Por lo que tomando en cuenta esto, se obtiene que:

m(t) =

ˆ
Ω

ρ(x, t)dV (3.2.5)

Notesé que en la ecuación (3.2.5) no interviene la porosidad, debido a que esta ecuación nos sirve para modelar
no solo el fluido y sólido móvil, sino también el sólido fijo.
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3.2.0.2. Flujo de masa

El fluido y sólido móvil fluirán a través del medio poroso, con fluido y sólido móvil entrando y saliendo en un
cierto rango de tiempo, por lo que es importante cuantificar cuanta masa entra y sale por las fronteras del
volumen de control. Considerando que el fluido y sólido móvil viajan con una cierta velocidad (v) a través de
una cierta área (A) se obtendrá:

Fm = ρvA (3.2.6)

En la ecuación (3.2.6): Fm refiere al flujo másico y resulta como una magnitud escalar, lo cual no es general en
un sistema de flujo, ya que la velocidad se representa por una magnitud vectorial y el área es un plano en el cual
el flujo de masa está atravesando. Es imperativo que sea magnitud vectorial. Si se cuantifica la cantidad de masa
que atraviesa dicho plano, primero se debe plantear un esquema como el de la figura (3.2), en que se observa
como el plano está alineado a los ejes y y z, por lo que el vector velocidad solo se manifiesta en dirección de x,
además de que se alinea al sentido positivo de la dirección contraria del eje x, entonces de manera correcta se
obtiene:

Fm = −ρ(−→v · −→i )Ap = −ρ−→vxAp (3.2.7)

La diferencia entre las ecuaciones (3.2.6) y (3.2.7) radica en la variable rápidez se formuliza de forma vectorial.
Se tiene que tomar en cuenta que en este caso se supone que el plano donde pasa el flujo de masa se considero
perpendicular al eje x, pero esto no siempre es correcto ya que el plano esta sujeto a tener cualquier forma
arbitraria, por lo que si se requiere calcular el flujo másico se debe descomponer el vector de rapidez en las
direcciones distintas a la que se tiene en este caso. Si se se toma en cuenta que la proyección del vector −→v ,
que atraviesa un área perpespendicular (Ap), respecto a la normal se obtiene con el producto punto entre estas
mismas se tendrá:

Fm = −ρ(−→v · −→n )Ap (3.2.8)

La ecuación (3.2.8) formula que el vector velocidad que se encuentra en la figura (3.2) entra en cualquier dirección,
y con el producto punto del vector normal (n̄) proyectará el valor final del vector velocidad con respecto al plano
Y Z, además para ajustar el sentido, el signo negativo se introduce para que que la ecuación (3.2.8) refiera a un
flujo que esta de afuera hacia adentro. Por lo que la normal apunta hacia afuera y −−→n apunta hacia adentro .
Dividiendo la superficie del plano en N elementos de pequeñas áreas donde se calcula el flujo a través de cada
elemento, la ecuación (3.2.8) se transforma:

Fmi = −(−→v i · −→n i)ρiApi para i = 1, 2, ..., N
Debido a que con esta ecuación se modelará el flujo total, entonces se suman los flujos de cada subdivisión

de elementos en ∂Ω y se calcula el flujo neto como:

Fm =

N∑
i=1

Fmi =

N∑
i=1

−(−→v i · −→n i)ρiApi (3.2.9)

Por lo que asumiendo la suma del límite de elementos para calcular el flujo neto, se tiene:

Fm = limN⇁∞

N∑
i=1

Fmi = limN→∞

N∑
i=1

−(−→v i · −→n i)ρiApi (3.2.10)

Debido a que se habla del flujo total del sistema, entonces solo varía respecto al tiempo, y la ecuación (3.2.10)
se convierte a:

Fm(t) = −
ˆ
∂Ω

ρ(v · n̄)dAp (3.2.11)
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La ecuación (3.2.11) expresa a el flujo másico a través de la superficie ∂Ω de un volumen de control Ω respecto a
un cierto tiempo t. Debe de considerarse que v̄, refiere a la velocidad intersticial, ó bien a la velocidad del fluido
consideran el plano completo. Por lo que cuando se requiere conocer velocidad a través de medios porosos, la
porosidad se debe de tomar en cuenta y convertirla a la velocidad de Darcy.

Figura 3.2: Flujo vectorial a través de un plano YZ.

3.2.0.3. Término fuente y/o sumidero

En la subsección anterior se obtuvo una ecuación que representa el flujo másico que aún no condensa el problema
de arenamiento, porque no se calculan los sólidos móvibles que se generan de la misma matriz de roca, los cuales
pierden fuerza de cohesión cuando incrementa la erosión y porosidad. Esto sugiere que una cantidad de masa
tiene que aparecer a lo largo del tiempo, como volumen de sólido inyectado, y al mismo tiempo una cantidad
de matriz de roca (fija) se erosione. El parámetro que se encarga de formular lo mencionado, es el término
fuente/sumidero, el cual es un término que considera el flujo másico externo del sistema e incluye la generación
y producción de sólidos movibles. Este término se define de la forma siguiente:

qm = ρq (3.2.12)

La ecuación (3.2.12) refiere a la cantidad de masa que entra a un sistema, pero no relaciona explícitamente que
el sistema al que se inyectará o producirá es el sistema de volumen de control Ω. Por lo que se introduce variable
(q̄) que caracterizará la cantidad de volumen inyectado/producido de fluido, o sólido movible por una unidad de
tiempo, y una unidad de volumen roca (volumen de control). Lo que permite esta variable es que la ecuación
(3.2.12) relacione explícitamente el sistema de volumen de control Ω, y se obtendrá:

qm =

ˆ
Ω

ρq̄dV (3.2.13)

La ecuación (3.2.13) variará solo respecto al tiempo, ya que de forma espacial representa todo el volumen
de control y este es fijo:
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qm(t) =

ˆ
Ω

ρq̄dV (3.2.14)

3.2.0.4. Forma integral de la conservación de la masa

Se analizará el volumen de control Ω bajo un cierto rango de tiempo [t0, t] (donde t0 es constante y t es variable
), donde la masa en cierto instante de tiempo se representa con la ecuación (3.2.5), por lo que m(t) − m(t0)
determina el cambio de masa en un rango de tiempo. La cantidad de masa que entra en un instante es:

Fm(t) = −
ˆ
∂Ω

ρ(v · n̄)dAp (3.2.15)

Pero como se menciona, se requiere conocer la cantidad de masa que ha entrado al volumen de control en el
rango de tiempo [t0, t]. Durante dicho rango de tiempo el flujo de masa se mantuvo constante, por lo que la
cantidad total de masa que ha entrado al sistema será:

m(t)−m(t0) = (t− t0) · Fm (3.2.16)

En el caso con el flujo de masa variable, se divide el rango de [t0, t] en N intervalos (dependiendo de la duración
de los distintos flujos) y se suma el total:

N∑
i=1

Fm(ti)(ti − ti−1) (3.2.17)

Aproximando la suma de N intervalos a infinito(N →∞) se obtendrá:

m(t)−m(t0) =

ˆ t

t0

Fm(T )dT (3.2.18)

La ecuación solo incluye el flujo másico de la mezcla que existe en el medio poroso, pero falta introducir el
término del flujo adicional en el sistema. Así que juntando las ecuaciones (3.2.18) y (3.2.14), se obtiene:

m(t)−m(t0) =

ˆ t

t0

Fm(T )dT +

ˆ t

t0

qm(T )dT (3.2.19)

Sustituyendo las definiciones de cada variable, ó las ecuaciones (3.2.5), (3.2.11) y (3.2.14) , y despejando el
término del lado izquierdo que incluye el tiempo inicial se obtendrá:

ˆ
Ω

ρ(x, t)dV =

ˆ
Ω

ρ(x, t0)dV +

tˆ

t0

ˆ
Ω

ρ(x, T )q̄(x.T )dV dT −
tˆ

t0

ˆ
∂Ω

ρ(x, T )(v(x, T ) · n̄(x))dApdT (3.2.20)

La ecuación (3.2.20) expresa explicítamente la dependencia de las variables respecto a la distancia y tiempo.
Dentro de esta ecuación, se obtiene la cantidad de masa a distintos tiempos, la cantidad de masa que entra
debido al flujo de fluidos, y sólidos movibles en el yacimiento, así como la cantidad de masa que entra debido al
término sumidero/fuente.

3.2.0.5. Forma diferencial de la conservación de masa

Para discretizar en diferencias finitas y desarrollar el modelo matemático del simulador se deben obtener ecuacio-
nes en su forma diferencial, la ecuación (3.2.20) es una ecuación en su forma integral, pero usando esta ecuación
y derivándola respecto a las variables dependientes se obtendría su forma diferencial.

Para los términos de masa se obtendrá:
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d

dt
m(t0) = 0 (3.2.21)

d

dt
m(t) =

d

dt

ˆ
Ω

ρ(x, t)dV =

ˆ
Ω

∂

∂t
(ρ(x, t)) dV (3.2.22)

Para las integrales de flujo másico y término fuente/sumidero se aplicará el Teorema Fundamental del Cálculo:

f(t) =
d

dt

tˆ

t0

f(T )dT (3.2.23)

Entonces aplicando la ecuación (3.2.23) a (3.2.11) y (3.2.14):

d

dt

tˆ

t0

Fm(T )dT = Fm(t) (3.2.24)

d

dt

tˆ

t0

qm(T )dT = qm(t) (3.2.25)

La ecuación de balance de materia en su forma diferencial es:

d

dt
m(t) = Fm(t) + qm(t) (3.2.26)

Y de forma explícita la ecuación (3.2.26) se escribe:
ˆ
Ω

∂

∂t
(ρ(x, t)) dV =

ˆ
Ω

ρ(x, T )q̄(x.T )dV −
ˆ
∂Ω

ρ(x, T )(v(x, T ) · n̄(x))dAp (3.2.27)

Se observa que la ecuación (3.2.27) se opera a tráves de integrales de volumen y superficie, por lo que para
homogeneizar los términos de superficie a volumen, se utiliza el Teorema de Gauss; el teorema relaciona el
flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada con la integral de su divergencia en el volumen
delimitado por dicha superficie, ó bien:

¨
∂Ω

F · −→n dA =

˚
Ω

∇ · FdV (3.2.28)

Utilizando la ecuación (3.2.27) para el término de flujo másico se obtendrá:
ˆ
∂Ω

ρ(x, T )(ū(x, T ) · n̄(x))dAp =

ˆ
Ω

∇ · (ρ(x, T )(v(x, T ))dV (3.2.29)

Sustituyendo la ecuación (3.2.29) en la ecuación (3.2.27) y ordenándolo, se obtiene:
ˆ
Ω

∂

∂t
(ρ(x, t)) dV −

ˆ
Ω

ρ(x, T )q̄(x.T )dV +

ˆ
Ω

∇ · (ρ(x, T )(v(x, T ))dV = 0 (3.2.30)

ó
ˆ
Ω

(
∂

∂t
(ρ(x, t))− ρ(x, T )q̄(x.T ) +∇ · (ρ(x, T )(v̄(x, T ))

)
dV = 0 (3.2.31)

La ecuación (3.2.31) demuestra que sin importar la forma, tamaño y posición del volumen de control, el
integrante debe ser exactamente igual a cero, y quitará la integral de volume de la forma siguiente:
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∂

∂t
(ρ(x, t)) = ρ(x, T )q̄(x, T )−∇ · (ρ(x, T )v̄(x, T )) (3.2.32)

La ecuación (3.2.32) expresa la conservación de masa en su forma diferencial y es la ecuación que se utilizará
para deducir las siguientes secciones. Hay que recordar que esta ecuación no es solo para modelar el flujo de
fluidos y sólidos movibles, sino también para el sólido mismo, por lo que en la siguiente sección se harán consi-
deraciones, las cuales se adaptarán a la ecuación (3.2.32) y se obtendrán ecuaciones que servirán para describir
el comportamiento general del fenómeno de arenamiento. Debido a que la ecuación (3.2.32) es una ecuación más
débil que la ecuación (3.2.20), ya que es una derivada, el medio debe ser continuo y si las propiedades, tal como:
porosidad, y densidad son heterogéneas y con cambios abruptos, entonces la ecuación diferencial deja de carecer
sentido. En consencuencia, en el simulador a desarrollar se propone que el medio es inicialmente homogéneo y
sus cambios no son bruscos.

3.2.0.6. Ecuación de balance de materia de las fases

En esta sección se desarrollará la ecuación de masa para el sólido, fluido y sólido móvible utilizando la ecuación
(3.2.32). Entonces, si se considera que:

ρ(x, t) = (1− φ)ρs (3.2.33)

Se considera que la porosidad (φ) es dependiente del espacio y tiempo, tal como la densidad. Si se sustituye la
ecuación (3.2.33) en la ecuación (3.2.32) se obtendrá:

∂

∂t
(ρs(1− φ)) = ρsq̄ −∇ · (ρs(1− φ)(v̄x)) (3.2.34)

De la ecuación (3.2.34) se observa que las variables de densidad y porosidad, varían respecto a la distancia
y tiempo, y estas solo se sustituyen en los términos de flujo másico en el tiempo. Tomando en cuenta que la
velocidad del sólido (v̄x) es 0 se sustituye la ecuación (3.1.3) con la ecuación (3.2.34) y se obtiene:

∂

∂t
(ρs(1− φ)) = ρsq̄ (3.2.35)

En el fenómeno de arenamiento, el sólido móvible se genera cuando la matriz de roca pierde cohesión y empieza
a desprenderse el sólido de este mismo medio, por lo que la ecuación (3.2.35) hace referencia a que la matriz de
roca fija estará perdiendo sólido, y produciendo sólidos movibles. El parámetro q̄ representa el volumen de sólido
que pierde la matriz por unidad de tiempo. Matemáticamente el lado derecho de la ecuación (3.2.35) se vuelve
negativo, ya que se esta perdiendo el sólido y esta parte perdida aparecerá en el sistema de sólidos movibles:

∂

∂t
(ρs(1− φ)) = −ρsq̄ (3.2.36)

Considerando que ρs es constante a lo largo del tiempo:

∂

∂t
((1− φ)) = −q̄ (3.2.37)

∂φ

∂t
= q̄ (3.2.38)

A partir de ahora se considera que:

Fm = q̄ρs (3.2.39)

La ecuación (3.2.39) refiere a la cantidad de masa que pierde la matriz en una unidad de tiempo por una
unidad de volumen. Combinando las ecuaciones (3.2.38) y (3.2.39):
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∂φ

∂t
=
Fm
ρs

(3.2.40)

La ecuación (3.2.40) representa la ecuación de continuidad del sólido, el cual determina el cambio de porosidad
respecto al tiempo cuando la roca se está erosionando debido al flujo de masa.

Con la ecuación que gobierna al sólido, se busca obtener el de los sólidos móviles. Para esta ecuación se
considera definición de densidad que es la masa del sólido movi por unidad de volumen de roca:

ρ2 = cφρfs = cφρs (3.2.41)

La ecuación (3.2.41) define la densidad del sólido movible. Entonces sustituyendo la ecuación (3.2.41) en la
ecuación (3.2.32) se obtiene la ecuación siguiente:

∂

∂t
(cρsφ) = ρsq̄ −∇ · (cρsφ(v̄x)) (3.2.42)

En la ecuación (3.2.42) se considera que la densidad y la porosidad varían respecto a la distancia y tiempo. Para
el término sumidero/fuente se considera que es positivo, ya que el sólido que se desprende de la matriz de roca
se está acumulando en el volumen de control.

∂

∂t
(cρsφ) +∇ · (cρsφv̄x) = Fm (3.2.43)

∂(cφ)

∂t
+∇ · (cφv̄x) =

Fm
ρs

(3.2.44)

Se observa que la unidad de v̄x refiere a la velocidad intersticial o bien el flujo de fluido entre la roca. Este
término no está definido a través de un medio poroso por lo que necesita transformarse a la velocidad de Darcy
con la siguiente relación:

vx =
vD
φ

(3.2.45)

Sustituyendo la ecuación (3.2.45) en la ecuación (3.2.44) se obtendrá:

∂(cφ)

∂t
+∇ · (cvD) =

Fm
ρs

(3.2.46)

La ecuación (3.2.46) establece la relación que existe entre el flujo de sólidos móviles, la degradación de la porosidad
respecto al tiempo y la cantidad de sólido que se produce en el sistema debido a los sólidos que se desprenden
de la roca. Si se combinan las ecuaciones (3.2.46) y (3.2.40) se obtiene:

∂(cφ)

∂t
+∇ · (cvD) =

∂φ

∂t
(3.2.47)

Para describir la del fluido se utiliza la definición de masa de fluido por unidad de volumen de roca, en
consencuencia se considera la definición de densidad siguiente:

ρ3 = (1− c)φρf (3.2.48)

La ecuación (3.2.48) representa la densidad del fluido que estará en el flujo de fluido a través del medio poroso.
Sustituyendo la ecuación (3.2.48) en la ecuación (3.2.32) se obtiene:

∂

∂t
((1− c)ρfφ) = ρf q̄ −∇ · ((1− c)ρfφ(v̄x)) (3.2.49)

En la ecuación (3.2.49) se elimina el término sumidero/fuente, por lo que la ecuación (3.2.49) se transforma
a:
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∂

∂t
((1− c)ρfφ) = −∇ · ((1− c)ρfφ(v̄x)) (3.2.50)

Con la misma suposición de velocidad intersticial a velocidad de Darcy se obtiene:

∂

∂t
((1− c)ρfφ) = −∇ · ((1− c)ρfvD) (3.2.51)

Suponiendo que la densidad del fluido (ρf ) es constante:

∂

∂t
((1− c)φ) = −∇ · ((1− c)vD) (3.2.52)

Combinando las ecuaciones (3.2.47) y (3.2.52) se obtiene la ecuación siguiente:

∂

∂t
((1− c)φ) +∇ · ((1− c)vD) +

∂(cφ)

∂t
+∇ · (cvD) =

∂φ

∂t
(3.2.53)

Reduciendo la ecuación (3.2.53)

∇ · vD = 0 (3.2.54)

La ecuación (3.2.54) es la ecuación de continuidad que refiere al flujo de fluido a través del medio poroso, donde
q̄ es equivalente a la velocidad de Darcy (vD). Esta ecuación necesita de la Ley de Darcy para obtener los
parámetros físicos para el flujo a través de medio poroso y definir la presión de forma explícita. Las ecuaciones
(3.2.40), (3.2.47) y (3.2.54) constituyen al conjunto de ecuaciones de balance de masa del problema propuesto.
Estas ecuaciones no son suficiente para resolver el problema, ya que se requiere un término que represente la
generación de sólidos y la tasa a la que esta introduciendo sólido a la mezcla. Este término se obtiene en la
siguiente parte.

3.3. Ley Constitutiva de Generación de Masa
Extensos estudios teóricos y experimentales en relación a la filtración de partículas no-coloidales en medios
porosos fueron realizados por H. A. Einstein (1966). Para el problema que se analiza, se requiere una ley
constitutiva que describa la tasa de masa erosionada de la matriz de roca y la tasa de nuevos sólidos móvibles
que entra a la mezcla de flujo del medio poroso:

ṁer = λ′ ‖ mfs
i ‖ (3.3.1)

La ecuación (3.3.1) muestra que el fenómeno de erosión está gobernada por el flujo de los sólidos movibles mfs
i ,

si este parámetro aumenta entonces la erosión aumenta, debido a las fuerzas cinéticas en el sistema. La otra
variable que afecta la ecuación (3.3.1) es el coeficiente (λ′) la cual relaciona la frecuencia espacial del potencial
de erosión; el coeficiente refleja la frecuencia de puntos con potencial de erosión en el sistema, por lo que si el
coeficiente incrementa, la roca se vuelve débil. El coeficiente tiene dimensiones de longitud inversa λ′ = [L−1] y
de acuerdo a Gravanis et al (2015), el valor se determina experimentalmente y el valor de media esta entre .07
y .105 [ 1

m ]. En acoplamiento del proceso de erosión y geomecánica de la roca, se espera que λ′ incremente en
función del daño de la roca o bien cuando haya un incremento de porosidad, el cual implícitamente se relaciona
de forma inversa con la cohesión. Vardoulakis et al. (1996) mencionan que el proceso de erosión será más activo
en zonas intactas (caracterizadas con canales de poros pequeños), por lo que asumen que:

λ′ = λ(1− φ) (3.3.2)

La variable ‖ mfs
i ‖ refiere a la norma de la velocidad másica del sólido movible, que representa la magnitud

del vector de velocidad másica. Esta variable se representa como:
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mfs
i = ρsc̄vD (3.3.3)

Por lo que combinando las ecuaciones (3.3.3), (3.3.2) y (3.3.1), se obtendrá el flujo másico (ṁer):

ṁer = λ(1− φ) ‖ ρsc̄vD ‖ (3.3.4)

donde ṁer = Fm
Debido a que ρs y cson variables escalares la ecuación (3.3.4) se convierte a:

ṁer = λ(1− φ)ρsc̄ ‖ vD ‖ (3.3.5)

La ecuación (3.3.5) muestra un sentido intuitivo del fenómeno de erosión, ya que se muestra que la tasa de erosión
es proporcional a la concentración de sólidos móviles que existe en el sistema, al coeficiente λ es la frecuencia
de potencial de erosión y a la velocidad de Darcy que existe en el sistema. En el caso de (1 − φ); la ecuación
muestra que mientras exista porosidad, el proceso de erosión tendrá lugar en el sistema porque si la porosidad
es 1 (no hay roca en el sistema) la ecuación se hará cero, indicando que ya no habrá potencial de erosión.
La contraparte de la ecuación (3.3.5) es el término c̄, el cual carece de sentido físico cuando no se considera el
balance de erosión y depósito de sólidos móviles. Esto quiere decir que se requiere una concentración crítica de
sólidos movibles a la cual los sólidos móviles se depositan y taponan el espacio poroso. Este balance se obtiene
cuando:

c̄ = c− c2

ccr
(3.3.6)

La ecuación (3.3.6) representa la concentración en el cual se encuentra el balance de depositación y erosión. En
el momento que c y ccr tengan el mismo valor, la ecuación (3.3.6) dará un valor de cero, por lo que indicará que
el medio poroso esta tapado por los sólidos movibles y por lo tanto no se puede generar nuevos sólidos hasta
que el valor de concentración disminuya. Esto depende de la roca, y sus propiedades petrofísicas tal como la
porosidad, permeabilidad o fábrica de la roca. Por lo que sustituyendo la ecuación (3.3.6) en (3.3.5) se obtiene:

ṁer = λ(1− φ)ρs

(
c− c2

ccr

)
‖ vD ‖= Fm (3.3.7)

La ecuación (3.3.7) se combina con (3.2.40) para obtener la siguiente ecuación:

∂φ

∂t
= λ(1− φ)

(
c− c2

ccr

)
‖ vD ‖ (3.3.8)

3.4. Ley de Darcy
En Ingeniería Petrolera la ley de Darcy se utiliza para describir el flujo a través de medios porosos. Esta ley fue
establecida por Darcy (1856) estudiando el flujo de agua a través de un empacamiento de arena. Muskat (1931)
adaptó la ley de Darcy para la ingeniería petrolera y así modelar el flujo de aceite. La Ley de Darcy describe una
relación proporcional entre el gasto (q) a través de un medio poroso de una cierta permeabilidad (k) , viscosidad
dinámica del fluido (µ) y la caída de presión (dpdl ) a lo largo de un medio homogéneo permeable.

q = −kAdp
µdl

(3.4.1)

La ecuación (3.4.1) tiene un signo negativo debido a que el fluido fluye de la zona de mayor presión a la de menor
presión. Esta ecuación no considera los efectos gravitacionales. Debido a que esta ecuación esta en términos de
gasto (q) y se requiere conocer la velocidad de Darcy (vD), la ecuación (3.4.1) se divide por el área A:
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vD = −kdp
µdl

(3.4.2)

La ecuación (3.4.2) describe la velocidad de Darcy, la cual se ocupa para las ecuaciones de balance de materia.
Los cambios de porosidad debido al fenómeno de arenamiento afectan a la permeabilidad del sistema, por lo
que es necesario relacionar la permeabilidad con la porosidad para que cada vez que cambie la porosidad, la
permeabilidad similarmente cambie. Otro aspecto de la ecuación (3.4.2), es que la viscosidad es la viscosidad
dinámica, el cual no considera la densidad de la mezcla y por lo tanto no calcula la variación conforme la
concentración de sólidos móviles esta cambiando. Por esto se modifica la variable con el concepto de viscosidad
cinemática e introduce la ecuación (3.1.9). La definición de viscosidad cinemática es:

ηk =
µ

ρ̄
(3.4.3)

La ecuación (3.4.3) describe la viscosidad cinemática, que representa la resistencia inherente de un fluido a fluir
cuando no hay fuerzas externas más que la fuerza de gravedad, además considera la densidad de la mezcla (ρ̄)
que resulta de alta importancia en el estudio de arenamiento y esta descrita en la ecuación (3.1.9). Entonces
sustituyendo la ecuación (3.4.3) en (3.4.2) se obtiene:

vD = − kdp

ηkρ̄dl
(3.4.4)

En la siguiente sección se considera la modificación de la permeabilidad para que la variable que se incluye en
la ecuación (3.4.4) cambie respecto al cambio de porosidad. Si se se sustituye la ecuación (3.1.9) en la ecuación
(3.4.4) se obtiene:

vD = − kdp

ηk((1− c)ρf + cρs)dl

3.5. Ecuación de Carman-Kozeny
El cambio de porosidad afecta de manera drástica a la permeabilidad del medio, ya que si la porosidad aumenta
es más probable que haya más canales de flujo y el valor de permeabilidad incremente. Por esto, es necesario
tener una relación matemática que relacione el cambio de permeabilidad cuando la porosidad cambia. La relación
que se utilizará, es la ecuación de Carman-Kozeny desarrollada por Kozeny (1927), y modificada por Carman
(1937, 1956).

k = k0
φ3

(1− φ)2
(3.5.1)

Donde k0 es una constante que representa la permeabilidad inicial.

3.6. Ecuación de continuidad
Se consideran las ecuaciones (3.3.8) y (3.2.47), donde la primera ecuación modela el cambio de porosidad y
la segunda modela el balance de masa entre la concentración y el efecto que tiene la porosidad. Se considera
también las ecuaciones (3.4.4) y (3.5.1), las cuales modelan el flujo del fluido y la variación de la permeabilidad
en relación a la porosidad. Aún falta dos ecuaciones, la primera ecuación que describa la relación entre todas
ecuaciones y modele el flujo de la mezcla, o bien el flujo del fluido y el sólido móvil, y la segunda es que gobierne
el comportamiento de deformación de la roca. Para la primera ecuación, primero se combinarán las ecuaciones
(3.4.4) y (3.5.1) para obtener la ecuación siguiente:



CAPÍTULO 3. MODELO HIDROMECÁNICO 57

vD = − k0φ
3

(1− φ)2ηkρ̄

dp

dr
(3.6.1)

Sustituyendo la ecuación (3.1.9) en la ecuación (3.6.1), se obtiene:

vD = − k0φ
3

(1− φ)2 [ηk(1− c)ρf + cρs]

dp

dr
(3.6.2)

Sustituyendo la ecuación (3.6.2) en la ecuación (3.2.54) se obtiene:

∂2p

∂r2
+
∂p

∂r

[
1

r
+ αc

∂φ

∂r
+ βc

∂c

∂r

]
= 0 (3.6.3)

Donde:
αc = 3−φ

φ(1−φ) , βc = − ρs−ρf
(1−c)ρf+cρs

3.7. Esfuerzos en el pozo, deformación y falla
En el capítulo anterior se mencionó la contribución de la perforación y el efecto que genera sobre los esfuerzos
locales cercanos al pozo, por esto es necesario tener el modelo mecánico para calcular el momento en el que
la roca colapsará. Para dicho problema se considera un análisis de deformación axisimétrica en el plano, tal
como la figura [3.3]. Los esfuerzos regionales se transforman en tres nuevos esfuerzos locales: esfuerzo radial
(σr), esfuerzo tangencial (σθ), y esfuerzo axial (σa). Cuando se propuso el simulador, se menciono que sería
de una dimensión, por lo que el esfuerzo axial (σa) no tendrá ninguna repercusión en el valor númerico. Para
las condiciones propuestas las deformaciones correspondientes están en términos solo del desplazamiento radial
ur = u(r, t), por lo que:

εr =
∂u

∂r
(3.7.1)

εθ =
u

r
(3.7.2)

Considerando las ecuaciones (2.6.60), (2.6.66), (2.6.86) y (4.11b) se obtienen las relaciones constitutivas
elásticas entre esfuerzo total y deformación total:

σr =
Ē (1− φ)

(1 + v) (1− 2v)
[(1− v) εr + vεθ] (3.7.3)

σθ =
Ē (1− φ)

(1 + v) (1− 2v)
[(1− v) εθ + vεr] (3.7.4)

Donde la ecuación de equilibrio (2.6.12) en un plano axisímetrico se transforma a :

∂σr
∂r

+
σr − σθ

r
= 0 (3.7.5)

Sustituyendo las ecuaciones (3.7.1)-(3.7.4) a la ecuación (3.7.5) se obtiene:

∂2u

∂r2
+ g1

∂u

∂r
− g2u = g3

∂ (φp)

∂r
(3.7.6)

Donde:

g1 (r) =
1

r
− 1

1− φ
∂φ

∂r
(3.7.7)
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Figura 3.3: Componentes de esfuerzos en un plano simétrico en el mismo eje.

g2 (r) =
1

r2
+

1

r

v

1− v
1

1− φ
∂φ

∂r
(3.7.8)

g3 (r) =
(1 + v) (1− 2v)

Ē (1− φ) (1− v)
(3.7.9)

La ecuación (3.7.6) describe el comportamiento del desplazamiento conforme las variables de porosidad, concen-
tración, presión y propiedades geomecánicas cambian. Conocer el comportamiento del desplazamiento ayudará
a determinar el comportamiento del esfuerzo efectivo y con esto calcular cuando la roca colapsa.



Capítulo 4

Modelo del simulador

4.1. Introducción
Para la elaboración del modelo de simulación se consideró una estructura matemática que asemeje la estructural
real. El simulador se basa en una estructura cilíndrica, tal como en la figura [4.1], el cual considera: flujo en
dirección radial (hacia el pozo), yacimiento isótropo, espesor constante, un pozo cilíndrico vertical en el centro,
y que producirá a una presión constante.

El simulador esta basado en cuatro principios:

1. Modelo hidromecánico.- El cual esta conformada por la ecuación de balance de masa y la ecuación de
evolución de porosidad que gobierna el proceso de erosión. La primera describe el comportamiento de la
variable de concentración (c); la segunda describe el comportamiento de la variable porosidad (φ).

2. Ley de Darcy.- Describe el movimiento del flujo a través de un medio poroso, ya que la que la porosidad es
variable: cuando la porosidad efectiva incrementa entonces su permeabilidad incrementa, en consecuencia
la Ley de Darcy se acopló con la ecuación de Carman-Kozeny para relacionar el cambio de permeabilidad
respecto al cambio de porosidad.

3. Ecuación de continuidad.- Esta ecuación se encarga de reunir todos los cambios e interacciones de las
variables de porosidad, concentración, y presión para así calcular el flujo de la mezcla.

4. Ecuación geomecánica.- Esta ecuación se encarga de acoplar las variables porosidad y cohesión, con pa-
rámetros geomecánicos. La reducción de la cohesión debido al incremento de porosidad es el fenómeno
considerado para predecir la falla de la roca utilizando el criterio de Mohr-Coulomb.

Reunidas las cuatros características, se realiza una simulación numérica donde las variables principales tal como
porosidad, concentración, presión y desplazamiento varían respecto al tiempo y espacio. El efecto de daño
mecánico se acopla de forma implícita donde los valores de esfuerzo efectivo se utilizarón para predecir la falla
mecánica de la roca y colapso cercano del pozo.
El desplazamiento radial (ur) se obtiene resolviendo numéricamente la ecuación diferencial parcial (3.7.6) con las
condiciones de fronteras que se mostrarán en este capítulo. Cuand las variables u y ∂u

∂r se determinen, el esfuerzo
se determina introduciendo los resultados en la ecuación (3.7.3) y (3.7.4). Debido a la falta de dependencia de
los ecuaciones 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3 respecto a la variable u, es posible resolver la variable de forma paralela al
mismo nivel de tiempo.

59



CAPÍTULO 4. MODELO DEL SIMULADOR 60

Figura 4.1: Modelo cilíndrico base del simulador.

4.2. Ecuaciones del simulador
Tal como se mencionó anteriormente, este simulador se basa en cuatro principios, los cuales están descritos por
las ecuaciones siguientes:

∂(cφ)

∂t
+ vD

∂c

∂r
=
∂φ

∂t
(4.2.1)

∂φ

∂t
= λ(1− φ)

(
c− c2

ccr

)
‖ vD ‖ (4.2.2)

Las ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2) representan las ecuaciones que forman parte del modelo hidromecánico.

∂2p

∂r2
+
∂p

∂r

[
1

r
+ αc

∂φ

∂r
+ βc

∂c

∂r

]
= 0 (4.2.3)

La ecuación (4.2.3) representa la ecuación de continuidad para el flujo de la mezcla. En esencia las ecuacio-
nes (4.2.1)-(4.2.3) representan las ecuaciones que modelan el fenómeno de arenamiento, aunque es necesario
considerar que dependen de la variable vD , la cual se representa:

vD = − k0φ
3

(1− φ)2ηk [(1− c)ρf + cρs]

∂p

∂r
(4.2.4)

Hay que notar que en las ecuaciones (4.2.1)-(4.2.4) las variables principales son: c, φ y p; mientras que los
otros parámetros son constantes. Estas tres variables se actualizan en cada paso del tiempo, lo que hace que las
ecuaciones sean no lineales y por consecuencia difícil de resolver, donde la ecuación (4.2.4) es responsable de la
mayor parte de no línealidad entre las ecuaciones.

4.2.1. Condiciones iniciales y de frontera
Las ecuaciones (4.2.1)-(4.2.3) son ecuaciones diferenciales que tienen solución para un medio continuo, pero este
medio necesita ser finito y tener condiciones de frontera para que este simulador tenga una solución computacio-
nal.
Para un tiempo inicial (t0) se considera que el sistema roca-fluido esta en equilibrio, por lo que el yacimiento se
encuentra en una misma presión inicial (p0) y no hay flujo de fluido y sólidos (vD = 0); también se considera
que en todo el yacimiento se tiene una concentración inicial (c) de sólidos móviles y que la porosidad (φ) es
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homogénea en todo el yacimiento. En la frontera externa del yacimiento, se considero una frontera con una
presión externa constante.
Las condiciones iniciales y de fronteras para la presión son:

p (rw ≤ r ≤ re, t0) = p0 (4.2.5)

pe = pcte1 (4.2.6)

pwf = pcte2 (4.2.7)

Las condiciones iniciales y de fronteras para la porosidad son:

φ (rw ≤ r ≤ re, t0) = φ0 (4.2.8)

φe = φ0 (4.2.9)

Las condiciones iniciales y de fronteras para la concentración son:

c (rw ≤ r ≤ re, t0) = c0 (4.2.10)

cc = c0 (4.2.11)

Las ecuaciones (4.2.5)-(4.2.11) representan las condiciones que son necesarias para resolver el problema de
arenamiento; representan condiciones de fronteras e inicial del modelo hidromecánico, mientras que para el
modelo geomecánico se obtienen las condiciones de fronteras siguientes:

σr (rw, t) = −pwf (4.2.12)

σr (re, t) = −σe (4.2.13)

donde las ecuaciones (4.2.12) y (4.2.13) en términos del desplazamiento se convierten en:

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=rw

= − v

1− v
u (rw)

rw
− g3 (rw, t) [φ (rw, t) pwf − pwf ] (4.2.14)

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=re

= − v

1− v
u (re)

re
+ g3 (re, t) [φ (re, t) pe − σe] (4.2.15)

4.3. Diferencias finitas
Las ecuaciones que modelan el flujo de la mezcla de sólidos y fluidos se encuentran en su forma diferencial, y
tienen la característica de que son no lineales, por lo que su solución analítica se vuelve compleja. Se requiere
simplificar las ecuaciones de forma que se tomen en cuenta todos los cambios de las al mismo espacio y tiempo.
Las variables c, φ, p y u son las variables que importan más, por lo tanto se llamaran variables principales. El
método de diferencias finitas se basa en la idea aproximar un medio continuo en uno discreto. Esta transformación
hace cálculos más sencillos, pero con un error asociado debido a su descontinuación en el medio.
Es necesario que este conjunto de espacios discretos se dividan en un conjunto finito de puntos a lo largo del
yacimiento. A este conjunto se le denomina malla, y será un arreglo tal y como se muestra en la figura [4.2].
En esencia, el método de diferencias finitas reemplaza las ecuaciones diferenciales por conjuntos de ecuaciones
algebraicas que relacionaran las 4 variables principales. La discretización también se aplicó a la variable de
desplazamiento (u) solo que en este caso la ecuación se discretiza de forma paralela.
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Figura 4.2: Malla discretizada en espacio con nodos centrados y uniformes.

4.3.1. Discretización espacial
La discretización espacial aproxima las derivadas que depende del espacio en una aproximación de derivada. Para
la derivada espacial de primer orden se utiliza un esquema central (para toda la formulación de discretización
espacial revise el apéndice B), esto debido a que estos términos dependen de los procesos de difusión y que actúan
en todas las direcciones. El esquema central para primer orden se representa tal como la ecuación siguiente:

df

dx
≈
fi+1 − fi−1

24x
(4.3.1)

Para un esquema central de segundo orden se obtiene:

d2f

dx2
≈
fi+1 − 2fi + fi−1

4x2
(4.3.2)

En otros casos como cuando se utiliza la velocidad de Darcy: se utiliza la derivada de primer orden y se discretiza
en esquema central:

df

dx
≈
fi+1 − fi
4x

(4.3.3)

donde f es la variable principal, x representa el espacio e i representa el nodo en el que se encuentra la variable
principal. En este caso, las cuatros variables principales se representarán de la misma forma que f . Se debe
recordar que existe el error de truncamiento de cada esquema (Ir a apéndice B para ver error de truncamiento).
Así que discretizando espacialmente las ecuaciones de (4.2.1)-(4.2.4) y sustituyendo (4.2.4) en las ecuaciones
(4.2.1)-(4.2.3) se obtiene:

∂(ciφi)

∂t
+

(
− k0φ

3
i

(1− φi)2 [ηk(1− ci)ρf + ciρs]

pi+1 − pi
4ri

)
ci+1 − ci
4ri

=
∂φi
∂t

(4.3.4)

∂φ

∂t
= λ(1− φi)

(
ci −

c2i
ccri

)(
k0φ

3

(1− φi)2ηk [(1− ci)ρf + ciρs]

pi+1 − pi
4ri

)
(4.3.5)

pi+1 − 2pi + pi−1

4r2
i

+
pi+1 − pi−1

24ri

[
1

ri
+

(
3− φi

φi(1− φi)

)
φi+1 − φi−1

24ri
+

(
ρf − ρs

(1− ci) ρf + ciρs

)
ci+1 − ci−1

24ri

]
= 0

(4.3.6)
Donde:
4ri = ri+1 − ri
Las ecuaciones (4.3.4)-(4.3.6) representan las ecuaciones discretizadas en espacio.
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4.3.2. Discretización temporal
Es necesario discretizar las derivadas respecto al tiempo. Esta discretización hace que las variables principales
se encuentren en el tiempo actual. En general hay dos formas de discretizar temporalmente una ecuación:

1. Método explícito.- Cuando las derivadas espaciales de una variable están valuados al tiempo conocido (n),
y la variable en el tiempo desconocido (n+ 1) en la derivada temporal.

2. Método implícito.- Cuando las derivadas espaciales de una variable están valuadas al tiempo desconocido
(n+ 1), y la variable en el tiempo conocido (n) en la derivada temporal.

El método explícito es más sencillo; debido a que solo existirá una incógnita por variable, pero dicha facilidad
genera más errores por inestabilidad (ver Apéndice C que discute la discretización temporal) debido a este
problema se utilizará el método implícito para tener estabilidad numérica. De manera general el método de Euler
se describe:

yn+1 = yn + f(tn+1, yn+1)4t (4.3.7)

En la ecuación (4.3.7), y representa la variable principal; n, representa el tiempo actual; n+1, el tiempo siguiente;
t, el tiempo; 4t incremento del tiempo. Aplicando el método implícito a las ecuaciones (4.3.4)-(4.3.6) resulta en:

cn+1
i φn+1

i − cni φni
4t

+

(
− k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i

4ri
. . .

. . .=
φn+1
i − φni
4t

(4.3.8)

φn+1
i − φni
4t

= λ(1− φn+1
i )

(
cn+1
i − cn+12

i

ccri

)(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
(4.3.9)

pn+1
i+1 − 2pn+1

i + pn+1
i−1

4r2
i

+
pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[
1

ri
+

(
3− φn+1

i

φn+1
i (1− φn+1

i )

)
φn+1
i+1 − φ

n+1
i−1

24ri
+ . . . . . .

. . .+

(
ρf − ρs(

1− cn+1
i

)
ρf + cn+1

i ρs

)]
cn+1
i+1 − c

n+1
i−1

24ri
=0

(4.3.10)

Las ecuaciones (4.3.8)-(4.3.10) representan las ecuaciones para todos los nodos que se incorporan en la malla. Es
necesario mencionar que estos son solo para los nodos internos de la malla, y que en los extremos se acoplarón
las condiciones de frontera, tal y como se describe en las secciones siguientes.

4.4. Acoplamiento de condiciones de fronteras
Las ecuaciones (4.3.8)-(4.3.10) representan las ecuaciones para describir el problema de arenamiento dentro de un
número de nodos internos, ó bien dentro de la malla. Para una simulación particular; se requieren las condiciones
de fronteras, con el fin de darle una solución única al sistema de ecuaciones diferenciales. Es necesario que se
adapten las condiciones de frontera para la malla tal como en la figura [4.3]. El sistema de ecuaciones que se
discretiza se divide en tres grupos: Nodo inicial i = 1 , nodos internos i = 2, ..., Nr − 1 y nodo final i = Nr, ó
bien para la ecuación (4.3.8):
i = 1
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cn+1
1 φn+1

1 − cn1φn1
4t

+

(
− k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)
cn+1
2 − cn+1

1

4r1
=
φn+1

1 − φn1
4t

(4.4.1)
i = 2, ..., Nr − 1

cn+1
i φn+1

i − cni φni
4t

+

(
− k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i

4ri
=
φn+1
i − φni
4t

(4.4.2)
i = Nr

cn+1
Nr φ

n+1
Nr − cnNrφnNr
4t

+

(
−

k0φ
n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] pn+1
Nr+1 − p

n+1
Nr

4rNr

)
cn+1
Nr+1 − c

n+1
i

4rNr

. . . =
φn+1
Nr − φnNr
4t

(4.4.3)

Ahora para la ecuación (4.3.9) se obtiene:
i = 1

φn+1
1 − φn1
4t

= λ(1− φn+1
1 )

(
cn+1
1 − cn+12

1

ccr1

)(
k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)
(4.4.4)

i = 2, ..., Nr − 1

φn+1
i − φni
4t

= λ(1− φn+1
i )

(
cn+1
i − cn+12

i

ccri

)(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
(4.4.5)

i = Nr

φn+1
Nr − φnNr
4t

= λ(1− φn+1
Nr )

(
cn+1
Nr −

cn+12

Nr

ccrNr

)(
k0φ

n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] pn+1
Nr+1 − p

n+1
Nr

4rNr

)
(4.4.6)

Y finalizando con la ecuación (4.3.10):
i = 1

pn+1
2 − 2pn+1

1 + pn+1
0

4r2
1

+
pn+1

2 − pn+1
0

24r1

[
1

r1
+

(
3− φn+1

1

φn+1
1 (1− φn+1

1 )

)
φn+1

2 − φn+1
0

24r1
+

. . .

(
ρf − ρs(

1− cn+1
1

)
ρf + cn+1

1 ρs

)
cn+1
2 − cn+1

0

24r1

]
= 0

(4.4.7)

i = 2, ..., Nr − 1

pn+1
i+1 − 2pn+1

i + pn+1
i−1

4r2
i

+
pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[
1

ri
+

(
3− φn+1

i

φn+1
i (1− φn+1

i )

)
φn+1
i+1 − φ

n+1
i−1

24ri
+

. . .

(
ρf − ρs(

1− cn+1
i

)
ρf + cn+1

i ρs

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i−1

24ri

]
= 0

(4.4.8)
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i = Nr

pn+1
Nr+1 − 2pn+1

Nr + pn+1
Nr−1

4r2
Nr

+
pn+1
Nr+1 − p

n+1
Nr−1

24rNr

[
1

rNr
+

(
3− φn+1

Nr

φn+1
Nr (1− φn+1

Nr )

)
φn+1
Nr+1 − φ

n+1
Nr−1

24rNr
+

. . .

(
ρf − ρs(

1− cn+1
Nr

)
ρf + cn+1

Nr ρs

)
cn+1
Nr+1 − c

n+1
Nr−1

24rNr

]
= 0

(4.4.9)

Figura 4.3: Configuración del simulador con sus condiciones de frontera.

Se debe notar en la ecuaciones (4.4.1)-(4.4.9) se tienen variables que se encuentran en nodos que no están definidos
en la malla, tal como los nodos catalogados en i = 0 ó Nr, así que es necesario aplicar las condiciones de frontera
y reescribir las ecuaciones que las contienen. Entonces aplicando las condiciones de frontera (4.2.5)-(4.2.11) a las
ecuaciones (4.4.1)-(4.4.9), se obtiene:
i = 1

cn+1
1 φn+1

1 − cn1φn1
4t

+

(
− k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)
cn+1
2 − cn+1

1

4r1
=
φn+1

1 − φn1
4t

(4.4.10)
i = Nr

cn+1
Nr φ

n+1
Nr − cnNrφnNr
4t

+

(
−

k0φ
n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] pn+1
Nr+1 − pnNr
4rNr

)
cn+1
Nr+1 − c

n+1
Nr

4rNr

. . . =
φn+1
Nr − φnNr
4t

(4.4.11)

Para la ecuación (4.3.9) se obtiene:
i = 1

φn+1
1 − φn1
4t

= λ(1− φn+1
1 )

(
cn+1
1 − cn+12

1

ccr1

)(
k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)
(4.4.12)
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i = Nr

φn+1
Nr − φnNr
4t

= λ(1− φn+1
Nr )

(
cn+1
Nr −

cn+12

Nr

ccrNr

)(
k0φ

n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] pe − pn+1
Nr

4rNr

)
(4.4.13)

Y finalizando con la ecuación (4.3.10):
i = 1

pn+1
2 − 2pn+1

1 + pwf
4r2

1

+
pn+1

2 − pwf
24r1

[
1

r1
+

(
3− φn+1

1

φn+1
1 (1− φn+1

1 )

)
φn+1

2 − 1

24r1
+

. . .

(
ρf − ρs(

1− cn+1
1

)
ρf + cn+1

1 ρs

)
cn+1
2 − 1

24r1

]
= 0

(4.4.14)

i = Nr

pe − 2pn+1
Nr + pn+1

Nr−1

4r2
Nr

+
pe − pn+1

Nr−1

24rNr

[
1

rNr
+

(
3− φn+1

Nr

φn+1
Nr (1− φn+1

Nr )

)
φNr − φn+1

Nr−1

24rNr
+

. . .

(
ρf − ρs(

1− cn+1
Nr

)
ρf + cn+1

Nr ρs

)
c0 − cn+1

Nr−1

24rNr

]
= 0

(4.4.15)

Si se nota que las ecuaciones (4.4.10)-(4.4.15) ya consideran las condiciones de fronteras, y también se debe de
notar que en general se tiene 3 ecuaciones y en ellas se tiene tres incógnitas pn+1, φn+1y cn+1; por lo que este
sistema es posible resolverse. La variable un+1 se agregara en forma paralela en la sección 4.6.

4.5. Método Newton-Raphson
Se observa que se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales en las ecuaciones (4.4.10)-(4.4.15). La
no línealidad existe en el producto de las variables principales que se multiplican entre sí y estan al mismo tiempo
(n+1), esto representa un problema, ya que no es posible adaptar un algoritmo de solución de ecuaciones lineales.
Existen múltiples formas de linealizar un sistema de ecuaciones no lineales y cada una tiene un cierto valor de
estabilidad, se utilizará el método de Newton Raphson para linealizar el sistema de ecuaciones. El método de
Newton Raphson es el método más eficiente y sencillo para resolver el sistema de ecuaciones no líneales. En este
método se obtendran todas las incógnitas que se encuentran en el paso de tiempo n+ 1.
Considera un sistema general de ecuaciones diferenciales no lineales:

Lm {Fm [w(x)]} = fm(x) (4.5.1)

Donde m = 1, 2, ...,M , x ∈ Ω y Lm denota un operador diferencial lineal, Fm (·) es una función no lineal,
w = (w1, w2, ..., wm)

T es el vector de variables dependientes (en nuestro ejemplo es p, φ, c, u), f = (f1, f2, ..., fm)
T

es un vector dado, M es el número total de ecuaciones y T denota la transpuesta de un vector. El método d
Newton Raphson para resolver la ecuación (4.5.1): establece un sistema de ecuación iterativo. La Serie de
expansión de Taylor es:

Fm(w + δx) = Fm(w) +∇Fm(w) · δw +O
(
|δw|2

)
(4.5.2)

Donde |δw| es la norma Euclideana de δw. Si el término O
(
|δw|2

)
se trunca entonces, Fm(w+ δx) se aproxima

a:

Fm(w + δx) ≈ Fm(w) +∇Fm(w) · δw (4.5.3)
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Si sustituimos (4.5.3) en (4.5.1), se obtienen las ecuaciones iterativas siguientes:

Lm
{
Fm(wl) +∇Fm(wl) · δwl+1

}
= fm(x) (4.5.4)

Donde wl es la l− iésima solución iterativa de w y ∇Fm(wl) es ∇Fm(w) cuando w = wl con una solución inicial
w0. En el sistema de ecuaciones iterativas (4.5.4), el vector corrección δwl+1 es la incógnita. Este sistema puede
reescribirse:

Lm
{
∇Fm(wl) · δwl+1

}
= gm(x) (4.5.5)

Donde gm(x) = fm(x) − Lm
{
Fm(wl)

}
, Fm(wl) y ∇Fm(wl) son fijas. Ahora (4.5.5) es un sistema lineal para

δwl+1. Si se nota que ∇Fm(wl) es la matriz Jacobiana de Fm, y que gm es el residual de la ecuación (4.5.1) a
wl. Se considera que gm (x) = Ri , donde i será igual al número de variables principales. Un vector de solución
actualizado wl+1 se obtiene sumando el vector de corrección δwl+1 con la iteración previa del vector solución
wl:

wl+1 = wl + δwl+1 (4.5.6)

Este proceso iterativo continúa hasta que la norma euclidiana de δwl+1 sea muy pequeña, siendo un número
cercano a 0. Este número debe ser un valor prescrito y usualmente tiene el nombre de tolerancia descrito con la
ecuación

∣∣wl+1 − wl
∣∣ < tolerancia. Entonces primero se definen los residuales Ri para las siguientes ecuaciones

(4.3.8)-(4.3.10):

R1
i =

cn+1
i φn+1

i − cni φni
4t

+

(
− k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i

4ri

. . .− φn+1
i − φni
4t

= 0

(4.5.7)

R2
i =

φn+1
i − φni
4t

− λ(1− φn+1
i )

(
cn+1
i − cn+12

i

ccri

)(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
(4.5.8)

R3
i =

pn+1
i+1 − 2pn+1

i + pn+1
i−1

4r2
i

+
pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[
1

ri
+

(
3− φn+1

i

φn+1
i (1− φn+1

i )

)
φn+1
i+1 − φ

n+1
i−1

24ri
+

. . .

(
ρf − ρs(

1− cn+1
i

)
ρf + cn+1

i ρs

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i−1

24ri

]
= 0

(4.5.9)

Si se nota que si se deriva el residual respecto a cada nodo de variable principal, se obtiene la matriz jacobiana
∇Fm(wl), donde la matriz jacobiana es una matriz formada por las derivadas parciales de primer orden una
función. Si se aplica la Ec. (4.5.5) residual respecto a las variables principales y se considera que l = n, se tendría
que para la variable p:

∂Rk
n

i

∂pj+1
δpn+1
i+1 +

∂Rk
n

i

∂pj
δpn+1
i +

∂Rk
n

i

∂pj−1
δpn+1
i−1 = −Rk

n

i (4.5.10)

Para la variable c:

∂Rk
n

i

∂cj+1
δcn+1
i+1 +

∂Rk
n

i

∂cj
δcn+1
i +

∂Rk
n

i

∂cj−1
δcn+1
i−1 = −Rk

n

i (4.5.11)

Y para la variable φ:
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∂Rk
n

i

∂φj+1
δφn+1

i+1 +
∂Rk

n

i

∂φj
δφn+1

i +
∂Rk

n

i

∂φj−1
δφn+1

i−1 = −Rk
n

i (4.5.12)

donde k = 1, 2, 3 , i = 1, ..., Nr y j = 1, ..., Nr
Las ecuaciones (4.5.10)-(4.5.12) se representan de forma matricial, en la que será una matriz con nueve sub-
matrices por cada jacobiano, por lo que el numero de incógnitas sería 3Nr. Las ecuaciones (4.5.10)-(4.5.12) se
representan de forma matricial tal como:

[
∂R1n

i

∂φj

] [
∂R1n

i

∂cj

] [
∂R1n

i

∂pj

]
[
∂R2n

i

∂φj

] [
∂R2n

i

∂cj

] [
∂R2n

i

∂pj

]
[
∂R3n

i

∂φj

] [
∂R3n

i

∂cj

] [
∂R3n

i

∂pj

]

n  [δφi]

[δci]
[δpi]

n+1

= −

 [R1
i

][
R2
i

][
R3
i

]
n (4.5.13)

Si se realiza una analogía se tiene una sistema de ecuaciones lineales de forma [A] {~x} =
{
~b
}
, con este analogía

se deduce que la solución se encuentra con un algoritmo de solución para sistema de ecuaciones lineales. Nótese
que en la ecuación (4.5.13) la matriz está en el tiempo n, mientras que los deltas se encuentran en tiempo n+ 1
lo que sugiere que las únicas incógnitas se encuentran al tiempo n + 1 y se calcularán con la ecuación (4.5.6).
Los jacobianos y residuales de las ecuaciones (4.5.10)-(4.5.12) se encontran en el apéndice D.
Para encontrar las variables de pn+1, φn+1y cn+1, simplemente se utilizarían las siguientes ecuaciones:

pn+1 = pn + δpn+1 (4.5.14)

φn+1 = φn + δφn+1 (4.5.15)

y

cn+1 = cn + δcn+1 (4.5.16)

4.6. Acoplamiento de la deformación mecánica
De forma paralela, debido a que las parámetros φ, c y p de cada nodo y tiempo son calculados al tiempo (n+1), la
ecuación diferencial parcial (3.7.6) se resuelve usando un esquema de diferencias finitas. La variable desconocida
será la función desplazamiento (u) en los nodos. La ecuación (3.7.6) con las condiciones de fronteras (4.2.12) y
(4.2.13) se discretizan de forma espacial para obtener el arreglo de matriz siguiente:

[A] {~u} =
{−→
b
}

(4.6.1)

Es necesario mencionar que para llegar a la ecuación (4.6.1) la discretización temporal será de forma implícita,
donde se actualiza la variable desplazamiento con respecto a las tres variables principales. Esto es posible a
que el acoplamiento de la ecuación (4.6.2) es un acoplamiento débil, o bien la variable u depende de las tres
variables principales φ, c y p , mientras que las respectivas tres variables principales no dependen de la variable
desplazamiento u. Así que discretizando de forma espacial la ecuación (3.7.6) se llega a:

ui+1 − 2ui + ui−1

4r2
i

+ g1i

ui+1 − ui−1

24ri
− g2iui = g3

(φp)i+1 − (φp)i
4ri

(4.6.2)

Donde:

g1i =
1

ri
− 1

1− φi
φi+1 − φi
4ri

(4.6.3)
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g2i =
1

r2
i

+
1

ri

v

1− v
1

1− φi
φi+1 − φi
4ri

(4.6.4)

g3i =
(1 + v) (1− 2v)

Ē (1− φi) (1− v)
(4.6.5)

Discretizando temporalmente la variable de deformación al nivel k+1, mientras que para las variables principales
se seguirá conservando n+ 1 se llega a:

uk+1
i+1 − 2uk+1

i + uk+1
i−1

4r2
i

+ gn+1
1i

uk+1
i+1 − u

k+1
i−1

24ri
− gn+1

2i
uk+1
i = gn+1

3i

(φp)
n+1
i+1 − (φp)

n+1
i

4ri
(4.6.6)

Donde para los cada nodo se obtiene:
Nodo i = 1

uk+1
2 − 2uk+1

1 + uk+1
0

4r2
1

+ gn+1
11

un+1
2 − un+1

0

24r1
− gn+1

21
un+1

1 = gn+1
31

(φp)
n+1
2 − (φp)

n+1
1

4r1
(4.6.7)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1

uk+1
i+1 − 2uk+1

i + uk+1
i−1

4r2
i

+ gn+1
1i

uk+1
i+1 − u

k+1
i−1

24ri
− gn+1

2i
uk+1
i = gn+1

3i

(φp)
n+1
i+1 − (φp)

n+1
i

4ri
(4.6.8)

Nodo i = Nr

uk+1
Nr+1 − 2uk+1

Nr + uk+1
Nr−1

4r2
Nr

+ gn1Nr−1

uk+1
Nr+1 − u

k+1
Nr12

24rNr
− gn+1

2Nr
uk+1
Nr = gn+1

3Nr

(φp)
n+1
Nr − (φp)

n+1
Nr−1

4rNr
(4.6.9)

Aplicando las condiciones de frontera a la ecuación que se encuentran en apéndice E:
Nodo i = 1

uk+1
2 − 2uk+1

1

4r2
1

+gn+1
11

uk+1
2

24r1
+

(
1

4r2
1

−
gn+1

11

24r1

)(
uk+1

2 + 24r1

(
v

1− v
uk+1

1

r1
+ gn+1

31 [φ1p1 − p1]

))
. . .

. . .− gn+1
21

uk+1
1 = gn+1

31

(φp)
n+1
2 − (φp)

n+1
1

4r1

(4.6.10)
La ecuación (4.6.10) se simplifica:

2uk+1
2 − 2uk+1

1

4r2
1

−gn+1
21

uk+1
1 +

(
2

4r1
− gn+1

11

)(
v

1− v
uk+1

1

r1

)
. . .

. . . = gn+1
31

(φp)
n+1
2 − (φp)

n+1
1

4r1
+

(
gn+1

31
gn+1

11
−

2gn+1
31

4r1

)
[φ1p1 − p1]

(4.6.11)

Del mismo modo para el nodo i = Nr − 1

−2uk+1
Nr + 2uk+1

Nr−1

4r2
Nr

+

(
2

4rNr
+ gn+1

1Nr

)(
− v

1− v
uk+1
Nr−1

rNr

)
− gn+1

2Nr−1
uk+1
Nr−1 . . .

. . . = gn+1
3Nr−1

(φp)
n+1
Nr − (φp)

n+1
Nr−1

4rNr
−

(
gn+1

3Nr
gn+1

1Nr
+

2gn+1
3Nr

4rNr

)
[φepe − Se]

(4.6.12)
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Ya que se acoplaron las condiciones de fronteras se adaptan las ecuaciones (4.6.10), (4.6.8) y (4.6.12), se obtendra
el arreglo matricial siguiente:

{~u} =



u1

u2

...
ui
...

uNr



k+1

(4.6.13)

{
~b
}

=



gn31

(φp)n+1
2 −(φp)n+1

1

4r1 +

(
gn+1

31
gn+1

11
− 2gn+1

31

4r1

)
[φ1p1 − p1]

gn32

(φp)n3−(φp)n+1
2

4r2
...

gn3i
(φp)ni+1−(φp)ni

4ri
...

gn3Nr−1

(φp)nNr−(φp)nNr−1

4rNr−1
−
(
gn3Nr−1

gn1Nr−1
+

2gn3Nr−1

4rNr−1

)
[φepe − Se]



n+1

(4.6.14)

Nótese que ahora se tiene:

[A]
n+1 {~u}k+1

=
{−→
b
}n+1

(4.6.15)

El sistema de ecuaciones (4.6.15) se resuelve con métodos convencionales para resolver matrices y así obtener
los valores del vector desplazamiento (~u). De esta forma se actualiza la deformación al mismo paso del tiempo
que las variables principales φ, c y p.
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4.7. Algoritmo de solución

Algoritmo 4.1 Algoritmo General de Solución
1 :Empieza
2 :Introducir valores de entrada.
3 :Definir malla de simulación.
4 :Definir incremento de tiempo, delta tiempo y tiempo total.
5 :Definir tolerancia.
6 :Mientras tiempo < tiempoSimulación realizar :
7 : Mientras 4Norma > tolerancia realizar :
8 : Obtener matriz Jacobiana de residuales y vector de residuales (tal como la ecuación (4.5.13)).
9 : Resolver el sistema de ecuaciones.
10 : Calcular 4Norma.
11 : Si 4Norma > tolerancia :
12 : Encontrar las variables principales con la ecuaciones (4.5.14)-(4.5.16).
13 : Las soluciones son pn+1,φn+1y cn+1.
14 : Si No 4Norma > tolerancia :
15 : Regresar al paso 1 y verificar posible error.
16 Sustituir las variables principales al tiempo n+ 1 de la ecuación (4.6.15) para obtener el vector desplaza-
miento.
17 : La solución es un+1.
18 :Encontrar esfuerzos efectivos con el resultado de la uk+1.
19 :Imprimir gráficas y resultados.
20 :Finaliza.

4.8. Validación del simulador
Para validar y comprobar el funcionamiento del simulador se realizaron múltiples corridas para replicar los
resultados del trabajo publicado por Stavropoloulou et al. (1998). De la misma forma se utilizan los datos que
se encuentran en la tabla I propuesta por Stavropoloulou et al. (1998) mediante la tabla [4.1] de este trabajo.
Es importante también mencionar que el código del simulador se realizó en el lenguaje de programación llamado
Python en su versión 3.
Se reproducen las figuras (3) y (4) de [25] en la cual se muestra la alteración de la porosidad respecto a la
distancia a distintos tiempos y la alteración de la presión respecto a la distancia, igual a distintos tiempos. La
figura (4.4a) y (4.4b) son las que representan la figura (3) y (4) del artículo. Las figuras están representadas
por las figuras (4.5a) y (4.5b). Se debe considerar que la diferencia es que el artículo fue realizado por medio
de elemento finito y el simulador de este trabajo fue realizado por medio de diferencias finitas. Tener un esquema
de diferencias finitas presenta un error cuando se aproximan las derivadas con Series de Taylor, mientras que en
elemento finito su error es minimizado debido a que su discretización se presenta esquema continuo de integrales
(en lugar de derivadas). Es importante mencionar que el simulador la presión inicial empezó con la presión
externa, en cambio en la figura (4.4b) se observa que la distribución inicial es logarítmico.
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Cuadro 4.1: Datos de entrada para el simulador de Stavropoloulou et al. (1998) .

Parámetros físicos Valor
Radio del pozo rwf = 0.1 [m]
Radio externo re = 5 [m]

Porosidad Inicial φ0 = 0.25
Concentración inicial c0 = 10−3

Concentración crítica ccr = 0.3
Permeabilidad Inicial k = 373 [md]
Módulo de Young E = 2 [GPa]
Relación de Poisson v = 0.3

Viscosidad cinemática del fluido ηk = 5x10−6 [m2s−1]
Densidad del fluido ρf = 840 [kgm−3]

Densidad de los sólidos ρs = 2650 [kgm−3]
Presión del pozo ó fondo fluyendo pwf = 5 [MPa]

Presión externa pe = 8 [MPa]
Esfuerzo exterior σe = 20 [MPa]

Coeficiente de Erosión λ = 5 [m−1]
Cohesión inicial Co = 7.5 [MPa]

Ángulo de fricción interna Φ = 37 [º]
Número de nodos Nr = 100

Tiempo final tf = 10000 [s]
Delta del tiempo dt = 10 [s]
Delta del radio dr = 0.5

Epsilon de Newton-Raphson εNR = 1x10−5
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(a) (b)

Figura 4.4: a) Perfil espacial de la porosidad a varios tiempos. b) Perfil espacial de presión a varios tiempos.
Ambas de referencia [25]

(a) (b)

Figura 4.5: a) Perfil espacial de la porosidad a varios tiempos de simulación b) Perfil espacial de presión a
distintos tiempos del simulador

Para la figura (5) y (6) del artículo, las cuales muestran el comportamiento de la porosidad y la concentración
de transporte en el primer nodo conforme el tiempo está cambiando. Estas figuras están representadas por las
figuras (4.6a) y (4.6b). Los resultados del simulador de este trabajo están comparadas con figura (4.7a) y
(4.7b). Notesé el rápido incremento de la porosidad y concentración después de un cierto tiempo. En la figura
(4.7a) se observa como el valor se aproxima a 1, la cual es la porosidad máxima, ó bien una superficie libre. En
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la figura (4.7b) es claro que la concentración converge hacia el valor asintótico de 0.3, el cual corresponde a la
concentración crítica.

(a) (b)

Figura 4.6: a) Variación de la porosidad respecto al tiempo del nodo inicial. b)Variación de la concentración de
transporte respecto al tiempo en el primer nodo. Ambas de referencia [25]

(a) (b)

Figura 4.7: a) Variación de la porosidad respecto al tiempo en el primer nodo, del simulador. b) Variación de la
concentración de transporte respecto al tiempo en el primer nodo, del simulador.

Para los parámetros geomecánicos primero se determina la deformación para calcular los esfuerzos efectivos. Las
figuras 8 y 9 del artículo se comparan por medio de las figuras (4.8a) y (4.8b). Las figuras se reproducen
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por medio del simulador y se obtienen como resultado las figuras (4.9), (4.10a), y (4.10b). Nótese que la
erosión de la vecindad del pozo induce una alteración mecánica del medio. La figura (4.9) muestra los perfiles
espaciales del desplazamiento radial a distintos tiempos. Las figuras (4.10a) y (4.10b) demuestran la variación
del tiempo del desplazamiento radial y su derivada en la cara del pozo.

(a) (b)

Figura 4.8: a) Distribución de desplazamiento radial simulado a varios tiempos. b)Variación del desplazamiento
radial y la deformación radial con respecto al tiempo, evaluados en el radio del pozo. Ambas de referencia [25]

Figura 4.9: Distribución de desplazamiento radial simulado a varios tiempos de producción.
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(a) (b)

Figura 4.10: a) Variación con respecto al tiempo del desplazamiento radial en la pared del pozo obtenida por
medio del simulador. b) Variación temporal de la derivada de la deformación en la pared del pozo obtenida por
medio del simulador .

Para los esfuerzos efectivos se obtienen las figuras (10) y (11) del artículo, las cuales están representadas por
las figuras (4.11a) y (4.11b). Las figuras están comparadas por la figuras (4.12a) y (4.12b), respectiva-
mente. Como se observo anteriormente, existe un incremento en el valor absoluto del desplazamiento radial y su
pendiente. Estos incrementos causan un decremento en el gradiente del esfuerzo efectivo radial como se observa
en la figura (4.12a) y a su vez un decremento en el esfuerzo efectivo tangencial, tal como en la figura (4.12b).

(a) (b)

Figura 4.11: a) Distribución del esfuerzo efectivo radial para varios tiempos. b) Distribución de esfuerzo efectivo
tangencial a varios tiempos. Ambas de referencia [25].
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(a) (b)

Figura 4.12: a) Distribución del esfuerzo efectivo radial a varios tiempos del simulador. b) Distribución de esfuerzo
efectivo tangencial a varios tiempos obtenidas por medio del simulador.

Considerando la solución del problema de esfuerzo elástico, se realiza un análisis de falla del pozo usando el
criterio de Mohr-Coulomb modificado. Los resultados del artículo se muestran en la figura (4.13) , mientras
que los del simulador se muestran en la figura (4.14a) y de forma más detallada en la figura (4.14b). De la
figura (4.14b) se observa de manera continua como la envolvente de falla alcanza al campo de esfuerzos y por lo
tanto existe un colapso de roca en dicho punto. Nótese que en la figura (4.14b) se observa que después de 3300
la envolvente de falla encuentra el campo de esfuerzos y entonces este nodo de la formación empieza a colapsar.

Figura 4.13: Envolventes de fallas y esfuerzos críticos correspondientes a la frontera interna r = rw , a distintos
tiempos (φ = 37º, C̄ = 7.5 [Mpa]) de referencia [25].
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(a) (b)

Figura 4.14: a) Envolventes de fallas y esfuerzos críticos correspondientes a la frontera interna r = rw , a distintos
tiempos (Φ = 37º, C̄ = 7.5 [Mpa]) obtenidas por medio del simulador. b) Variación de la envolvente de falla y el
campo de esfuerzos en la frontera interna r = rw , a distintos tiempos (Φ = 37º, C̄ = 7.5 [Mpa]) obtenidas por
medio del simulador.

En analogía con el fenómeno de difusión de calor, valores oscuros reflejan una porosidad cercana a 1, mientras
que la más clara una porosidad cercana al valor inicial. En la figura (4.15a) se observa el espacio inicial con la
porosidad uniforme con el valor inicial. Se observa en la figura (4.15b) que denota la mitad del tiempo: como
el fenómeno es visible muy cercano al pozo. Mientras que en la figura (4.15c) se observa: como la porosidad
ha cambiado en la tercia de distancia del pozo. Sin olvidar que la porosidad y la cohesión están directamente
relacionados, estas figuras son utilizadas para visualizar la cohesión cerca del pozo.

(a) (b) (c)

Figura 4.15: a) Mapa de calor de porosidad a tiempo de 0 segundos. Los valores empiezan desde la porosidad
inicial 0.25 y terminar en el valor de 1. b) Mapa de calor de porosidad a tiempo de 5010 segundos. Los valores
empiezan desde la porosidad inicial 0.25 y terminar en el valor de 1. c) Mapa de calor de porosidad a tiempo de
10000 segundos. Los valores empiezan desde la porosidad inicial 0.25 y terminar en el valor de 1.
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4.9. Análisis de casos
En esta sección se realizó un análisis de caso con características de un yacimiento real que se represetan con
datos de la tabla (4.2). El análisis se divide en dos partes:

1. Análisis físico.- Se realiza una variación de parámetros tal como permeabilidad, caída de presión y relación
de Poisson para observar el comportamiento físico.

2. Análisis númerico.- Se realiza un breve análisis de estabilidad númerica a tráves de la condición CFL
(Courant-Friederich-Lewy) donde se varían los pasos del tiempo (4t).

Cuadro 4.2: Datos de entrada para el simulador caso sintético.

Parámetros físicos Valor
Radio del pozo rwf = 0.1 [m]
Radio externo re = 5 [m]

Porosidad Inicial φ0 = 0.33
Concentración inicial c0 = 10−3

Concentración crítica ccr = 0.3
Permeabilidad Inicial k = 8.5 [mD]
Módulo de Young E = 1.213 [GPa]
Relación de Poisson v = 0.26

Viscosidad cinemática del fluido ηk = 3.7x10−7 [m2s−1]
Densidad del fluido ρf = 834.2 [kgm−3]
Densidad de sólidos ρs = 2670 [kgm−3]

Presión del pozo ó fondo fluyendo pwf = 5700 [psi]
Presión externa pe = 6000 [MPa]
Esfuerzo exterior σe = 220 [MPa]

Coeficiente de Erosión λ = 5[m−1]
Cohesión inicial de la roca Co = 150 [MPa]

Ángulo de fricción interna Φ = 38 [º]
Número de nodos Nr = 100

Tiempo final tf = 90000 [s]
Delta del tiempo dt = 100 [s]
Delta del radio dr = 0.5

Epsilon de Newton-Raphson εNR = 1x10−5

4.9.1. Análisis físico
Observar el comportamiento físico del simulador cuando se varía un parámetro es imperativo para constatar
las ecuaciones utilizadas. Los parámetros físicos que se varían son: permeabilidad (k), cohesión de la roca (C),
relación de Poisson (v), ángulo de fricción interna (Φ), y coeficiente de erosión (λ). La intención es observar
el efecto físico que se genera cuando uno de los parámetros cambia. De los valores de la Tabla 2 se obtienen
la figura (4.16), nótese de la figura (4.16a) que el valor de porosidad esta arriba del valor de 0.9 y la roca
empezará a fallar, tal como lo muestra la figura (4.16c). Esto no sucede en el caso de validación del simulador
representada por las figuras (4.7a) y (4.14a) la roca empieza a fallar aproximadamente a los 3500 [s] con una
porosidad cercana a 0.5. De este análsis es psoible inferir que parámetros afectan más la falla de la roca y cuanto
llegan a ser afectadas.
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(a) (b) (c)

Figura 4.16: a) Variación de la porosidad respecto al tiempo del nodo inicial, del simulador. b) Variación de
la concentración de transporte respecto al tiempo del nodo inicial, del simulador. c) Variación de la envolvente
de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = rw , a distintos tiempos obtenidas por medio del
simulador.

4.9.1.1. Efecto físico de la permeabilidad

La permeabilidad es el parámetro más importante cuando se analiza el flujo de fluidos, cuando este valor aumenta
el gasto es mayor, si el gasto es mayor las fuerzas de erosión se incrementa y la falla de la roca sera más rápida.
La figura (4.17a) muestra que con una mayor permeabilidad la porosidad se acerca más al valor de 1.0 a mitad
del tiempo de simulación, esto sugiere que yacimientos con mayor permeabilidad fallan de forma más rápida y
esto se ilustra en la figura (4.17c). Mientras que para el caso de concentración, la figura (4.17b) muestra que
cuando el radio del pozo empieza a tener el valor de 1, la concentración alcanza su máximo y luego disminuye,
esto debido a que ya no existe roca dispuesto a proporcionar sólido móvible para este nodo.

(a) (b) (c)

Figura 4.17: a) Variación de la porosidad respecto al tiempo del nodo inicial a dos distintas permeabilidades. b)
Variación de la concentración de transporte respecto al tiempo del nodo inicial a dos distintas permeabilidades.
c) Variación de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = rw , a distintos tiempos
obtenidas por medio del simulador a dos distintas permeabilidades.



CAPÍTULO 4. MODELO DEL SIMULADOR 81

4.9.1.2. Efecto físico de la cohesión de la roca

Como se ha mencionado: la cohesión es el principal parámetro geomecánico que destaca en este modelo de flujo
de fluidos acoplados a sólidos móvibles, ya que la erosión de sólidos se incrementa cuando la cohesión de la roca
disminuye. Si se disminuye la cohesión tal como muestra la figura (4.18a), es notorio que la roca empieza a
fallar más rápido y lo cerca que esta el campo de esfuerzos y la línea de falla. Nótese de las figuras (4.18b) y
(4.20c) que la roca falla a mitad del tiempo del caso original.

(a) (b) (c)

Figura 4.18: a) Variación de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = rw , a
distintos tiempos obtenidas por medio del simulador a dos distintos valores de cohesión. b) Envolventes de fallas
y esfuerzos críticos correspondientes a la frontera interna r = rw , a distintos con ángulo de fricción de 27º. c)
Envolventes de fallas y esfuerzos críticos correspondientes a la frontera interna r = rw , a distintos tiempos con
ángulo de fricción de 38º.

4.9.1.3. Efecto físico de la relación de Poisson

La relación de Poisson es una ecuación que miden la dureza de una roca, y una propiedad crítica que se relaciona
con el esfuerzo de cierre de fracturas. Con respecto a la falla de roca, su influencia no es tan significativa, tal
como muestra la figura (4.19), el cambio es que tan fácil es de fallar, pero al disminuir la relación de poisson
la generación del campo de esfuerzos se afecta, por lo que simplemente se genera un desplazamiento entre dos
curvas a valores mayores.
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Figura 4.19: Variación de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = rw , a distintos
tiempos obtenidas por medio del simulador a dos distintas relaciones de Poisson.

4.9.1.4. Ángulo de fricción interna

El ángulo de fricción interna usualmente se obtiene de pruebas triaxiales, aunque el término deriva de la ecuación
(2.6.79). Savage et al. (1996) argumentaron que el efecto es debido a fuerzas friccionales de deslizamiento a lo
largo de las porciones de microescala de la superficie de la falla que no están en intactas. Un ángulo menor genera
pendientes menores y por lo tanto las líneas fallas están más cerca de tocar los campos de esfuerzos. Las figuras
(4.20a), (4.20b) y (4.20c) ilustran esta noción y confirman que cuando hay menor ángulo del coeficiente de
fricción, la falla ocurre de manera temprana y la envolvente de falla es más cercana al campo de esfuerzos.

(a) (b) (c)

Figura 4.20: a) Variación de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = rw , a
distintos tiempos obtenidas por medio del simulador a dos distintos ángulos de fricción interna. b) Envolventes
de fallas y esfuerzos críticos correspondientes a la frontera interna r = rw , a distintos con ángulo de fricción
de 27º. c) Envolventes de fallas y esfuerzos críticos correspondientes a la frontera interna r = rw , a distintos
tiempos con ángulo de fricción de 38º.

4.9.1.5. Efecto físico del coeficiente de erosión

Sin duda alguna el efecto del coeficiente de erosión es de los que más impactan en este estudio; Gravanis et
al. (2015) establecen un método para calcular este parámetro mediante pruebas experimentales con núcleos. El
rango de valores del coeficiente de erosión es de 10 a .07 [m−1], aquí se toma un caso extremo con un valor de 10.
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De la figura (4.21a) se observa que a la mitad del tiempo final el valor es cercano a 1 y que la concentración
esta en su máximo, tal como lo muestra la figura (4.21b). De las figuras (4.21c), (4.22a) y (4.22b) se observa
que la falla de la roca empieza a mitad del tiempo final, por lo que determinar correctamente este parámetro
(ya sea experimental o se derive otro método) es imperativo.

(a) (b) (c)

Figura 4.21: a) Variación de la porosidad respecto al tiempo del nodo inicial variando el coeficiente de erosión. b)
Variación de la concentración de transporte respecto al tiempo del nodo inicial variando el coeficiente de erosión.
c) Variación de la envolvente de falla y el campo de esfuerzos en la frontera interna r = rw , a distintos tiempos
obtenidas por medio del simulador variando el coeficiente de erosión.

(a) (b)

Figura 4.22: a) Envolventes de fallas y esfuerzos críticos correspondientes a la frontera interna r = rw , a
distintos tiempos con coeficiente de daño igual a 5 b) Envolventes de fallas y esfuerzos críticos correspondientes
a la frontera interna r = rw , a distintos tiempos con coeficiente de daño igual a 10



CAPÍTULO 4. MODELO DEL SIMULADOR 84

4.9.2. Análisis númerico
La estabilidad númerica de un simulador es importante, ya que establece un rango de valores númericos en el
cual el simulador computa valores que son correctos. Los esquemas de estabilidad se dividen en tres:

1. Inestables.- Esquema cuya solución númerica crece de forma indefinida y posteriormente genera ruido sin
importar el valor de 4t.

2. Condicionalmente estables.- Esquema cuya solución númerica son estables para un rango definido de valores
de 4t.

3. Incondicionalmente estables.- Esquema cuya solución númerica son estables sin importar el tamaño de 4t
.

Este trabajo se centrará en el segundo caso, que sucede cuando la combinación de ecuaciones diferenciales
parciales proveen una solución númerica compleja. Para encontrar el rango de valores mencionados se requiere
un criterio de estabilidad, en este caso se utiliza el criterio de Courant-Friedrichs-Lewy, ó bien el criterio de CFL
propuesto por Courant et al. (1928).
El criterio de CFL establece una condición de estabilidad para soluciones númericas condicionalmente estables.
La esencia de este método se basa en que el completo dominio de dependencia númerica debe contener el completo
dominio de dependencia física, dicho de otra forma esta condición expresa que la distancia de cualquier viaje
de información durante un paso tiempo (4t) dentro de la malla debe ser menor a la longitud de cada nodo
(4r), de esta forma la información de un nodo debe propagarse a sus nodos cercanos a un tiempo adecuado.
Matemáticamente se expresa como:

CFL = vcfl
4t
4r

(4.9.1)

De la ecuación (4.9.1) se define 4t como paso del tiempo con unidades [s], 4r como longitud del nodo con
unidades [m], vcfl como la velocidad con unidades [ms ] y por último CFL como el número de Courant con
unidades adimensionales. En este caso vcfl será igual a la velocidad de darcy (vD). Para que se cumpla el criterio
CFL se estableció que para problemas de convección de esquema explícitos líneales siempre:

CFL ≤ 1 (4.9.2)

Nótese que la condición (4.9.2) fue desarrollada para un esquema explícito y en este trabajo se utiliza un esquema
implícito, cuando se solucionan ecuaciones no líneales (como el de este trabajo) incluso el esquema implícito es
incondicionalmente inestable si se presentan valores de CFL grandes. En consecuencia, es necesario realizar un
análisis de estabilidad y establecer un rango de valores de 4t.
Se varían distintos pasos de tiempo (4t) utilizando los valores de la tabla (4.2) y se encuentra el rango de valores
donde el simulador es estable. El rango de pasos de tiempos que se utilizó es de .1 a 10,000 segundos, se obtuvo
el valor de porosidad a mitad del tiempo y el resultado se muestra en el figura (4.23). Nótese en la figura como
el valor de porosidad varía entre .75 y 1, conforme se incrementa el número CFL se incrementa el error y al final
todo diverge hacia 1, que es el valor máximo que genera el simulador. También se nota que a valores del número
de CFL menores a 1 el simulador genera valores con un error pequeño.
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Figura 4.23: Gráfico semilog del valor del Porosidad a mitad del tiempo vs Número CFL.

Para ilustrar cuando el simulador es inestable, se realizan dos ejemplos: cuando 4t = 100 y 4t = 1000, los
números de CFL generados respectivamentes son: CFL = 0.14593 y CFL = 1.46179. El perfil de porosidad en
relación al tiempo y su mapa de calor final se ilustran en la figuras (4.24) y (4.25), se observa que la figura
(4.25) presenta un comportamiento inestable en la parte a) con una inestabilidad númerica en los últimos tiempos
y en la parte b) con una divergencia total al valor 1. Como última evidencia de la inestabilidad de este caso, se
decide terminar el tiempo de simulación a la mitad del tiempo final y luego al cuarto del tiempo final, ya que en
la figura (4.25) parte a) se puede argumentar que la inestabilidad se encuentra en el último rango del tiempo. De
las figuras (4.26) se observa claramente que la inestabilidad persiste sin importar el tiempo final, incluso en
la figura b) se observa una inestabilidad más grande, esto debido a que el algoritmo de Newton-Rapshon busca
justificar los errores que generen menos error, y considerando el análisis de CFL, el error se genera por la rápidez
que se pasa la información en los nodos vecinos sin que la información física se genere de forma correcta. Por lo
que se confirma el criterio de CFL de la ecuación (4.9.2) cuando se varían los pasos del tiempo.

(a) (b)

Figura 4.24: a)Variación de la porosidad y el tiempo a un paso del tiempo de 100 segundos . b) Perfil de calor
de la porosidad al tiempo final con un paso del tiempo de 100 segundos.
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(a) (b)

Figura 4.25: a)Variación de la porosidad y el tiempo a un paso del tiempo de 1000 segundos . b) Perfil de calor
de la porosidad al tiempo final con un paso del tiempo de 1000 segundos.

(a) (b)

Figura 4.26: a)Variación de la porosidad y el tiempo a un paso del tiempo de 1000 segundos . b) Perfil de calor
de la porosidad al tiempo final con un paso del tiempo de 1000 segundos.



Capítulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

La producción de sólidos de una formación dependen de aspectos físicos y mecánicos de la roca. La inter-
acción entre estos dos aspectos generan una certidumbre del tiempo de la falla de la roca.

Se derivó un modelo númerico a partir del análisis de fundamentos de flujo de fluidos, erosión de la roca
causado por la fricción y aspectos geomecánicos en una dimension de manera implícita.

La cohesión acoplado con la porosidad y sus cambios respectivos generan las condiciones a la cual la roca
falla y genera el colapso de la formación cercana al pozo.

A tiempos tempranos la permeabilidad tiende a aumentar conforme la porosidad aumenta y se producen
más sólidos, y esto genera una compensación a la caída de presión del pozo.

El modelo númerico encuentra mayor aplicación en pozos ya en etapa maruda que presentan problemas de
arenamiento y no se hay intéres económico en control de arena, al igual en pozos de yacimientos maduros
que no tengan datos geomecánicos y pruebas de fluido tan específicos.

La validación del simulador presentan similitudes del comportamiento de los parámetros, rangos de valores
y errores de segundos.

El simulador solo aplica para radios de investigaciones donde se ha afectado el sistema de esfuerzos in-situ
a un sistema de esfuerzos locales, por lo que a mayor distancia el aspecto geomecánico empieza a presentar
errores.

Se recomienda extender esta herramienta númerica a un flujo multifásico. Es reconocido que los efectos de
agua y gas generan problemas adicionales para la producción de sólidos.

Se recomienda extender esta herramienta a un sistema de tres dimensiones donde se consideren los esfuerzos
axiales y los desplazamientos tangenciales y axiales.

Es importante utilizar un criterio que defina el radio plástico que contengan los parámetros mecánicos y
físicos fundamentales de este modelo.

Es imperativo hacer un enfásis en el parámetro del coeficiente de erosión, se deben de establecer metodo-
logías para el cálculo correcto del mismo. Al calcular este coeficiente, la caracterización del fenómeno de
flujo de fluidos con sólidos se vuelve más significativa y realista.

La obtención correcta de los datos geomecánicos es imperativo para tener predicciones más satisfactorias.
Por lo que se recomienda ampliamente obtener núcleos durante la etapa de perforación para obtener los
parámetros estáticos de la roca y realizar registros geofísicos para obtener los parámetros dinámicos de la
roca, y calibrar las diferencias de frecuencias entre ellas.
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Nomenclatura

Variables
ā Aceleración

[
ft
s2

]
A Área

[
ft2
]

Ap Área perpendicular del plano YZ
[
ft2
]

An Área normal
[
ft2
]

bi Fuerza de cuerpo [lbf ]
c Concentración de sólidos móviles [adim.]
cbal Concentración balanceada [adim.]
ccr Concentración crítica [adim.]
C Cohesión con daño [psi]
Co Cohesión inicial con daño [psi]
C̄ Cohesión [psi]
CFL Número Courant-Friedrichs-Lewy [adim.]

dSi Área seccional
[
ft2
]

ei Dirección de eje arbitraría en i [adim.]
E Módulo de Young con Daño [psi]
Ē Módulo de Young [psi]
F Fuerza [lbf ]

Fm Flujo másico
[
lb
s

]
G Módulo cortante [psi]
hw Altura del pozo [ft]
k Permeabilidad [mD]
k0 Permeabilidad inicial [mD]

K Constante de Proporcionalidad
[
lbf
ft

]
l Longitud del sistema [ft]
m Masa [lb]

ṁcr Flujo másico crítico
[
lb
s

]
Ms Masa del sólido [lb]
Mff Masa del fluido [lb]
Mfs Masa del sólido móvible [lb]
n̄ Norma del vector [adim.]
p Presión [psi]
pg Parámetro Geomecánico con Daño
pg Parámetro Geomecánico
pp Presión de poro [psi]

p̄ Momento de Inercia
[
lbft2

]
88
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q Gasto de Darcy
[
ft
s

]
qm Término Sumidero/Fuente

[
1
s

]
qs Gasto de producción de arena

[
ft3
]

q̄ Relación de volumen en cierto tiempo
[

1
s

]
rw Radio del pozo [ft]
R Radio de la zona plástica [ft]
S Tensor de Esfuerzos [psi]
Sij Esfuerzo en dirección ij [psi]

Sc Producción de arena acumulada
[
ft3
]

t Tiempo [horas]
t0 Tiempo inicial [horas]
t̄ Vector tracción [psi]
ui Deslpazamiento en la dirección i [ft]
ū Vector proyección [adim.]

v̄x Velocidad intersticial
[
ft
s

]
v Velocidad de la materia

[
ft
s

]
vCFL Velocidad de Courant-Friedrichs-Lewy [ms ]

vD Velocidad de Darcy
[
ft
s

]
vffi Velocidad de fluidos

[
ft
s

]
vfsi Velocidad de sólidos movibles

[
ft
s

]
vsi Velocidad de sólidos

[
ft
s

]
v̄ Velocidad de la mezcla

[
ft
s

]
vp Relación de Poisson [adim.]

V Volumen total
[
ft3
]

Vs Volumen de sólido
[
ft3
]

Vfs Volumen de sólidos móvibles
[
ft3
]

Vff Volumen de fluidos
[
ft3
]

Vv Volumen del espacio poroso [ft·]

VΩ Volumen del sistema de control Ω
[
ft3
]

w Desplazamiento en dirección y [ft]
x Punto en el espacio
Letras Griegas
α Ángulo entre dos rectas [º]

β Ángulo entre dos rectas [º]
εi Deformación en dirección i [adim.]
εvol Deformación Volumétrica [adim.]
εεθ Deformación elástica cortante [ft]
εpθ Deformación plástica cortante [ft]
ηk Viscosidad cinématica [Poise]

θ Ángulo entre dos rectas [º]

Φ Ángulo de fricción interna [º]
λl Constante de Lamé [adim]

λ Coeficiente de Erosión
[

1
ft

]
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µ Viscosidad dinámica [St]
µf Coeficiente de fricción [adim.]
π Constante Pi [adim.]

ρ Densidad
[
lb
ft3

]
ρs Densidad del sólido

[
lb
ft3

]
ρff Densidad del fluido

[
lb
ft3

]
ρfs Densidad del sólido móvible

[
lb
ft3

]
ρ̄ Densidad de la mezcla

[
lb
ft3

]
σ1 Esfuerzo máximo vertical [psi]
σ′3 Esfuerzo mínimo horizontal [psi]
σ′i Esfuerzo efectivo con Daño [psi]

σ̄′i Esfuerzo efectivo [psi]
σh Esfuerzo hidrostático [psi]
σd Esfuerzo deviatorio [psi]
σn Esfuerzo Normal [psi]
σm Esfuerzo promedio [psi]
σr Esfuerzo radial [psi]
σ′r Esfuerzo efectivo radial [psi]
σ′θ Esfuerzo efectivo tangencial [psi]
σθ Esfuerzo tangencial [psi]
σij Esfuerzo en dirección ij [psi]
σij Tensor de esfuerzos [psi]
φ Porosidad [adim.]
φp Porosidad zona plástica [adim.]
φc Porosidad zona elástica [adim.]
Φ Coeficiente de fricción interna [adim.]
Γxy Deformación en dirección xy [adim.]
τij Esfuerzos cortantes en la cara ij [psi]
τm Esfuerzo cortante promedio [psi]
τn Esfuerzos cortantes normal [psi]

Ω Volumen de control
[
ft3
]

∂Ω Superficie de control
[
ft3
]



Apéndice A

Derivación de la ecuación de momento
lineal

Se tiene un cuerpo como el de la figura (A.1), sujeto a una fuerza externa o de contacto y una fuerza de cuerpo
b, que representa la gravedad. El momento es una medición de la masa en movimiento: cuánta masa está en
cuánto movimiento y se define como:

dp̄ = vdm (A.0.1)

La ecuación (A.0.1) representa el momento, en el que la roca que cambia conforme a la masa cambia. Tal como
muestra la figura (A.A.1) en el color azul. Si se reescribe la ecuación (A.0.1) se obtiene:

dp̄ = v̄ρdV (A.0.2)

Integrando la ecuación (A.0.2) se obtiene:

p̄ =

ˆ

dV

v̄ρdV (A.0.3)

Se deriva el vector de momento respecto al tiempo y se obtiene un vector de fuerza; entonces derivando la
ecuación (A.A.0.3) respecto al tiempo se tendrá:

dp̄

dt
=

d

dt

ˆ

dV

v̄ρdV (A.0.4)

Para este paso, se rehúso la idea de que los cambios son de movimiento muy pequeños debido a que las de-
formaciones son pequeñas relativa al volumen del objeto que se modela. Por lo que la ecuación (A.0.4) queda
como:

dp̄

dt
=

ˆ

dV

d

dt
(v̄ρ)dV (A.0.5)

Debido a que ahora la ecuación (A.A.0.5) representa una ecuación con dimensiones de fuerzas, se utiliza la
Segunda ley de Newton o la ecuación (2.6.67) para tomar en cuenta el conjunto de fuerzas que actúa en el
sistema e igualando a la ecuación (A.0.5) se obtiene:

ˆ

dV

d

dt
(v̄ρ)dV =

ˆ

dS

t̄dS +

ˆ

dV

ρb̄dV (A.0.6)
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El vector tracción, t̃, representa un vector de esfuerzos que actúan en el cuerpo de manera normal o sea:

t̃ = σT · n̄ (A.0.7)

Sustituyendo la ecuación (A.0.7) a la ecuación (A.0.6):
ˆ

dV

d

dt
(v̄ρ)dV =

ˆ

dS

σT · n̄dS +

ˆ

dV

ρb̄dV (A.0.8)

La ecuación (A.A.0.8) tiene dos términos que relacionan el movimiento y la fuerza con el volumen de control,
mientras que el otro término determina el flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada. Para
tener los términos en el volumen de control y lograr integrar la ecuación (A.A.0.8), se tiene que usar el Teorema
de la Divergencia o Teorema de Gauss, por lo que se utiliza la ecuación (3.2.28), obteniéndose:

ˆ

dV

d

dt
(v̄ρ)dV =

ˆ

dV

∇ · σT dV +

ˆ

dV

ρb̄dV (A.0.9)

Integrado la ecuación anterior :

d

dt
(v̄ρ) = ∇ · σT + ρb̄ (A.0.10)

La ecuación representa la ecuación de momento lineal de forma vectorial, el cual se expande de acuerdo al
número de dimensiones en que se realiza el sistema. Considerando que la aceleración del cuerpo es cero ó bien
se encuentra en inercia (tal como se supone en geomecánica) y el sistema se encuentra en tres dimensiones, se
llega a las ecuaciones (2.6.12)-(2.6.14).

Figura A.1: Cuerpo sujeto a fuerzas de contacto (Negro) y fuerzas de cuerpo (Azul).



Apéndice B

Formulación de la discretización en espacio

Para las operaciones binarias que manejan las computadoras solo existen las sumas y restas, las otras operaciones
como multiplicación, potencias, división, etc. salen de iteraciones de estas dos operaciones. El caso es similar
para obtener la derivada, se requiere tener una método de aproximar la derivada que sea posible computar y
que la solución aproximada sea lo más parecido a la solución de la función. La definición de la derivada es:

df

dx
= limh→0

f(x+ h)− f(x)

h
(B.0.1)

Si se aproxima la función considerando que h será suficientemente pequeño para aproximar la ecuación (B.B.0.1):

df

dx
≈ f(x+ h)− f(x)

h
(B.0.2)

La ecuación (B.B.0.2) se encuentra en un formato que es computable, pero no se sabe el error que genera esta
aproximación. En general el error representa la diferencia entre lo real y lo medido, por lo que si se aproxima a
la derivada en un punto, y denotando la aproximación como:

f ′(xi) ≈
δf

δx
(xi) (B.0.3)

Entonces el error de aproximación es:

ε (xi) = f ′(xi)−
δf

δx
(xi) (B.0.4)

La meta es cuantificar el error que se genera si se utiliza la ecuación (B.B.0.2), entonces se aproximar la derivada
de la función f en una serie de ecuaciones continuas. La Serie de Taylor se utiliza para aproximar funciones, el
cual se basa en aproximar las funciones en polinomios. La Serie de Taylor se expresa como:

f(x) = fi + f ′i (x− xi) +
f

(2)
i

2
(x− xi)2

+ ...+
f

(n)
i

n!
(x− xi)n (B.0.5)

En la ecuación (B.B.0.5) se denota ficomo la función evaluada en el punto xi y de forma similar con las derivadas.
Si se utiliza la ecuación (B.B.0.5) para calcular fi+1 y se considera que h = xi+1 − xi se tiene:

fi+1 = fi + f ′i (x− xi) +
f

(2)
i

2
(x− xi)2

+ ...+
f

(2)
i

n!
(x− xi)2 (B.0.6)

Despejando la derivada de la ecuación (B.0.6), se tiene:

f ′i =
fi+1 − fi

h
− f

(2)
i

2
h− ... f

(n)
i

n
hn−1 (B.0.7)
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Si se utiliza la definición de error (B.0.4), para la ecuación (B.B.0.7) y (B.B.0.2) se tiene:

ε− f
(2)
i

2
h− ... f

(n)
i

n
hn−1 (B.0.8)

Nótese de la ecuación (B.0.8) que debido a no tener control sobre los coeficientes, entonces el error depende de h
y el valor más alto será h, ya que si es un término menor a 1, las potencias solo lo harán de valor más pequeño.
Dicho esto, el término dominante será el término h y se tendrá que el error es del orden de h:

ε = O (h) (B.0.9)

Y esta nueva ecuación (B.0.9) será el error de truncamiento obtenido y la ecuación (B.0.7) se convierte en:

f ′i =
fi+1 − fi

h
+O (h) (B.0.10)

f ′i ≈
fi+1 − fi

h
(B.0.11)

La ecuación (B.0.11) se conoce como aproximación por diferencia finita progresiva. De esta misma forma es
posible obtener la ecuación de diferencias centradas que se establece en la ecuación (4.3.1). Así que se busco la
aproximación para fi−1 se tiene:

fi−1 = fi + f ′ih+
f

(2)
i

2
h2 + ...+

f
(n)
i

n!
hn (B.0.12)

Si se combina la ecuación (B.0.7) y (B.0.12) se tiene:

fi+1 − fi−1 = 2hf ′i + 2
f

(3)
i

6
h3 + ... (B.0.13)

Despejando f ′i de la ecuación (B.0.12) se tendrá:

f ′i ≈
fi+1 − fi−1

2h
+O

(
h2
)

(B.0.14)

La ecuación (B.0.14) representa la ecuación (4.3.1), para este esquema, conocido como diferencia centradas, se
tiene un error de aproximación de h2 por lo que este esquema tiene menos error que diferencias progresivas. Los
esquemas (B.0.14) y (B.0.11) sirven para discretizar la variable principal respecto al espacio, por lo que las deri-
vadas parciales de una variable principal respecto al espacio serán resueltos mediante estos esquemas. El método
de diferencias finitas realiza que las derivadas se vuelvan un medio discreto de sumas, restas, multiplicaciones y
divisiones; lo que realiza que las ecuaciones sean computables y se resuelvan numéricamente.



Apéndice C

Formulación de discretización temporal

Al igual que las derivadas parciales respecto al espacio, se discretizan, las derivadas parciales respecto al tiempo
también deben de discretizarse. La operación matemática es similar pero las variables que se toman en cuenta
son diferentes. Nótese que el Apéndice B las variables que se toman en cuenta para resolver el problema son
variables que son del mismo tipo pero en diferente nodo, en este será por espacios discretos de tiempo. Suponga
que se tiene la siguiente ecuación diferencial:

dy

dt
= f (t, y) ; y (t0) = y0; t ∈ [t0, tf ] (C.0.1)

Se debe encontrar la función y (t) tal que y (t0) = t0, que cumpla la condición de la ecuación diferencial ordinaria
para el tiempo en el intervalo t ∈ [t0, tf ]. Si se discretiza la variable continua t en intervalos donde se tomen en
cuenta todos los tiempos, donde tNt = tf :

y = [y (t0) , y (t1) , ..., y (tNt−1) , y (tNt)] (C.0.2)

Entonces tomando en cuenta el vector (C.0.2), considerando la notación siguiente donde yj = y (tj) donde
j = 1, 2, ..., Nt.

C.1. Euler Explícito
El método de Euler explícito es el método más sencillo:

ˆ tj+1

tj

dy

dt
dt =

ˆ tj+1

tj

f (t, y (t)) dt (C.1.1)

yj+1 − yj =

ˆ tj+1

tj

f (t, y (t)) dt (C.1.2)

El método de Euler consiste en integrar el lado derecho de la ecuación (C.1.2) en una forma discreta:
ˆ tj+1

tj

f (t, y (t)) dt ≈ f (tj , yj)4tj (C.1.3)

Donde 4tj = tj+1 − tj . Si se requiere determinar el error asociado al utilizar la ecuación (C.1.3) entonces se
expande la función y (t) con series de Taylor tal como:

y (t) = y (tj) + (t− tj)
dy

dt
(tj) +

(t− tj)2

2

d2y

dt2
(tj) + ... (C.1.4)

95



APÉNDICE C. FORMULACIÓN DE DISCRETIZACIÓN TEMPORAL 96

Despejando y (t) de la ecuación (C.1.4) y sustituyendo la ecuación (C.1.3) se obtiene:

y (t) ≈ y (tj) + (t− tj) f (tj , yj) (C.1.5)

Buscando la solución para el tiempo tj+1 se tiene:

y (tj+1) = y (tj) + f (tj , yj)4tj (C.1.6)

Donde 4tj = tj+1 − tj
Nótese que en el lado derecho de la ecuación (C.1.6) no se incluye ningún término al siguiente paso del tiempo,
prácticamente todos se encuentran en el mismo paso del tiempo, términos que se conocen cuando se proponen
el primer paso del tiempo. Aunque el método es muy sencillo de resolver, este tienden a ser condicionalmente
estable, lo que quiere decir que en ciertos valores de 4t el método es estable.

C.2. Euler Implícito
El método de Euler implícito es similar al Euler explícito pero el cambio que se introduce es muy radical y tiene
mucha influencia en la estabilidad numérica de la solución. Ahora la ecuación (C.1.3) se convertirá en:

ˆ tj+1

tj

f (t, y (t)) dt ≈ f (tj+1, yj+1)4tj (C.2.1)

Nótese que ahora las variables de las funciones se encuentran en el tiempo j + 1. Esto sugiere que la expansión
de Serie de Taylor cambia a:

y (t) = y (tj+1) + (t− tj+1)
dy

dt
(tj+1) +

(t− tj+1)
2

2

d2y

dt2
(tj+1) + ... (C.2.2)

Truncando la serie (C.2.2) y evaluándola a t = tj se tiene:

y (tj) = y (tj+1) + (tj − tj+1)
dy

dt
(tj+1) (C.2.3)

O bien de manera similar de la ecuación (C.1.6) se tiene:

y (tj+1) = y (tj) + f (tj+1, yj+1)4tj (C.2.4)

Nótese el lado derecho de la ecuación (C.2.4), en el cual están las variables tj+1 y yj+1, las cuales son variables
que se encuentran en el siguiente paso del tiempo, esto es un problema (más cuando la ecuación es no lineal) por
la manipulación algebraica y el hecho de que tienes variables en el siguiente paso del tiempo, el cual es incógnita.
La gran ventaja de este método es su estabilidad, a diferencia del método de Euler explícito, este método resulta
ser incondicionalmente estable o bien no alterará su comportamiento cambiando diferentes valores de 4tj , solo
se tiene que asegura que sean lo suficientemente pequeños para que se obtenga convergencia. El hecho de tener
tres ecuaciones no lineales y con tres variables principales, muestra que este método sea el adecuado para este
problema y así evitar problemas de estabilidad cuando se escojan los valores de paso del tiempo.



Apéndice D

Matriz Jacobiana

Si se observa la ecuación (4.5.13) se nota que se tiene una ecuación de la forma [A]
{
~b
}

= {~x}; es necesario

determinar el valor de los elementos de la Matriz A y el vector ~x para obtener el resultado del vector ~b, donde i
son filas y j son columnas.

Derivada ∂R1n

i

∂φj
:

Nodo i = 1,j = 1

∂R1n

1

∂φ1
=
cn+1
1 − cn1
4t

+

(
− k0

ηk
[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)((
φn+1

1 − 3
)
φn+12

1(
φn+1

1 − 1
)3

)

. . .
cn+1
2 − cn+1

1

4ri
− 1

4t

(D.0.1)

Nodo i = 1,j = 2

∂R1n

1

∂φ2
= 0 (D.0.2)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1

∂R1n

i

∂φi−1
= 0 (D.0.3)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i

∂R1n

i

∂φi
=
cn+1
i − cni
4t

+

(
− k0

ηk
[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)((
φn+1
i − 3

)
φn+12

i(
φn+1
i − 1

)3
)

. . .
cn+1
i+1 − c

n+1
i

4ri
− 1

4t

(D.0.4)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i+ 1

∂R1n

i

∂φi+1
= 0 (D.0.5)

Nodo i = Nr, j = Nr − 1
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∂R1n

Nr

∂φNr
= 0 (D.0.6)

Nodo i = Nr, j = Nr

∂R1n

Nr

∂φNr
=
cn+1
Nr − cnNr
4t

+

(
− k0

ηk
[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] pe − pn+1
Nr

4rNr

)((
φn+1
Nr − 3

)
φn+12

Nr(
φn+1
Nr − 1

)3
)

. . .
ce − cn+1

Nr

4rNr
− 1

4t

(D.0.7)

Derivada ∂R1n

i

∂ci
:

Nodo i = 1, j = 1

∂R1n

1

∂c1
=
φn+1

1 − φn1
4t

+

(
k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)(
ρf − ρs(

(ρs − ρf ) cn+1
1 + ρf

)2
)

1

4r1
(D.0.8)

Nodo i = 1, j = 2

∂R1n

1

∂c2
=

(
− k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)
1

4ri
(D.0.9)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1

∂R1n

i

∂ci−1
= 0 (D.0.10)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i

∂R1n

i

∂ci
=
φn+1
i − φni
4t

+

(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)(
ρf − ρs(

(ρs − ρf ) cn+1
i + ρf

)2
)

1

4ri
(D.0.11)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i+ 1

∂R1n

i

∂ci+1
=

(
− k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
1

4ri
(D.0.12)

Nodo i = Nr − 1

∂R1n

i

∂cNr−1
= 0 (D.0.13)

Nodo i = Nr, j = Nr

∂R1n

Nr

∂cNr
=
φn+1
Nr − φnNr
4t

+

(
k0φ

n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

pe − pn+1
Nr

4rNr

)(
ρf − ρs(

(ρs − ρf ) cn+1
Nr + ρf

)2
)

1

4rNr
(D.0.14)
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Derivada ∂R1n

i

∂pi
:

Nodo i = 1, j = 1

∂R1n

1

∂p1
=

(
k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] 1

4r1

)
cn+1
2 − cn+1

1

4r1
(D.0.15)

Nodo i = 1, j = 2

∂R1n

1

∂p2
=

(
− k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

]) cn+1
2 − cn+1

1

4r1
(D.0.16)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1

∂R1n

i

∂pj−1
= 0 (D.0.17)

Nodo i = 2, .., Nr − 1, j = i

∂R1n

i

∂pi
=

(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] 1

4ri

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i

4ri
(D.0.18)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i+ 1

∂R1n

i

∂pi+1
=

(
− k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] 1

4ri

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i

4ri
(D.0.19)

Nodo i = Nr, j = Nr − 1

∂R1n

Nr

∂pNr
= 0 (D.0.20)

Nodo i = Nr, j = Nr

∂R1n

Nr

∂pNr
=

(
k0φ

n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] 1

4rNr

)
ce − cn+1

Nr

4rNr
(D.0.21)

Derivada ∂R2n

i

∂φi
:

Nodo i = 1, j = 1

∂R2n

1

∂φ1
=

1

4t
+ λ

(
cn+1
1 − cn+12

1

ccr1

)(
k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)
− λ(1− φn+1

1 )

. . .

(
cn+1
1 − cn+12

1

ccr1

)((
φn+1

1 − 3
)
φn+12

1(
φn+1

1 − 1
)3

)(
k0

ηk
[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)
(D.0.22)

Nodo i = 1, j = 2

∂R2n

1

∂φ2
= 0 (D.0.23)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1
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∂R2n

i

∂φi−1
= 0 (D.0.24)

Nodo i = 2, .., Nr − 1, j = i

pn+1
2 − 2pn+1

1 + pwf
4r2

1

+
pn+1

2 − pwf
24r1

[
1

r1
+

(
3− φn+1

1

φn+1
1 (1− φn+1

1 )

)
φn+1

2 − 1

24r1
+

. . .

(
ρf − ρs(

1− cn+1
1

)
ρf + cn+1

1 ρs

)
cn+1
2 − 1

24r1

]
= 0

∂R2n

i

∂φi
=

1

4t
+ λ

(
cn+1
i − cn+12

i

ccri

)

. . .

(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
− λ(1− φn+1

i )

. . .

(
cn+1
i − cn+12

i

ccri

)((
φn+1
i − 3

)
φn+12

i(
φn+1
i − 1

)3
)(

k0

ηk
[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

) (D.0.25)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i+ 1

∂R2n

i

∂φi+1
= 0 (D.0.26)

Nodo i = Nr,j = Nr − 1

∂R2n

Nr

∂φNr−1
= 0

Nodo i = Nr, j = Nr

∂R2n

Nr

∂φNr
=

1

4t
+ λ

(
cn+1
Nr −

cn+12

Nr

ccrNr

)

. . .

(
k0φ

n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] pe − pn+1
Nr

4rNr

)
− λ(1− φn+1

Nr )

. . .

(
cn+1
Nr −

cn+12

Nr

ccrNr

)((
φn+1
Nr − 3

)
φn+12

Nr(
φn+1
Nr − 1

)3
)(

k0

ηk
[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] pe − pn+1
Nr

4rNr

) (D.0.27)

Derivada ∂R2n

i

∂ci
:

Nodo i = 1, j = 1

∂R2n

1

∂c1
= −λ(1− φn+1

1 )

(
1− 2cn+1

1

ccr1

)
. . .

(
k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] pn+1
2 − pn+1

1

4r1

)
− λ(1− φn+1

1 )

. . .

(
cn+1
1 − cn+12

1

ccr1

)(
ρf − ρs(

(ρs − ρf ) cn+1
1 + ρf

)2
)(

k0φ
n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

pn+1
2 − pn+1

1

4r1

) (D.0.28)
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Nodo i = 1, j = 2

∂R2n

1

∂c2
= 0 (D.0.29)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1

∂R2n

i

∂ci−1
= 0 (D.0.30)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i

∂R2n

i

∂ci
= −λ(1− φn+1

i )

(
1− 2cn+1

i

ccri

)
. . .

(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

)
− λ(1− φn+1

i )

. . .

(
cn+1
i − cn+12

i

ccr1

)(
ρf − ρs(

(ρs − ρf ) cn+1
i + ρf

)2
)(

k0φ
n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

) (D.0.31)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1 j = i+ 1

∂R2n

i

∂ci+1
= 0 (D.0.32)

Nodo i = Nr,j = Nr − 1

∂R2n

Nr

∂cNr
= 0 (D.0.33)

Nodo i = Nr, j = Nr

∂R2n

Nr

∂cNr
= −λ(1− φn+1

Nr )

(
1−

2cn+1
Nr

ccrNr

)
. . .

(
k0φ

n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] pe − pn+1
Nr

4rNr

)
− λ(1− φn+1

Nr )

. . .

(
cn+1
Nr −

cn+12

Nr

ccr1

)(
ρf − ρs(

(ρs − ρf ) cn+1
i + ρf

)2
)(

k0φ
n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

pn+1
i+1 − p

n+1
i

4ri

) (D.0.34)

Derivada ∂R2n

i

∂pi
:

Nodo i = 1, j = 1

∂R2n

1

∂p1
= λ(1− φn+1

1 )

(
cn+1
1 − cn+12

1

ccr1

)(
k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] 1

4r1

)
(D.0.35)

Nodo i = 1, j = 2

∂R2n

1

∂p2
= −λ(1− φn+1

1 )

(
cn+1
1 − cn+12

1

ccr1

)(
k0φ

n+13

1

(1− φn+1
1 )2ηk

[
(1− cn+1

1 )ρf + cn+1
1 ρs

] 1

4r1

)
(D.0.36)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1



APÉNDICE D. MATRIZ JACOBIANA 102

∂R2n

i

∂pi−1
= 0 (D.0.37)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i

∂R2n

i

∂pi
= λ(1− φn+1

i )

(
cn+1
i − cn+12

i

ccri

)(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] 1

4ri

)
(D.0.38)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i+ 1

∂R2n

i

∂pi+1
= −λ(1− φn+1

i )

(
cn+1
i − cn+12

i

ccri

)(
k0φ

n+13

i

(1− φn+1
i )2ηk

[
(1− cn+1

i )ρf + cn+1
i ρs

] 1

4ri

)
(D.0.39)

Nodo i = Nr, j = Nr − 1

∂R2n

Nr

∂pNr−1
= 0 (D.0.40)

Nodo i = Nr, j = Nr

∂R2n

Nr

∂pNr
= λ(1− φn+1

Nr )

(
cn+1
Nr −

cn+12

Nr

ccrNr

)(
k0φ

n+13

Nr

(1− φn+1
Nr )2ηk

[
(1− cn+1

Nr )ρf + cn+1
Nr ρs

] 1

4rNr

)
(D.0.41)

Derivada ∂R3n

i

∂φi
:

Nodo i = 1, j = 1

∂R3n

1

∂φ1
= −

pn+1
2 − pn+1

wf

24r1

[(
φn+12

1 − 6φn+1
1 + 3

(1− φn+1
1 )2φn+12

1

)
φn+1

2 − φn+1
0

24ri

]
(D.0.42)

Nodo i = 1, j = 2

∂R3n

1

∂φ2
=
pn+1

2 − pwf
24ri

[(
3− φn+1

1

φn+1
1 (1− φn+1

1 )

)
1

24r1

]
(D.0.43)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1

∂R3n

i

∂φi−1
=
pn+1

2 − pwf
24ri

[(
φn+12

1 − 6φn+1
1 + 3

(1− φn+1
i )2φn+12

i

)
1

24ri

]
(D.0.44)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i

∂R3n

i

∂φi
= −

pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[(
φn+12

i − 6φn+1
i + 3

(1− φn+1
i )2φn+12

i

)
φn+1
i+1 − φ

n+1
i−1

24ri

]
(D.0.45)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i+ 1

∂R3n

i

∂φi+1
=
pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[(
3− φn+1

i

φn+1
i (1− φn+1

i )

)
1

24ri

]
(D.0.46)

Nodo i = Nr, j = Nr − 1

∂R3n

Nr

∂φNr−1
=
pe − pn+1

Nr−1

24rNr

[(
φn+12

Nr − 6φn+1
Nr + 3

(1− φn+1
Nr )2φn+12

Nr

)
1

24rNr

]
(D.0.47)
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Nodo i = Nr, j = Nr

∂R3n

Nr

∂φNr
= −

pe − pn+1
Nr−1

24rNr

[(
φn+12

Nr − 6φn+1
Nr + 3

(1− φn+1
Nr )2φn+12

Nr

)
φe − φn+1

Nr−1

24rNr

]
(D.0.48)

Derivada ∂R3n

i

∂ci
:

Nodo i = 1, j = 1

∂R3n

1

∂c1
=
pn+1

2 − pwf
24r1

[(
(ρs − ρf )

2(
(ρs − ρf ) cn+1

1 + ρf
)2
)
cn+1
2 − cn+1

0

24ri

]
(D.0.49)

Nodo i = 1, j = 2

∂R3n

1

∂c2
=
pn+1

2 − pe
24r1

[(
ρf − ρs(

1− cn+1
1

)
ρf + cn+1

1 ρs

)
1

24r1

]
(D.0.50)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1

∂R3n

i

∂ci−1
= −

pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[(
ρf − ρs(

1− cn+1
i

)
ρf + cn+1

i ρs

)
1

24ri

]
(D.0.51)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i

∂R3n

i

∂ci
=
pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[(
(ρs − ρf )

2(
(ρs − ρf ) cn+1

i + ρf
)2
)
cn+1
i+1 − c

n+1
i−1

24ri

]
(D.0.52)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i+ 1

∂R3n

i

∂ci−1
=
pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[(
ρf − ρs(

1− cn+1
i

)
ρf + cn+1

i ρs

)
1

24ri

]
Nodo i = Nr, j = Nr − 1

∂R3n

Nr

∂cNr−1
= −

pe − pn+1
Nr−1

24rNr

[(
ρf − ρs(

1− cn+1
Nr

)
ρf + cn+1

Nr ρs

)
1

24rNr

]
(D.0.53)

Nodo i = Nr, j = Nr

∂R3n

Nr

∂cNr
=
pe − pn+1

Nr−1

24rNr

[(
(ρs − ρf )

2(
(ρs − ρf ) cn+1

Nr + ρf
)2
)
ce − cn+1

Nr−1

24rNr

]
(D.0.54)

Derivada ∂R3n

i

∂pi
:

pn+1
i+1 − 2pn+1

i + pn+1
i−1

4r2
i

+
pn+1
i+1 − p

n+1
i−1

24ri

[
1

ri
+

(
3− φn+1

i

φn+1
i (1− φn+1

i )

)
φn+1
i+1 − φ

n+1
i−1

24ri
+

. . .+

(
ρf − ρs(

1− cn+1
i

)
ρf + cn+1

i ρs

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i−1

24ri

] (D.0.55)

Nodo i = 1, j = 1
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∂R3n

1

∂p1
=
−2

4r2
1

(D.0.56)

Nodo i = 1, j = 2

∂R3n

1

∂p1
=

1

4r2
1

+
1

24r1

[
1

r1
+

(
3− φn+1

1

φn+1
1 (1− φn+1

1 )

)
φn+1

2 − φn+1
0

24r1
+

(
ρf − ρs(

1− cn+1
1

)
ρf + cn+1

1 ρs

)
cn+1
2 − cn+1

0

24ri

]
(D.0.57)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i− 1

∂R3n

i

∂pi−1
=

1

4r2
i

− 1

24ri

[
1

ri
+

(
3− φn+1

i

φn+1
i (1− φn+1

i )

)
φn+1
i+1 − φ

n+1
i−1

24ri
+

(
ρf − ρs(

1− cn+1
i

)
ρf + cn+1

i ρs

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i−1

24ri

]
(D.0.58)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i

∂R3n

i

∂pi
=
−2

4r2
i

(D.0.59)

Nodo i = 2, ..., Nr − 1, j = i+ 1

∂R3n

i

∂pi+1
=

1

4r2
i

− 1

24ri

[
1

ri
+

(
3− φn+1

i

φn+1
i (1− φn+1

i )

)
φn+1
i+1 − φ

n+1
i−1

24ri
+

(
ρf − ρs(
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i

)
ρf + cn+1

i ρs

)
cn+1
i+1 − c

n+1
i−1

24ri

]
(D.0.60)

Nodo i = Nr, j = Nr − 1

∂R3n

Nr

∂pNr−1
=

1

4r2
Nr

− 1

24rNr

[
1

rNr
+

(
3− φn+1

Nr

φn+1
Nr (1− φn+1

Nr )

)
φe − φn+1

Nr−1

24rNr
+

. . .+

(
ρf − ρs(

1− cn+1
Nr

)
ρf + cn+1

Nr ρs

)
ce − cn+1

Nr−1

24rNr

] (D.0.61)

Nodo i = Nr, j = Nr

∂R3n
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Apéndice E

Condiciones de frontera geomecánica

Utilizando las ecuaciones de frontera (4.2.14) y (4.2.15)

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=rw

= − v

1− v
u (rw)

rw
− g3 (rw, t) [φ (rw, t) pwf − pwf ] (E.0.1)

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=re

= − v

1− v
u (re)

re
+ g3 (re, t) [φ (re, t) pe − σe] (E.0.2)

Si se discretizan espacialmente (centradas) y temporalmente (E.0.1):

uk+1
2 − uk+1

0

24r1
= − v

1− v
uk+1

1

1
− g3rw [φ1p1 − p1] (E.0.3)

Despejando un+1
0 de la ecuación (E.0.3):

uk+1
0 = uk+1

2 + 24r1

(
v

1− v
uk+1

1

r1
+ g31 [φ1p1 − p1]

)
(E.0.4)

Ahora si se discretiza espacialmente y temporalmente (E.0.2) se tiene:

uk+1
Nr+1 − u

k+1
Nr−1

24rNr
= − v

1− v
u (rNr)

rNr
+ g3 (rNr, t) [φ (rNr, t) pNr − σNr] (E.0.5)

Despejando uNr de la ecuación (E.0.5)

uk+1
Nr+1 = un+1

Nr−1 + 24rNr
(
− v

1− v
u (rNr)

rNr
+ g3 (rNr, t) [φ (rNr, t) pe − σe]

)
(E.0.6)
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Apéndice F

Discretización Criterio de Esfuerzos
Efectivos de Pozo

Una vez que se obtiene el vector de desplazamiento (u) que la roca está experimentando, es posible determinar
el comportamiento geomecánico conforme el yacimiento está produciendo fluido y sólidos de la formación. La
discretización del comportamiento geomecánico es sencillo, ya que, solo se requiere discretizar en función del
espacio. Debido a que se considera un análisis de deformación simétrica en un plano de deformación axial, se
calculan las ecuaciones (3.7.1) y (3.7.2), que se discretizan:
Para los nodos i = 2, ..., Nr − 1

εri =
ui+1 − ui−1

24ri
(F.0.1)

εθi =
ui
ri

(F.0.2)

Para las fronteras:
Nodo i = 1:

εr1 = − v

1− v
u1

1
− g3rw [φ1p1 − p1] (F.0.3)

εθ1 =
u1

r1

Nodo i = Nr:

εrNr = − v

1− v
u (rNr)

rNr
+ g3 (rNr, t) [φ (rNr, t) pNr − σNr] (F.0.4)

εθNr =
uNr
rNr

(F.0.5)

Con los vectores de las ecuaciones (F.0.1)-(F.0.5) se determinan las ecuaciones (F.0.6) y (F.0.7), que a su vez se
discretizan y se obtiene:
Para los Nodos i = 1, ..., Nr

σri =
Ē (1− φi)

(1 + v) (1− 2v)
[(1− v) εri + vεθi] (F.0.6)

σθi =
Ē (1− φi)

(1 + v) (1− 2v)
[(1− v) εθi + vεri ] (F.0.7)
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Con las ecuaciones (F.0.6) y (F.0.7) es posible obtener los parámetros de τm y σm para generar las figuras (4.14a)
y (4.14b).
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