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Apuntes de complejidad computacional

Uno de los conceptos mas importantes e interesantes relacionados con el disefio y uso de algorit-
mos es la complejidad computacional. Con base en ella se evalda la bondad de un algoritmo y el
esfuerzo computacional que requerira su aplicacion, pero mas aun, la complejidad computacional
ayuda a diseflar mejores estrategias para solucionar problemas de naturaleza combinatoria. En
este sentido, mejorar dichas estrategias para resolver problemas que por ese caracter combinatorio
son muy dificiles de solucionar, es de enorme importancia dado que la mayoria de los problemas
de la vida real presentan esas caracteristicas; nos referimos a problemas logisticos, problemas fi-
nancieros, problemas relacionados con produccion, y en general, problemas relacionados con la
mejor distribucion de recursos.

Estos apuntes fueron concebidos para apoyar a los alumnos del posgrado de Ingenieria de Siste-
mas en sus maestrias de Investigacion de Operaciones, Optimacién Financiera e Ingenieria In-
dustrial, en asignaturas especificas como Programacion lineal, Programacion no lineal, Progra-
macion entera y Métodos heuristicos, entre otras; sin embargo, también son utiles para alumnos
de maestrias tales como la Maestria en Ciencias e Ingenieria de la Computacién e inclusive para
licenciaturas relacionadas con Ciencias e Ingenieria de la Computacidon, Matematicas Aplicadas
y Computaciéon e Ingenieria Industrial. Adicionalmente, los presentes apuntes de Complejidad
computacional pueden ser de utilidad para alumnos de doctorado.

El objetivo de este documento es exponer en forma concisa y lo mas clara posible, conceptos como
computabilidad y eficiencia de algoritmos, abordados en el capitulo 1; Maquinas de Turing deter-
ministas y no deterministas, asi como clases de complejidad computacional, tratadas en el capitulo
2; Problemas de decision en el tercero; Clases P y NP vistas en el capitulo 4; Reducciones y trans-
formaciones polinomiales, y NP-completez atendidos en el quinto y ultimo capitulo. También, se
incluyeron actividades sugeridas para evaluar, en cierto grado, el aprovechamiento del lector en la
comprension de los conceptos plasmados.

En general, se abarcan topicos importantes e interesantes que comprenden el amplio tema de la
complejidad computacional, asi como una bibliografia para que los alumnos puedan tener mayor
y mas completa informacion de esta area, cuyo conocimiento y uso pueda apoyar al mejor disefio
de estrategias de solucién de problemas reales de toma de decisiones, problemas como los que
agobian a nuestro pafs.
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Problemas

algoritmos

1.1 Computabilidad

La extendida aplicacion del algoritmo simplex de programacion lineal y sus variantes, a problemas
que involucran miles de variables y restricciones, no podria ser posible sin la existencia de las
computadoras actuales. Esto mismo ocurre con numerosas técnicas que se utilizan usualmente en
la solucién de problemas numéricos, problemas de simulacién de sistemas fisicos o sociales, pro-
blemas de manejo y administracion de informacion, etc. Este tipo de problemas pueden resolverse
manualmente, siempre y cuando los problemas sean de tamafilo muy pequefio pero no tengan
significancia practica. Actualmente, es evidente que los limites del esfuerzo de computo humano
se han superado por la necesidad actual de la ciencia y la tecnologia. La pregunta que surge es si el
potencial de las computadoras electrénicas tendrd algun limite.

Dos conceptos importantes y diferentes en computacion son: problemas y algoritmos.
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1.2 Problema

Un problema es un conjunto de instancias (casos particulares del problema) al cual le corresponde
un conjunto de soluciones, ademas de una relaciéon que asocia precisamente, a cada una de esas
instancias con un subconjunto de soluciones, subconjunto que podria ser vacio.

Para el contexto en que nos encontramos existen dos tipos de problemas: los problemas de decision
en los que la respuesta es “si” 0 “no”; y los problemas de optimizacion en los que se busca una res-
puesta a la pregunta “;cdmo se obtiene el mejor valor posible?”.

Por ejemplo, el problema de decidir si una grafica tiene o no un ciclo hamiltoniano queda com-
pletamente determinado por su conjunto de soluciones “si” o “no”. Por otro lado, el problema del
agente viajero no solamente exige determinar si una grafica tiene o no un ciclo hamiltoniano, sino
que ademas pregunta cual es el ciclo hamiltoniano mads corto.

F1GURA 1. A partir de una grafica completa, se observa la existencia de al menos
dos ciclos hamiltonianos para un conjunto de nodos dado, ahora bien, ;cual es el mas corto?

Para problemas de optimizacion, la instancia esta compuesta por
i. un conjunto de configuraciones;
ii. un conjunto de restricciones; y ademas

ili. una funcién objetivo que asigna un valor real a cada instancia.

En el caso en que las configuraciones son discretas, el problema se considera combinatorio.
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Estos problemas de optimizacion identifican, a partir de las configuraciones factibles (las que
cumplen con todas las restricciones), la que tiene el mejor valor de la funcién objetivo, conside-
rando que “mejor’, puede significar maximo o minimo. Esta configuraciéon mejor, es la soluciéon
optima de la instancia.

1.3 Algoritmo

Un algoritmo es un método de solucidon para resolver una instancia especifica de un determinado
problema. Por ejemplo, son algoritmos los métodos sistematicos para resolver problemas como:

»  encontrar una palabra en el diccionario;
>  encontrar la ruta para llegar de la casa a la Universidad; o
> resolver una ecuacion de segundo grado.

Al definir un algoritmo se tienen dos conjuntos de elementos primordiales:

> el conjunto & de las entradas del algoritmo y que representan las configuraciones de la
instancia; y
> un conjunto S de las salidas, que son los posibles resultados de la ejecucion del algoritmo.

Los algoritmos son sucesiones de instrucciones que procesan la entrada O € € para generar el resul-
tado & € S. Cada instruccion es una operacion simple que genera un resultado intermedio dnico.
La sucesion de instrucciones tiene que ser finita y seria deseable que para cualquier entrada, la
ejecucion de las instrucciones terminara después de un tiempo también finito.

En general, los algoritmos se implementan como programas de computo, expresados de manera
general como pseudocoddigos, para codificarlos luego en algin lenguaje de programacion. Eviden-
temente, puede existir mas de un algoritmo para resolver el mismo problema.

Un tipo especial son los algoritmos deterministas, en los cuales la salida esta completamente de-
terminada por la entrada. Otro tipo son los algoritmos probabilistas o aleatorizados, en los cuales

no pasa lo anterior.

En un algoritmo recursivo, una parte de si mismo se usa como subrutina. Si un algoritmo, en lugar
de llamarse a si mismo, repite una y otra vez el mismo cddigo, se llama iterativo. Generalmente,
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el pseudocddigo de un algoritmo recursivo es mas corto que el de uno iterativo para el mismo
problema. Un resultado importante es que cada algoritmo recursivo se puede convertir en un
algoritmo iterativo (pero no viceversa), sin embargo, debe considerarse que tal conversion perju-
dica la eficiencia del algoritmo. Depende del problema, cual manera es mas eficiente, si recursiva

o iterativa.

1.4 Eficiencia de algoritmos

Para la solucion de un problema se pueden desarrollar diferentes algoritmos que variaran en cuan-
to a su eficiencia. Existen dos medidas importantes de la eficiencia de un algoritmo:

i. el tiempo total de computo, medido por el numero de operaciones realizadas durante la
ejecucion de un algoritmo resolviendo la misma instancia, y
ii. la cantidad de memoria usada.

En el proceso de contar las operaciones que ejecuta un algoritmo, deben especificarse antes las
operaciones calificadas como operaciones bdsicas. Comtinmente se consideran basicas a las si-
guientes:

i. operaciones aritméticas simples (+, -, x , /, mod);
ii. operaciones simples logicas ( A, V, =, >, &3);
iii. comparaciones simples (<, >, =, #,<,2>);
iv. asignaciones de variables (:=).

Un elemento importante al hablar de la eficiencia de algoritmos es el tamario de la instancia. Para
un problema existen nimero infinito de instancias. Para definir el tamafio de una instancia, se
debe fijar la unidad bésica de medida. Comtinmente se usan la cantidad de bits, bytes, variables
enteras, variables binarias, etc., que se requiere ocupar para representar todo el problema en la
memoria de la computadora.

Por ejemplo, para un algoritmo que ordena nimeros de una lista, el tamafo de la instancia es la
cantidad de numeros en esa lista.
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Sin embargo, al hablar de eficiencia de los algoritmos, los rdpidos avances en la teoria y la tecno-
logia de las computadoras hacen irrelevantes las medidas fisicas de tiempo de corrida o requeri-
mientos de memoria.

De tal forma, una medida mas estandarizada es el nimero de operaciones basicas de computo que
se requieren para resolver un problema. A esta medida se le llama funcion de complejidad y carac-
teriza la calidad de un algoritmo, cuyas soluciones incluyen el uso del peor caso y caso promedio.

La funcién del peor caso es tal que para un valor #, el valor de la funcién f(n) representa el numero
de operaciones basicas para la mas dificil de todas las instancias de tamafo #. En este caso, una
dificultad es precisamente, identificar la instancia que representa el peor caso posible.

La funcion del caso promedio es tal que para un valor #, el valor de la funcién f(n) representa el
numero promedio de operaciones basicas para todas las instancias de tamano #n. Esta funcién es
muy util en la practica ya que el peor caso es muy raro, pero en el caso promedio, la posible dificul-
tad es la estimacion de la probabilidad con que ocurren los diferentes tipos de instancias. Ademas,
el desempeno promedio no es seguro, de hecho, puede haber casos particulares que se comportan
mucho peor que el promedio y nadie puede dar confianza en la suerte de intentar resolverlo.

1.5 Analisis asintdtico

La complejidad computacional es un area muy activa de las ciencias de la computacién, cuyos
resultados tienen implicaciones trascendentes en el desarrollo y uso de algoritmos. Su meta es
evaluar la calidad de un algoritmo en comparacion con otros algoritmos o en comparacion con la
complejidad del problema o alguna cota de complejidad conocida.

El niimero de operaciones basicas obviamente depende de la cantidad de datos del problema. Cla-
sificar 1 billéon de nimeros es completamente diferente de clasificar 10; de tal forma, expresamos
el numero de operaciones elementales (suponiendo el escenario del peor caso) como una funcién
de algun o algunos niimeros caracteristicos suficientes, para calcular el volumen del trabajo que
sera realizado.

Por ejemplo, supongamos un algoritmo que resuelve un problema de tamafio 7 en un maximo

de 7n® + 5n* + 27 operaciones. Para tal funcion, estamos primeramente interesados en su tasa de
crecimiento conforme 7 se incrementa. Queremos distinguir entre tasas de crecimiento “suaves”
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y tasas de crecimiento “explosivas’, por lo tanto, diferencias entre valores como 7n° y n” no son
realmente importantes, ademads, en la practica no surgen grandes diferencias en las constantes. Es
importante que también podemos descartar los términos de orden bajo, ya que es el grado mayor
quien determina la tasa de crecimiento.

El resultado final es que la complejidad de este algoritmo puede ser suficientemente descrita por
la funcién f(n)=n’. Formalmente, decimos que este algoritmo es “de orden O(n”)”. Es también
usual decir que este algoritmo “toma un tiempo O(n’)”.

El tiempo de corrida T(n) es O(f(n)) si existen dos constantes positivas ¢ y 1, tales que T(n) < cf(n)
para todo n > n, (véase figura 2).

Este simbolismo O(f(n)) es un recordatorio de que esta funcidn representa el comportamiento en
el peor caso para instancias suficientemente grandes. En realidad, no nos interesan los tiempos
para instancias pequefas ya que con ellas, normalmente todos los algoritmos producen resultados

rapidamente.
. ¢fin)

®

0

5 T(n)
(&)

()

©

o

Q

S

QL

= 7

Ny
FiGURA 2. T(n) = O(f(n))
Entonces, de manera general, el orden de los algoritmos es una funcién f(n) que acota asintdtica-

mente, ya sea superior (O), inferior (Q2) o superior e inferiormente (®), a la funcion estimada
de complejidad de un algoritmo para una entrada determinada, a partir de un valor 7, .
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De manera formal, Indice
T(n) = O(f(n)) T(n) < c f(n) para alguna constante ¢ y valores suficientemente grandes de n.

T(n) = Q(f(n)) T(n) = cf(n) para alguna constante c y valores suficientemente grandes de #.

T(n) = O(f(n)) c'|f (n)|<|T (n)|<c| f (n)| para algunas constantes ¢, ¢' y valores suficiente sufi-
cientemente grandes de .

Lo anterior puede verse graficamente en las siguientes figuras:

T(n)
©
S
S c f(n)
Q
©
(@)
o
&
2
|_
> N
FiGura 3. T(n) = Q(f(n)
d f(n)
T(n)
]
S
S
g c fin)
(@)
o
&
2
|_
> N

F1GURA 4. T(n) = O(f(n))
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Lo mas usual es utilizar la notacion O para referirse al orden de un algoritmo. Indice
Algunas propiedades de las funciones O son:

»  Transitividad

T(n) = O(fln)) y fin)=0(g(n)) implica T(n)=0(g(n));
> Reflexividad
fim)=0(f(n));
>  SiT(n)=0(f(n))y T,(n)=0(g(n)) entonces T,(n)+T,(n)=max{O(f(n)), O(g(n))}
En palabras “la tarea mds dificil eventualmente siempre domina”
> SiT,(n)=0(f(n)) y T,(n)=0(g(n)) entonces T,(n) x T,(n)=0(f(n) x g(n)).
Por otro lado, consideremos que para 7 suficientemente grande:

2 3
logn<n<n®<n” <2"

Esto a veces se establece como:

O(logn) < O(n) < O(nlogn) < O(n*) < O(n’) < O(2").

Aquellos algoritmos que tienen una complejidad de tiempo polinomial o subpolinomial, esto es,
aquellos que toman un tiempo O(f(n)) donde f(n) es un polinomio o una funcién acotada por un
polinomio, son prdcticos.

Entonces, los algoritmos que tienen tiempos de corrida de orden O(logn), O(n), O(nlogn),
O(n*), O(n), etc., son llamados algoritmos de tiempo polinomial.

Por otro lado, algoritmos de complejidades que no se pueden acotar por funciones polinomiales
son llamados algoritmos de tiempo exponencial. Estos incluyen 6rdenes de crecimiento explosivo
los cuales contienen también factores no exponenciales como 7!. Para ilustrar el efecto del tiempo
de ejecucion, observe la siguiente figura:
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F1GURA 5. Comportamiento de funciones de complejidad

Hay varios argumentos que soportan la tesis de que “polinomial es un sinénimo para practico™
primero, los algoritmos de tiempo polinomial estan en una situacién mas ventajosa para explotar
mejoras tecnoldgicas de velocidad para computadoras. Esto puede mostrarse mejor en la siguien-
te tabla:
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TABLA 1. Aprovechamiento de mejoras tecnoldgicas de velocidad para computadoras

Tamarfio de la mayor instancia del problema
solucionable en 1 hora

Funcién de
complejidad de C Con una Con una
tiempo compu t(;r&(l)lrr;aac tual computadora 100 computadora 1000
P veces mas rapida veces mas rapida
n N, 100N, 1000N,
2
n N, 10N, 316N,
3
7 N, 4.64N, 10N,
2" N, N, + 6.64 N, +9.97
3" N, N, +4.19 N, +6.29

Para comprenderla mejor, considere que,

> enel caso de O(n?): una computadora actual corre para
an’*segundos = lhr = aN?;
una computadora 100 veces mas rapida corre para
an*/ 100 segundos = lhr =aN %/ 100
entonces, aN,>=aN,?/ 100 por lo tanto 100N*=N,*, N, = 10N,;y

» enelcasode O(2"): una computadora actual corre para
a2" segundos = 1hr —a2™,
una computadora 100 veces mas rapida corre para
a2" /100 segundos = 1hr = a2 /100;
entonces, a2"* =a2"* /100 por lo tanto 100(2"+) = 2",
N, =N, +(logl00/log2) = N, + 6.64.

Como puede verse, la mejora en tecnologia es multiplicativa en algoritmos de tiempo polinomial y
unicamente aditiva en algoritmos de tiempo exponencial. Adicionalmente, la situacién es mucho
peor que la mostrada en la tabla 1 si las complejidades involucran factoriales.

Un segundo argumento es que, en algoritmos de tiempo polinomial, una vez que son descubier-
tos, pasan por una serie de mejoras, esto es, reducciones en las constantes de sus funciones de
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complejidad y en sus propios grados. Este es un resultado empirico y, en parte, explica por qué
complejidades como O(1n80) u O(10'"n) no aparecen en la practica. Los algoritmos de tiempo
polinomial tipicamente tienen un grado de entre 2 o 3, y no incluyen coeficientes muy grandes.
El inconveniente real para la solucién de un problema, esta en la definicion del primer algoritmo
de tiempo polinomial. Para problemas combinatorios, el “salto” a la clase polinomial requiere
comunmente un analisis profundo de la naturaleza del problema, si es que el salto puede hacerse.

Por supuesto, hay excepciones a estas reglas. El caso mas famoso y muy interesante, es el excelente
desempeno del método Simplex para resolver problemas de Programacion lineal. Con el algorit-
mo Simplex, el nimero de pasos que se requieren para resolver un problema en una instancia de
tamafo mxn, max cXx, sujeto a: Ax < b, x > 0 puede variar considerablemente con respecto de los
pardmetros A, by ¢, incluso si sus dimensiones se mantienen constantes. En un caso extremo, si
¢ < 0 la solucion factible inicial es 6ptima y no se requiere realizar ningun pivoteo, mientras que,
para diferentes parametros seleccionados, podra requerirse de un numero significativo de itera-
ciones para llegar a la solucion 6ptima.

El algoritmo Simplex siempre ha trabajado muy bien en la practica mostrando una complejidad
empirica de O(m?n), sin embargo, probablemente esta complejidad es exponencial, de hecho, hay
casos artificiales “patolégicos” donde el Simplex muestra su comportamiento exponencial oculto.
Podria suceder que el método captura alguna propiedad significativa del problema que atin debe
ser descubierta.

Considerando lo anterior, hasta hace poco, una de las preguntas mas desconcertantes era si se
podia tener un algoritmo de tiempo polinomial para la programacion lineal y se tuvieron pruebas
contradictorias sobre la respuesta a esta pregunta. Por un lado, se conocia sin duda que la progra-
macion lineal era uno de los problemas sobre el cual no se podia avanzar en el desarrollo de un
algoritmo de tiempo polinomial. Por otro lado, la programacion lineal tiene dos ventajas que lo
hace completamente diferente de otros problemas clasicos de optimizacién. Primero, la programa-
cion lineal posee una fuerte teoria de dualidad, de la cual carecen el resto de los problemas duros
de optimacién combinatoria. Y en segundo lugar, si bien el método Simplex se vuelve exponencial
para el peor de los casos, trabaja empiricamente en instancias de tamafio aparentemente ilimitado.

Pero en este punto es importante considerar que en el estudio de la complejidad de un algoritmo,
realmente sélo estamos interesados en el comportamiento del algoritmo cuando se trabaja con
entradas muy grandes, porque estas entradas son las que van a determinar los limites de la aplica-
cion del algoritmo. La conclusion general es que un problema puede considerarse “eficientemente
resuelto” cuando se ha encontrado un algoritmo de tiempo polinomial para su solucion.
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Algunos ejemplos de problemas de optimizacién que son considerados “bien resueltos” en este

sentido son:

YV VYV VVVYY

Programacion lineal (existen algoritmos polinomiales);

Algunos problemas de Ruta mas corta;

Algunos problemas de Ruta mas larga (por ejemplo los calculos de PERT/CPM simple);
El problema del Arbol de minima expansidn;

Algunos problemas de flujo en redes;

Problemas de pareamiento;

Problemas de Transporte, Asignacion y Transbordo;

Varios casos especiales de problemas duros (dificiles).

Tomemos en cuenta que esta lista, a pesar de todos los problemas que incluye, es muy corta com-

parada con la de problemas para los cuales, los algoritmos de tiempo polinomial no son conoci-

dos, por ejemplo:

VVYVY Y VY

Problema Mochila 0-1;

Problema de Cobertura;

Problema del Agente viajero;

Problema de Localizacion sin restricciones de capacidad;
Problema de Programacion entera;

Problema del Arbol de Steiner.

A lo largo de estos apuntes, veremos algunos de estos problemas mas detenidamente.
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Ejemplo 1.1

El problema del agente viajero (Traveling Salesman Problem, TSP) consiste en que “un viajero debe
visitar cada ciudad exactamente una vez y debe regresar al punto de partida”. Se conoce el costo de
viajar de cada ciudad a todas las demds. De tal forma, el viajero debe planear su itinerario de viaje,
logrando que el costo total sea minimo. En términos generales, el problema es encontrar el costo
minimo del circuito (ciclo Hamiltoniano) de longitud 7.

~_ "~

TSP

F1GURA 6. Problema del Agente viajero

De manera formal el problema se define como:

Instancia : Sea un conjunto C de m ciudades, la distancia d(c,, ¢,) €Z" para cada par de ciudades
¢ € € C, y un numero entero positivo B.

Pregunta : ;Hay una ruta de C que tenga una longitud B o menor, por ejemplo una permutacién

< Chay Cer iy Sy Ciom > de Ctal que

Indice




Apuntes de complejidad computacional

Considerando este problema como uno de teoria de grafos, se puede considerar que es un grafo
a cuyas aristas entre los vértices, que representan las ciudades que debe visitar el agente viajero,
se ha asociado un peso, que representa la distancia, costo, tiempo o alguna otra cantidad, que se
pretenda minimizar. Asi, el objetivo es encontrar la ruta minima que pase por cada ciudad exacta-
mente una vez y regrese a la ciudad inicial. Nuevamente en términos de teoria de grafos, la meta es
encontrar un ciclo hamiltoniano que minimice la suma de los pesos de las aristas.

El TSP es un problema de decision, en el sentido de que una instancia del TSP puede resolverse
encontrando el mejor entre un conjunto de recorridos. Por lo tanto, una computadora puede re-
solver cualquier instancia del TSP al examinar sistematicamente y evaluar todos los recorridos,
para posteriormente seleccionar el recorrido mas corto. El nimero de recorridos de » ciudades es
(n-1)!/2. Asi que la implementacion del algoritmo mencionado, en una computadora requerira al-
rededor de n! pasos (operaciones elementales). La solucion por medio de este algoritmo para una
instancia del TSP de tamafio moderado, por ejemplo, encontrar el mejor recorrido de las capitales
de los estados de Estados Unidos, requeriria muchos billones de aiios para resolverlo, incluso bajo
las suposiciones mas optimistas sobre la velocidad de las computadoras del futuro (50! posee al-
rededor de 65 digitos decimales).
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Actividades sugeridas

De un ejemplo de un problema de optimizacion, enuncie dos instancias de él y cinco configu-
raciones de cada instancia.

Dé un ejemplo de un algoritmo recursivo. Explique por qué es recursivo.
Dé un ejemplo de un algoritmo iterativo. Explique por qué es iterativo.

Considere el ejemplo recursivo que construyd en la actividad 1 y conviértalo en un algoritmo
iterativo, ;qué algoritmo es mas eficiente? ;por qué?

Describa el algoritmo de Bisqueda binaria y apliquelo en algiin ejemplo. ;De qué orden es el
algoritmo?

Indique mediante la notacién de O, la complejidad del algoritmo para encontrar una palabra
en un diccionario.

Seleccione la mejor notacion de O como una funcién de N para el tiempo de ejecucion de cada
programa parcial. El tiempo de ejecucion esta definido como el nimero de veces en que se
ejecuta la instruccion:

X=X+1

(| x|denota “el entero mds cercano < x”.)

FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO N
X=X+1
NEXT |
NEXT I

FOR I=1 TO N
FOR J=1TO I
X=X+1
NEXT ]
NEXT I
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J=N

10 X=X +1
J=1J/2]

IF J=1 THEN END

GOTO 10

Suponga T(N) = 30n* +20nlogn + 10, entonces T(N) = O(n’)
3Qué constante cy n se pueden utilizar para que el resultado anterior sea cierto?

Para cada una de las siguientes expresiones, seleccione la mejor notaciéon de O.
a)7n -1

b) 8n* - 12n* -1

c) 2log n - 4n + 6nlog n

d)2+4+6+...+2n

(n* +logz- (n[J1)

n+n’

e)
. El costo de cambiar una maquina de manufactura de un trabajo a otro es:
Al trabajo

B C

Del trabajo

Se debe encontrar la secuencia de cambio de un trabajo a otro, de manera que en total se tenga el

costo minimo. Cada trabajo se realiza una sola vez y el trabajo final debera coincidir con el trabajo
inicial.

Observe que este problema se puede plantear como un problema de agente viajero. Construya

una red asociada al problema y resuélvalo mediante un algoritmo de fuerza bruta (enumeracién
exhaustiva).




Méquinas‘ de | \‘\‘uring
y complejidad.

computacion:

2.1 Maquinas de Turing

Consideremos que en la solucion de problemas con ayuda de las computadoras, éstas solo pueden
seguir algoritmos. Métodos como los que se ensefian en la escuela primaria para resolver opera-
ciones aritméticas con nimeros enteros son algoritmos tipicos; se pueden aplicar a cualquier en-
tero y son correctos considerando que al terminar el algoritmo se obtendra la respuesta correcta.
El matematico britanico Alan M. Turing, invent6 en 1936, un objeto matematico, conceptual, que
representa a los algoritmos y al que se conoce como Maquina de Turing.

El modelo de la maquina de Turing se originé a partir de una cuestién planteada por David
Hilbert en 1928, acerca de si las matematicas eran decidibles, es decir, si existe un método defi-
nido que se pueda aplicar a cualquier sentencia matematica y que nos diga si es cierta o falsa.
Turing ide6 un modelo formal y abstracto de una computadora, que puede simular cualquier
algoritmo utilizando una sola estructura de datos, la cual consiste en una sucesién de simbolos
escrita en una cinta (infinita) dividida en cuadros, y un puntero que se mueve hacia adelante
o hacia atras de la cinta borrando o imprimiendo simbolos y se detiene al final de un calculo.
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Indice

Figura 7. Maquina de Turing por Tom Dunne, Cientifico Americano (2002)
(Fuente: www.ecs.syr.edu/.../coretechnologies.htm)

Una consecuencia importante del desarrollo de este modelo fue la respuesta a la pregunta de Hil-
bert, ya que Turing demostré que existen problemas que una maquina no puede resolver.

2.1.1. Definicion formal

Formalmente, se define una maquina de Turing determinista (MTD) M = (Q, %, T, b,6,4,,9,,q,,)
como:

i. un conjunto finito de estados Q;
ii. un conjunto finito de simbolos ¥ que no contiene el espacio en blanco, que se llama
alfabeto de entrada o de maquina;
iii. un conjunto finito de simbolos de cinta, llamada alfabeto de cinta G que contiene al
espacio en blanco (£ C T);
iv. b1 G es un simbolo denominado blanco, y es el tinico simbolo que se puede repetir un
numero de veces infinito;
v. una funcién de transicion 6: Q x £ > Q x I x {I, D} donde I es un movimiento a la
izquierda y D es un movimiento a la derecha;
vi. un estado inicial 9,€Q
vii. un estado aceptador g, € Qs
viii. un estado no aceptadorg_€Q,q # q,.
En la literatura existe un gran numero de definiciones alternativas, todas ellas con el mismo poder
computacional.


http://www.ecs.syr.edu/faculty/fawcett/handouts/webpages/coretechnologies.htm

Apuntes de complejidad computacional

2.1.2. Funcionamiento

La funcion g§ define el “programa” de la mdquina. De manera general, opera de la siguiente forma:
(estado, valor)->(nuevo estado, nuevo valor, direccion)

lo cual puede leerse como: “si estamos en el estado e leyendo la posicion 7, en la que esta escrito
el simbolo s, entonces este simbolo es reemplazado por uno nuevo y se continua leyendo la celda
siguiente, ya sea a la izquierda o a la derecha”

Se dice que la mdquina se detiene si se llega a uno de los tres estados de alto que son {“alto’ g, q, }.
Sila mdquina se detuvo en g, la maquina acepta el simbolo de entrada. Sila maquina se detuvo en
q,,» la méquina rechaza el simbolo de entrada.

Diagrama de
transicion de estados

La maquina de Turing se mueve hacia atras y hacia adelante a lo largo
delacinta. El numero que despliega es el estado actual, el cual
cambia de acuerdo al programa que se ha especificado.

T

Descripciénde
lamaquinade Turing
(programa)

X y z|z|0]1 & | & 0]z

La cinta es una secuencia infinita de celdas.
Cada celda contiene un simbolo
(posiblemente un espacio en blanco).

F1iGura 8. Modelo de la Maquina de Turing
De tal forma, la maquina M con la entrada x da una salida M(x) que puede ser:

i. M(x)=q, silamdquinaacepta x;
ii. M(x)=q,, silamaquina rechaza x;
iii. M(x)= y silamaquina llega a “alto”;
iv. M(x)=/ si M nunca se detiene con la entrada x.
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Como puede percibirse, las maquinas de Turing son representaciones bastante naturales para re-
solver problemas que tienen que ver con sucesiones, por ejemplo, reconocer lenguajes: una ma-
quina de Turing M reconoce el lenguaje dado L si y solo si, para toda sucesién x € L, M(x)= “si”
y six¢ L, M(x) “no”. Asi, la maquina de Turing puede considerarse como un autémata' capaz de

reconocer lenguajes formales.

Las maquinas de Turing que paran con cualquier entrada se llaman decidores. Cuando un decidor
reconoce alglin lenguaje, también podemos decir que lo decide. La clase de lenguajes decididos
por alguna maquina de Turing son lenguajes recursivos, esto es, se caracterizan porque para cada
uno de ellos existe una maquina de Turing que aceptara cualquier palabra (sucesion x) que perte-
nezca al lenguaje y parara siempre.

Los lenguajes aceptados por alguna maquina de Turing son recursivamente numerables (de acuer-
do con la jerarquia de Chomsky?), si existe una maquina de Turing que acepta y se detiene con
cualquier palabra del lenguaje, pero que puede iterar indefinidamente, con una palabra que no
pertenece al lenguaje, en otras palabras, una maquina de Turing M acepta un lenguaje recursi-
vamente numerable dado L si y s6lo si, para toda sucesion x € L, M(x)= g, pero si x & L, M(x)=/.

Al resolver un problema de decisién mediante una maquina de Turing, lo que se hace es decidir
un lenguaje compuesto de representaciones de las instancias del problema que corresponden a la
respuesta “si”. Los problemas de optimizacion se resuelven por maquinas de Turing logrando ha-
cer el computo de una funcién apropiada que va de sucesiones a sucesiones, las cuales representan
tanto la entrada como la salida (una sucesion de entrada da alguna o algunas sucesiones de salida),

en un formato con un alfabeto adecuado.

Ejemplo 2.1

En este ejemplo se describe una maquina de Turing M1 que reconoce el lenguaje que consiste de
todas las cadenas formadas por ceros, cuya longitud es una potencia de 2. Entonces, se dice que
esta maquina de Turing decide el lenguaje L = {0, |n > 0}.

1 Maquinas abstractas que resuelven problemas reconociendo lenguajes formales son estudiadas por la teoria de auto-
matas que es una rama importante de las ciencias de la computacion.
2 Es una clasificacion jerarquica en lingiiistica, de distintos tipos de gramdticas formales que a su vez generan lenguajes

formales.
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M1 = “Sobre la cadena entrada w: Indice
Recorrer la cinta de izquierda a derecha, marcando un cero si y otro no (intermitentemente).

Sien el paso 1 la cinta contiene un solo cero, aceptar.

Sien el paso 1 la cinta contiene mas de un cero y la cantidad de ceros es impar, rechazar.

Regresar la cabeza a la cinta hasta la posicion mas a la izquierda.

Gk D =

Ir al paso 17
Ahora, daremos la definicion formal de la maquina de Turing:

M1=(QZT,b6,9,9,49,):

Q=1dy 4> 9,9 9> 9> 9,0}

2= {0}

I ={0, x, b}

§ se describe en el diagrama de estados de la figura 9.

Los estados inicial, de aceptacion y de rechazo son {q,, q, q, }, respectivamente.

F1GURA 9. Diagrama de estados para la maquina de Turing M1
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El funcionamiento es el siguiente:

En el diagrama de estados, la etiqueta 0 > b, R aparece en la transicién de g, a g,, esto significa que
cuando M2 se encuentra en el estado g, con la cabeza en la cinta leyendo un 0, la méquina va al
estado q,, escribe en la cinta b y mueve la cabeza de la cinta a la derecha (R). Esto se expresa como

8(q,, 0) = (q,,b, R).

También se usa 0 > R en la transicién de g, a g, lo cual significa que M1 se mueve a la derecha
cuando lee un 0 en el estado q, > pero no se altera la cinta, expresado como 6(q2, 0) = (q3, 0, R).

A continuacién se puede ver la ejecucion de las tres primeras transiciones de M1 con la
cadena de entrada w = 0000, el movimiento de la cabeza y los cambios en la cinta.

q,000  corresponde a

bq,000 corresponde a

bxq,00  corresponde a

La ejecucion completa de M1 es como sigue:

4,0000b
bgq,000b
bxq,00b
bx0q,0b
bx0xq,b
bx0g,xb
bxq,0xb
bq x0xb
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bxq,0xb
bxxq,xb
bxq,xxb
bxxq,xb
bxxxq,b
bxxq xb
bxq xxb
bq xxxb
bxq,xxb
bxxq xb
bxxxq,b
bxxxq b,y

Es interesante considerar que técnicamente, cualquier “objeto matematico finito” puede represen-
tarse mediante una sucesion finita con un alfabeto adecuado. Por ejemplo, los nimeros siempre
podrian representarse como numeros binarios; para representar grafos, se puede construir una su-
cesion con informacion del niimero de nodos y después los elementos de su matriz de adyacencia.

Existen muchos tipos de maquinas de Turing. Un tipo de ellas son las maquinas de Turing con

muchas cintas, sin embargo, maquinas de este tipo son polindmicamente equivalentes en cuanto a
tiempo, a las que tienen una sola cinta.

2.2 Maquinas de Turing no deterministas

Otro modelo de maquina de Turing menos realista es la maquina de Turing no determinista
(MTND), no obstante, representan un concepto importante para definir la complejidad compu-
tacional.

Se puede simular cada MTND mediante una maquina de Turing determinista pero con un costo
de tiempo exponencial, esto es, con una pérdida exponencial de eficiencia.

El no determinismo puede consistir en que:
» Lamaquina no se encuentre totalmente definida;

»  Para un estado actual y el simbolo actual de la cinta, puede haber un numero finito de
movimientos a elegir, o ninguno disponible, en cuyo caso, la maquina parara los calculos.
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El grado de no determinismo de una MTND, N, es la cantidad maxima de movimientos para cual-
quier par actual estado-simbolo (combinaciones), precisamente de aqui se desprende también la
idea de costo de tiempo exponencial.

Se dice que una maquina de Turing no determinista M aceptard una cadena x si existe alguna
secuencia de selecciones no deterministas que resulta en el estado de aceptacion “si”. Una maqui-
na de Turing no determinista rechaza su entrada si no existe ninguna secuencia de selecciones
no deterministas que resultara en “si”. En otras palabras, se dice que una maquina de Turing no
determinista M aceptard una cadena x si es posible que M llegue a su estado de parada después
de iniciar sus célculos con la entrada x y se utiliza el término “posible”, ya que si una maquina no
determinista no alcanza el estado de parada, puede ser debido a una mala decision de la maquina,

y no a que la cadena x no pertenezca al lenguaje.

Coémputo

ut Arbolde cémputo
determinista

no determinista

Tiempo

v

F1GURA 10. Ejecucion de una MTND. Note que el arbol de computo no determinista acepta (decide) si
alguna rama alcanza la configuracion aceptadora y note también que el tamafo de un arbol es exponencial
en su profundidad

Note que cualquier maquina de Turing determinista es también no determinista. Ademas, es 16gi-
co que una maquina de Turing determinista se puede simular por medio de una no determinista.
También una maquina de Turing determinista puede simular a una no determinista. Por lo tanto,
note que no se gana ninguna potencia adicional a causa del no determinismo.

Una afirmacién importante sobre la robustez del modelo de maquina de Turing es que segtn la

tesis de Church-Turing (ver Wegener (2005)), formulada por Alan Turing y Alonzo Church de forma
independiente a mediados del siglo XX, se podria probar matematicamente que para cualquier

algoritmo es posible crear una maquina de Turing equivalente.
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FIGURA 11. La tesis de Church-Turing

En otras palabras, la tesis clasica de Church-Turing dice que todos los modelos de computacion se
pueden simular unos a otros, asi que el conjunto de problemas que se puede resolver algoritmica-
mente es independiente del modelo de computacion (el cual incluye tanto a la computadora como
al lenguaje de programacion).

Es importante considerar que aunque se asume como cierta, la tesis de Church-Turing no puede
ser probada ya que no se poseen los medios necesarios, por eso es una tesis. La evidencia de su ver-
dad es abundante pero no definitiva. Precisamente, la tesis de Church establece que la definicién
de algoritmo o procedimiento efectivo, es una maquina de Turing.

2.3 Clases de complejidad computacional

El concepto, abstracto, de maquinas de Turing, al principio puede parecer un poco dificil de com-
prender, sobre todo para aquellos que no estan familiarizados con temas de Teoria de la Compu-
tacion (lenguajes naturales, lenguajes formales, autématas, etc.); sin embargo, por ahora, es con-
veniente afirmar que existen diferentes clases de complejidad computacional, las cuales se pueden
definir, precisamente, a través de maquinas de Turing deterministas y no deterministas.

En general, es posible definir diferentes tipos de clases de complejidad computacional mediante
las siguientes caracteristicas:

i. Tipo de maquina de Turing a utilizar
ii. Modalidad de computacién: determinista, no determinista, etc.
iii. Recurso a controlar: tiempo, espacio de memoria, etc.
iv. Cota que se impone al recurso: una funcién de complejidad como ¢,\n, 1, [logn], nlogn,
n*, n*+3n, 2", n!; donde n es el parametro de la funcion f(n) y ¢ es una constante
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Recordemos que dadas dos funciones de complejidad fy g, también f + g f xgy 2/son
funciones de complejidad.

Asi, formalmente, una clase de complejidad es el conjunto de todos los lenguajes decididos por al-
guna maquina de Turing M del tipo i) que opera en el modo de computacion ii), tal que para toda
entrada x, M necesita el maximo de f (‘x‘) unidades del recurso definido en iii), donde la cota del

uso del recurso es una funcion f de iv).

Dada una funcién de complejidad f, se tienen las clases siguientes:

F1GURA 12. Clases de complejidad

Nos ocuparemos especialmente de las clases de complejidad de tiempo por ser las mas utilizadas.
Considere ahora las siguientes definiciones importantes:

Definicion 2.3.1. Una clase de complejidad TIME(f(n)) es el conjunto de lenguajes L tales que una
maquina de Turing (determinista) decide L en un tiempo f(n).

Definicion 2.3.2. Una clase de complejidad NTIME(f(n)) es el conjunto de lenguajes L tales que
una maquina de Turing no determinista decide L en un tiempo f(n).
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Definicion 2.3.3. El conjunto P contiene todos los lenguajes decididos por maquinas de Turing
(deterministas) en tiempo polinomial,

P=| JTIME(n") 2.1)

k>0

Definicion 2.3.4. El conjunto NP contiene todos los lenguajes decididos por maquinas de Turing
no deterministas en tiempo polinomial,

NP =| NTIME(n") (2.2)

k>0

Definicion 2.3.5. El conjunto EXP contiene todos los lenguajes decididos por maquinas de Turing
no deterministas en tiempo exponencial,

EXP=| JTIME(2" ) (2.3)

k>0

Por ejemplo, algunas tareas de la clase P son:

verificar si un numero es par o impar, tiempo O(1);
busqueda de un elemento entre n elementos, tiempo O(n);

>

>

> ordenacion de n elementos, tiempo O(nlogn);
»  multiplicaciéon de matrices, tiempo O(n?);

>

los problemas de la seccién 1.5, considerados como bien resueltos.

Por ultimo, daremos una definicién que sera importante para el tema de Reducciones polinomia-
les y NP-completez.

Definicion 2.3.6. Sea L un lenguaje. Decimos que L estd en la clase de complejidad de espacio
SPACE(f (n)) si existe una maquina de Turing con entrada y salida que decide a
Ly opera dentro de un espacio acotado por f(n).

2.4 Problemas sin solucion

Una pregunta que surge naturalmente es ;existen problemas matematicos que estén bien definidos
y para los cuales aiin no existe un algoritmo? Turing mostré que existen mas lenguajes que maqui-
nas de Turing, entonces, existen lenguajes que no son decididos por ninguna maquina de Turing.
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Asi, un problema que no cuenta con una maquina de Turing se llama un problema sin solucion, en
inglés undecidable problem, que puede traducirse como problema indecidible o un problema intra-
table o un problema irresoluble. Podemos aplicar estos conceptos a problemas de decision para los
cuales existe un conjunto al que no le podemos asignar una respuesta, ni afirmativa ni negativa,
esto es, no existe un algoritmo que nos permita determinar si el problema tiene solucién.

2.4.1. Problema Halting

El problema Halting (o problema de paro o problema de la detencién) es un problema de decisién
para maquinas de Turing. Es el ejemplo de problema irresoluble més conocido. Consiste en deci-
dir si una maquina de Turing se detendra con cierta entrada, o bien quedara en un ciclo infinito.

Problema Halting
Dados: una descripcion M, de una maquina de Turing M y una entrada x;
Pregunta: ;va a parar la maquina de Turing M cuando se ejecuta con x?

Alan Turing demostrd en 1936 que un algoritmo general para resolver el problema Halting para todos
los posibles pares de programas-entradas, no puede existir. Esto significa que no existe un algoritmo
que se pueda aplicar a cualquier par programa-entrada arbitario para decidir si el programa parara
cuando se ejecute con esa entrada. Este fue el primer problema para el que se demostré formalmente
que no tenia solucion, esto es, que era indecidible o irresoluble sobre las maquinas de Turing.

Una de las razones por la que es importante conocer que el problema Halting no tiene solucién,
es que nos permite decidir si otros problemas son resolubles o no. El método tipico para probar si
un problema es decidible es la técnica de reduccion’. Para hacer esto se muestra que si se encontrd
una solucién para el nuevo problema, esto podria ser usado para decidir al problema Halting que
se sabe es irresoluble (por medio de transformar instancias del problema Halting en instancias de
problema nuevo). Asi, ya que sabemos que el método no puede decidir el problema Halting, el
método tampoco puede decidir el problema nuevo.

3 Es el contexto de complejidad computacional, es una transformaciéon de un problema en otro problema. El tema de

reduccion serd tratado més a fondo en el tltimo apartado de estos apuntes.
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Actividades sugeridas

Conteste las siguientes preguntas:
;Si un lenguaje L es recursivo, también es recursivamente numerable? Conteste si o no y jus-
tifique su respuesta.

;Si un lenguaje L es recursivamente numerable, también es recursivo? Conteste si 0 no y jus-
tifique su respuesta.

Explique por qué cualquier maquina de Turing determinista es también no determinista.

Indique cuantas configuraciones distintas puede alcanzar una maquina de Turing que use N
casillas.

Corrobore el resultado del ejemplo 2.1 y ejecute la maquina de Turing M1 con w=00000.




Problemade .
decisién, problema

de Satisfactibilidad
y otros problemas
fundamentales

3.1 Problema de decision

Un marco contextual apropiado para el analisis de problemas es el de los problemas de optimiza-
cion, los cuales consideran minimizar o maximizar una funcién (la funcién objetivo), sujeta a una
0 mas restricciones.

Una clase especial de problemas de optimizacion requiere inicamente de una respuesta “si” 0 “no”.
Estos son llamados problemas de decision o problemas de reconocimiento.

La teoria de complejidad computacional no dedica estricta atencion a los problemas de decision.
Sin embargo, su uso implica una situaciéon muy ventajosa ya que los resultados obtenidos para un
problema de decision, pueden ser facilmente generalizados, considerando que:

1. Para cada problema de optimizacidn, existe una version de decision.

2. Cualquier resultado de complejidad para la version de decision se mantiene también para el pro-
blema original, esto es, el problema original no es “mucho mas duro” que la version de decision.

Observe que lo anterior puede entenderse como: un problema de optimizacion original no es més
dificil que su version de decision.
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Ejemplo 3.1
Sea un IKP (Problema Mochila entero, Integer Knapsack Problem): Tenemos una cantidad no limi-
tada de n articulos de tamafos S, i=1,..,ny valores V,i=l,..,ny también tenemos un contene-
dor de capacidad C. El objetivo es cargar el contenedor con X piezas del articulo 1, X piezas del
1 2
articulo 2, etc., de tal forma que el valor total se maximice:
Maximizar XV + XV +...+ XV

sujetoa: XS, + XS, +..+ XS <C

donde, X, X,..., X son variables de decision que representan la cantidad de un articulo en parti-
1 2
cular que sera cargado en el contenedor, y toman valores no negativos.

La correspondiente versién de decision IKP-dec es: Dados dos enteros positivos K, Cy dados S,,
V., i=1,...,n; sexiste una asignacion de enteros no negativos para las variables X, Xpoon X, tal que

XV +XV +.+XV >2Ky
XS +XS +.+XS <C?

La respuesta a este problema sélo puede ser si o no.

3.2 Problemas de logica booleana

3.2.1. Problema de Satisfactibilidad (SAT)

Otro problema importante en el contexto es el problema de satisfactibilidad (SAT), el cual es un
problema de logica booleana. El problema SAT puede definirse como sigue:

Se puede mostrar que, dada una expresion booleana general (también llamada proposicién), po-
demos construir una equivalente en Forma Normal Conjuntiva (FNC), esto es, una férmula como:

CYCYCY.YC,
2 3
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donde C,; i=1,2,...,m son cldusulas que consisten de disyunciones de variables booleanas, simples
o negadas.

Ejemplo 3.2

Sea la siguiente expresion booleana en FNC ( — es el simbolo que se establece para negacion):

(X1 OX20X3) Y (XIO —le) Y (XZO —|X3) Y (X3O —|X1) Y (_|X1O —lXZO —|X3)

Entonces el problema de decision asociado es:

Dada una expresion booleana en FNC, ;es ésta satisfactible? Esto significa: ;existe un conjunto de
valores “verdadero-falso” que asignados a las variables de la expresion, componen un resultado

“verdadero” para toda la proposicion?

Utilizando tablas completas de verdad, el problema SAT se puede resolver en tiempo O(n* 2").
Entonces, aplica que SAT I NP, pero no se sabe si estd también en P.

3.2.2. Problema Complemento SAT

Evidentemente, complemento SAT es también un problema de 16gica booleana:

Dada una expresion booleana en FNG, ;es ésta no satisfactible? Esto significa: ;existe un conjunto
de valores “verdadero-falso” que asignados a las variables de la expresion, componen un resultado
“falso” para toda la proposicion?

3.2.3. Problema Hornsat

Un problema del tipo SAT de interés, es una version en la cual solamente se permiten cldusulas
Horn. Una clausula Horn es una disyuncion que tiene a lo mas una variable booleana positiva y
cualquier nimero de variables negadas.

Entonces, el problema Hornsat dice:

Dada una expresion booleana que es una conjuncion de clausulas Horn, ;es satisfactible?

El problema Hornsat si tiene un algoritmo polinomial, de hecho, es actualmente uno de los proble-
mas mas “duros” para los que se sabe que es computable en tiempo polinomial, asi que, Hornsat € P.
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3.3 Problemas de grafos

3.3.1. Problema de alcance (Reachability)
Un problema basico de grafos es el problema de alcance, el cual dice:

Dado un grafo G=(V,E) y dos vértices v,u €V, ;existe un camino de v a u ? en otras palabras ;se
puede alcanzar a v desde u?

Existe un algoritmo basico para resolver Reachability, llamado algoritmo de Floyd-Warshall‘, que
ademas, cuando se aplica a grafos ponderados, encuentra los caminos mas cortos (shortest path);
el tiempo del algoritmo es O(#?).

3.3.2. Complemento Reachability

Evidentemente, es el complemento del anterior y dice:

Dado un grafo G=(V,E) y dos vértices v,u € V, ;es verdad que no existe ningin caminode va u ?

3.3.3. Problema Hamilton path

En este problema se debe decidir si un grafo determinado, contiene un camino Hamiltoniano. El
problema Hamilton path dice:

Dado un grafo G=(V,E), ;existe un camino C en G tal que visite cada vértice exactamente una vez?

4 También conocido como algoritmo de Floyd o algoritmo de Roy-Warshall, define la ruta mas corta en un grafo pon-
derado, con pesos positivos o negativos. La ejecucion del algoritmo definird las longitudes de las rutas mds cortas entre

todo par de vértices. Este algoritmo es un ejemplo de aplicacion de la programacion dindmica .
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F1GURA 13. Un grafo cayley con un hamiltonian path
(Fuente: http://www.D.Umn.Edu/~ddunham/notices/paper.Html)

3.3.4. Problema Hamilton cycle

Ahora, se debe decidir si un grafo determinado, contiene un ciclo hamiltoniano. El problema
Hamilton cycle dice:

Dado un grafo G=(V,E), ;existe un ciclo C en G tal que visite cada vértice exactamente una vez?

F1GURA 14. Hamilton cycle de la grafica
(Fuente: http://jwilson.coe.uga.edu/EMAT6680/ Yamaguchi/emat6690/essayl/GT.html)
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Un problema de optimizacién importante que estd basado en el problema de decision Hamilton
cycle es precisamente el problema del agente viajero (TSP, por sus siglas en inglés). El TSP es
precisamente la versién ponderada del problema de decision Hamilton cycle, en el cual se debe
encontrar un ciclo hamiltoniano para el cual, la suma total de los pesos de las aristas incluidas en
el ciclo, es minima. Este problema fue tratado en el ejemplo 1.1.

El problema de decision asociado a TSP es TSP-dec, que se describe a continuacion.
3.3.5. Problema TSP de decision

El problema del agente viajero de decisién o TSP-dec se describe de la siguiente forma, dado un
grafo ponderado G=(V,E) con pesos en las aristas y una constante c, jexiste un ciclo C en G tal que
C visite cada vértice exactamente una vez y que la suma de los pesos de las aristas de C sea menor
o igual a ¢? Para comprender la relacién entre el TSP y su version de decision, observe el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.3

Sea el TSP: “Dadas las coordenadas de n ciudades, defina el tour cerrado mas corto que visita cada
ciudad exactamente una vez”. La correspondiente version de decision, TSP-dec es:

“Dado un namero de n ciudades, n>3 y entero, una matriz n x n de enteros que repre-
sentan distancias no negativas D = | dij ] , y un entero no negativo L : ;existe un tour
cerrado que pase por cada ciudad exactamente una vez, con una distancia total < L?

Una solucion para el problema TSP original es un tour con una longitud especifica que se puede
comparar inmediata y facilmente con L y asi, resolver el TSP-dec, que s6lo requiere una respuesta
si 0 no. Ahora, inversamente suponga que tenemos un algoritmo llamado A, y que a partir de una
matriz de distancias obtiene la longitud de un tour 6ptimo para el problema TSP-dec. Entonces, el
siguiente procedimiento da una solucién para el problema original. Suponga primero que median-
te el algoritmo de busqueda binaria es posible obtener la longitud 6ptima del tour.
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Procedimiento para obtener la solucion 6ptima del TSP

begin
Use busqueda binaria para definir la longitud é6ptima, a la
que llamaremos Lmin (La secuencia de visitas, o sea, el
tour éptimo es atn desconocido)
for i=1,...,n-1
for j=i+1l,..,n !comentario: este ciclo doble
examina cada arco (i,]) entre ciudades
guardado = dij
dij = (numero suficientemente grande en
comparacién con los elementos de la
matriz de distancias)
!comentario:esta accién implica borrar
el arco de la matriz
call A (con la nueva matriz de distancias,
definir si existe un tour éptimo con
costo £ Lmin)
if respuesta = “no” then dij = guardado
!comentario: si después de borrar el arco
(i,j) perdemos la solucidén oéptima, este
arco estd en el tour optimo
next j
next i
end

Suponga que Lmin=50, si se borra el arco (3,j) y no se puede obtener un tour con costo < 50, enton-
ces quiere decir que al borrarlo, s6lo puedo encontrar tours con costo >50, por tanto, se pierde el
6ptimo, lo cual nos indica que el arco (i,j) debe ser incluido nuevamente para mantener el 6ptimo,
o sea, el arco esta en el tour dptimo. En caso de que borrando el arco, puedo obtener tours con
costo < 50, entonces el arco no es necesario y puede borrarse definitivamente. Al final del proce-
dimiento, el conjunto de arcos que no tiene sus longitudes modificadas, conforma el tour éptimo.

Si el algoritmo A es polinomial, el procedimiento completo es también polinomial ya que, prime-
ro, la complejidad del algoritmo de busqueda binaria indica que a lo més se requieren log,(n+1)
pasos; y el ciclo es de orden n?veces el orden de A. Por lo tanto, un algoritmo de tiempo polino-
mial para el TSP-dec produciria un algoritmo de tiempo polinomial para el TSP. Este es el tipo de
resultados que se usan para otros problemas de interés.

Observe, como ya se menciond, que una solucion para el TSP original es un tour de longitud espe-
cifica, la cual puede compararse facilmente con L, y asi, también se resuelve el TSP-dec, entonces
decimos que TSP se reduce al TSP-dec y decimos que TSP no es mas dificil que su version de
decision.
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Finalmente para este ejemplo, recuerde que precisamente la gran dificultad para resolver el proble-
ma TSP-dec es que el algoritmo A de tiempo polinomial, no existe.

Se ha puntualizado que un problema de optimizacién original no es mas dificil que el problema
de decision asociado, cualquier resultado probado sobre la complejidad del problema de decision
sera aplicable también al problema de optimizacion.

Por supuesto, hay problemas que en su forma original son ya problemas de decision, tal como el
problema Halting.

3.3.6. Problema de Clique (Camarilla)

Este problema trata de la existencia de subgrafos completos, esto es, conjuntos de vértices CC V
tales que para todo par de vértices v, u € C, existe una arista { v,u } € E, es decir, existe una arista
que los conecta.

En otras palabras, un clique es un subgrafo en que cada vértice esta conectado a cada otro vértice
del grafo. Esto equivale a decir que el subgrafo inducido por V es un grafo completo. El tamafio de
un clique ‘C ‘ es el nimero de vértices que contiene.

El problema de Clique dice:

Dado un grafo no dirigido G=(V,E) y un entero k > 0, ;existe un subgrafo completo indu-

cido por el conjunto C C V tal que ‘C‘ =k?

En otras palabras, el problema del Clique consiste en que dado un grafo, decidir si existe en él un
Clique con un tamaio particular.

El problema de Maximo Clique consiste en definir un Clique con el maximo nimero de vértices.

Aplica que Clique € NP.

F1GURA 15. Maximo clique de 5 vértices en un grafo de 11 vértices
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3.3.7. Problema Independent set

Lo opuesto de un Clique es un conjunto independiente (independent set), en el sentido que cada Cli-
que corresponde a un conjunto independiente del grafo complemento.

El problema de Independent set dice:

Dado un grafo no dirigido G=(V,E) y un entero k > 0, ;existe un subgrafo inducido por el conjunto
IC Vtal que |I| = ky que no contenga ninguna arista? En otras palabras, sexisten un subconjunto
de k vértices en el grafo, tales que ninguno de ellos esta conectado a otro (considere, por supuesto,
que ellos pueden estar conectados a vértices fuera del conjunto)?

Un Maximum independent set es el mayor conjunto independiente para un grafo dado G. El pro-
blema de definir tal conjunto se llama problema Maximum independent set y es un problema de
optimizacién NP. Como tal, es improbable que exista un algoritmo eficiente para definirlo.

FIGURA 16. Los nueve vértices blancos forman un conjunto independiente maximo para el grafo
Generalizado de Petersen
(Fuente: http://medlibrary.org/medwiki/Independent_set_(graph_theory))
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Actividades sugeridas

1. Encuentre el ciclo hamiltoniano en la grafica.

3. Partiendo de un tablero de ajedrez de ocho por ocho, y siguiendo los movimientos del caballo,
empezar en cualquier posicion del tablero y recorrer todas las posiciones del tablero, sin repetir
alguna de ellas. Véase cada posicion como un nodo de una red, y considere que dicha red esta
conectada por arcos que sigan el movimiento del caballo. ;Cudntos movimientos son necesarios
efectuar para recorrer todo el tablero? Ahora, suponga que tiene un tablero de nxn ;Cuantos
movimiento requerira para recorrer todo el tablero con el movimiento del caballo?
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4. Explique qué es un codigo Gray, como se construye y como se relaciona con un ciclo hamilto-
niano.

5. Dado el siguiente grafo, encontrar el Clique de 4 nodos y el clique de 3 nodos. ;Cual seria el

Clique maximo y cual el Clique parcial?

6. Describa una aplicacion practica para el problema Clique.

7. Describa una aplicacion practica para el problema Independent set.




4.1 Algoritmos no-deterministas

Un algoritmo no-determinista es una herramienta tedrica, no existe en la realidad. Es como un al-
goritmo ordinario, pero esta permitido usar la siguiente instruccién que en la realidad es imposible:

goto both label 1, label 2

Esta instruccion realiza el computo de dos procesos paralelos en un solo paso, o sea, con el mismo
procesador, no en procesamiento paralelo. De aqui la imposibilidad de ejecutar la instruccion, el
algoritmo no-determinista debe decidir en cada paso de la ejecucion, entre varias alternativasy
explorarlas todas antes de encontrar la solucién.

Para tener una idea del poder de computo no-determinista, consideremos la conocida version
del problema de Programacion Lineal Entera (ILP) 0-1 que es un problema “dificil’, esto es, no se
conoce un algoritmo determinista para él:

Dada una matriz A de mXn yun m -vector entero b, ;existe un n -vector x con elementos 0-1, tal
que Ax=b?
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La siguiente rutina resulta tan poderosa que permitiria resolver el problema en tiempo polinomial, Indice
precisamente por medio de la exploracion de todas las posibles combinaciones de valores de los
elementos del vector x:

begin
for j=1,..,n
goto both A,B

A x, = 0
goto again
B: Xj=l
again
next j
if x=(x,,..,%x ) satisfies Ax=b then output “yes” else output

ANY ”

no
end

Mediante un arbol de soluciones podriamos ver que en cada paso o nivel del arbol, podria resol-
verse mas de un problema, con el mismo procesador.

De hecho, si tuviésemos computadoras capaces de ejecutar esta rutina extra, no seria necesaria la
teoria de complejidad computacional.

F1iGURA 17. Arbol de soluciones no-determinista

Por otro lado, vimos en la seccién anterior coémo, dado un problema de optimizacién, podemos
definir un problema de decision (o reconocimiento) asociado, esto es, una pregunta que puede
ser respondida por “si” 0 “no”. Sin embargo, varios problemas computacionales bien conocidos
son, en principio, problemas de decisién, como los problemas tradicionalmente estudiados por la

teoria de la computacion, a continuacion se mencionan algunos de ellos.

En al capitulo anterior mencionamos el problema Halting (problema de la parada o detencién o
terminacion): Dado un algoritmo y su entrada, ;alguna vez se detendra?
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También introdujimos el problema de la Satisfactibilidad: Dada una férmula booleana, ;es ésta
satisfactible? (;la asignacion de valores a sus variables hace que la expresion sea verdadera?).

Tratamos ya también con una versioén del problema Hamilton cycle: Dado un grafo G, ;existe un
circuito en G que visite todos los nodos exactamente una vez?

Estos tres problemas son problemas de decision. Nuestra definicion de versiones de decision de los
problemas de optimizacion nos permite estudiar ambos tipos de problemas de una manera uni-
forme. Ademas, desde que hemos senialado que la version de decision de un problema no es mas
dificil que el problema de optimizacion original, cualquier resultado probado sobre la complejidad
de la version de decision se aplicard también a la version de optimizacion original.

Estamos ahora en posicion de definir formalmente dos clases importantes de problemas de deci-
sion, las clases P y NP; para asi, poder clasificarlos de acuerdo con su complejidad.

4.2 Clase P

Podemos denotar por P, la clase de los problemas de decision que pueden ser resueltos por un
algoritmo en tiempo polinomial. La clase P puede ser definida con precision en términos de algin
formalismo matematico para los algoritmos, tal como el modelo de la maquina de Turing. Esto
provoca que tales modelos de computacion tengan una caracteristica excepcional: si un problema
puede ser resuelto en tiempo polinomial por alguno de dichos modelos, puede ser resuelto en
tiempo polinomial por todos los demas. Por lo tanto, se puede decir que la clase P, es extremada-
mente estable bajo variaciones en los detalles de nuestros supuestos.

Entonces, estamos satisfechos con definir P informalmente, como la clase de los problemas
de decision que tiene algoritmos de tiempo polinomial; en otras palabras, P es la clase de
problemas de decision relativamente sencilla, para la cual existen algoritmos eficientes.
Mencionamos en el capitulo 1 varios problemas representativos de la clase P. Listamos
otros a continuacion.

»  Conectividad de un grafo: Dado un grafo G, ;G es conexo?
>  Reachability: Dado un grafo G=(V,E) y dos vértices v,u € V, ;existe un caminodevau ?
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» Emparejamiento maximo: Dado un grafo G y un entero k, ;existe un emparejamiento en
G con k 0 mas aristas?

» Arbol de expansion minima: Dado un grafo G=(V,E) conexo, una funciéon de costo d
definida en E, y un entero L, ;existe un arbol de expansiéon de G con costo L o0 menos?

Todos estos problemas pertenecen a la clase P, en otras palabras, dada una instancia de cada uno,

«

tenemos una forma eficiente para decir si la respuesta es “si” 0 “no”.

4.3 Clase NP

El matemdtico y cientifico de la computacion norteamericano Stephen Arthur Cook introdujo
formalmente la clase NP, aparentemente la clase mas abundante de los problemas de decision.
Para que un problema esté en NP, no requerimos que cada instancia pueda ser solucionada en

”

un tiempo polinomial por algin algoritmo. Simplemente requerimos que alguna respuesta “si
«Lro . k2l . . . . «_ .

sea “facilmente” verificable, esto es, que si x es una instancia “si” del problema, entonces exista un

certificado breve (de longitud limitada por un polinomio) para x, el cual puede ser verificado en

un tiempo polinomial; dicho de otro modo, para la clase NP, tanto la codificacion de la respuesta,

como el tiempo que toma verificar su validez deben ser “cortos”, esto es, de tiempo polinomial o de

tiempo polinomialmente acotado. Formalmente, lo anterior se expresa como: cualquier instancia

«_

si” del problema tiene la propiedad de “certificado sucinto’, y a esto ultimo lo podriamos com-

o3l

prender como, tiempo de verificacion breve de una respuesta “si”.

El término NP se establece para “Polinomial No-determinista’, debido a una definicién alternativa
y equivalente, que esta basada en la nocion de algoritmos no-deterministas. Una observacion de la
definicion anterior es que: con la finalidad de mostrar que un problema pertenece a la clase NP, no
es necesario mostrar de qué manera puede producirse una respuesta “si” (que ademas es facilmen-
te verificable); en otras palabras, no es necesario resolver el problema; es suficiente con mostrar
que tal verificacion (también llamado certificado) existe.
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Ejemplo 4.1

Para clarificar lo anterior, consideremos nuevamente la version de decision del problema del agen-
te viajero (TSP-dec). Si imaginamos que tenemos una respuesta “si’, ésta es una secuencia de ciu-
dades, digamos ¢,,¢,,¢;,...,C, , tal que la suma de las ligas (c,c,),(c,,c,),....(c ;) €s menor o igual
aun valor dado L. La forma en que se obtuvo esta solucion es irrelevante. Sin embargo, es claro
que podemos verificar facilmente la longitud del ciclo, por lo tanto, podemos decir que sabemos
que TSP-dec € NP. Por otro lado, no conocemos si el problema esta también en la clase P, debido
a que ningun algoritmo polinomial ha sido atin encontrado para resolver el problema, esto es, un
algoritmo que defina la secuencia de ciudades de minima longitud.

La clase NP consiste de todos los problemas “razonables’, i.e., con respuesta “si” o “no’, de impor-
tancia teorica y practica. Para problemas que no estan en la clase NP, la propia verificacion de que
una solucidn es valida, esto es, la propia verificacion de una respuesta “si”, puede ser extremada-
mente dificil.

Ejemplo 4.2

Considerar la version de decision del problema de Clique: Dado un grafo G=(V,E) y un entero k,
sexiste un clique (esto es, un subconjunto de V completamente conexo, en el que cada vértice esta
conectado a cada otro vértice del grafo) de tamaio k?

No es claro que Clique esté en P. La forma obvia de solucionar este problema podria ser someter
todos los (lzl) subconjuntos de V con cardinalidad k a la prueba de si ellos satisfacen el requeri-
miento del problema. El punto es, por supuesto, que existe un numero exponencial de tales con-
juntos. De hecho, no se conoce ningtin algoritmo polinomial para resolver este problema, Clique
esta en NP. Para comprender esto, suponga que nos dan una instancia “si” del Clique; en otras
palabras, nos dan G=(V,E), un grafo y un entero k tal que G tiene un clique C de cardinalidad k.
Entonces esta instancia tiene un certificado absolutamente conciso, esto es, una lista de los nodos
en el clique C. Este certificado puede ser revisado eficientemente para validacién, porque uno
solamente tiene que verificar que C consiste de k nodos, y que todos estos nodos son conectados

por las aristas en E.
Podemos formalizar todas las ideas anteriores como sigue. Sea X un alfabeto finito fijo y sea $ un

simbolo especial en X (el simbolo § es especial porque marca el fin de la entrada y el inicio del
certificado). Si x es una secuencia de simbolos de X, su longitud, es decir, el nimero de simbolos

que hay en ella, se denota por |x]|.
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Entonces tenemos la siguiente definicion:

Definicion 4.3.1. Decimos que un problema de decisién A esta en la clase NP si existe un po-
linomio p(n) y un algoritmo a (el algoritmo de certificar - revisar) tal que lo
siguiente es verdadero:

La secuencia x es una instancia “si” de A siy sdlo si existe una secuencia de simbolos en %, la ce-

ritificacién c(x), |c(x)|<p(|x|), con la propiedad que si se provee la entrada x$c(x) al algoritmo a,

éste alcanza una respuesta “si” después de a lo mds p(|x|) pasos.

Ejemplo 4.2 (continuacion)

En nuestro ejemplo, si x es la codificacion de una instancia “si” en el problema de Clique (G,k),
entonces el certificado de x, c(x), podria ser un cédigo de la lista de los nodos en un Clique C apro-
piado. El algoritmo de certificar-revisar examinaria si x es claramente la codificacién de un grafo
G y un entero k, si ¢(x) es un conjunto de vértices C, si |C| = k, y si existe una arista en G para cada
par de vértices u,v de C. De hecho, se puede tomar al polinomio p(n) como 2n°.

Ejemplo 4.3

Considerar nuestro bien conocido problema del agente viajero (TSP) :Dado un entero n, una ma-
triz simétrica n X n no negativa de enteros [d._ ], y un entero L, encontrar si existe un ciclo C tal que
n

i
2 dicsL.
j=1

Este problema esta en la clase NP porque, dada una instancia (#, [dij] , L) del TSP con una res-
puesta “si’, podemos demostrar este hecho de forma absolutamente practica, exhibiendo un tour
apropiado. El certificado c(x) de tal instancia podria entonces ser una codificacién de un ciclo C
que satisfaciera zd,-c(j)SL. El algoritmo a podria revisar si n, [dg] y L son apropiadas, si C es clara-
mente un ciclo, ifz si su tamafio total es L o menos.

Ejemplo 4.4

Un problema de programacion lineal entera (integer linear programming, ILP) es el siguiente
problema de optimizacion.
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Minimizar c’x
sujeto a:
Ax=0b
x20
X entero

Los valores de A, by ¢ son enteros.
Considerar la siguiente version de decision del ILP:
Dada una matriz A entera m X n'y un m-vector entero b, ;existe un n-vector x tal que Ax=b, x > 0?

Note que, en la transformacion de un ILP a su version de decision, no necesitamos incluir expli-
citamente el entero L y la desigualdad ¢’x < L, como normalmente lo hicimos en otras transfor-
maciones. Esto es porque esta desigualdad puede ser transformada en una igualdad al afiadir una
variable de holgura y entonces incorporarla al sistema Ax=b.

El problema ILP de decision estd en NP. Para ver esto, consideremos el teorema que establece que
si un problema entero tiene solucion factible, entonces tiene una solucién factible x € {0,1,...,M}"
donde M= n(ma,)****(1+a,). Tal solucién concisa podria servir como una verificacién breve de

una instancia “si” del ILP, ya que la longitud de su representacion binaria es polinomial con res-
pecto al tamafio de la entrada.

Es importante observar que, para establecer que un problema estd en NP, no tenemos que explicar
como se puede obtener eficientemente el certificado c(x) dada una entrada x. Simplemente debe-
mos mostrar la existencia de al menos una secuencia (cadena de simbolos) para cada x.

Ahora, note que P es un subconjunto de NP, P C NP. En otras palabras, cada problema resuelto
eficientemente es también brevemente certificable.

Pero, ;por qué NP es una clase interesante de problemas de decision? Primero, porque contiene
a P, problemas con cuyos resultados estamos satisfechos. Segundo, contiene muchos problemas
de nuestro interés, y cuya pertenencia a P esta en duda. Ejemplo de esto son el TSP, ILP, Clique, y
Hamilton cycle. De hecho, podemos decir que las versiones de decisién de todos los problemas de
optimizacién combinatoria estain en NP. Para fortalecer esta idea, recordemos que los problemas
de optimizaciéon combinatoria apuntan al disefio dptimo de objetos, tales como ciclos, rutas, con-
juntos de nodos, particiones y listas de enteros. Por lo tanto, es razonable esperar que, una vez en-
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contrada, la solucidon 6ptima puede ser especificada de forma precisa y de este modo servir como
un certificado para la version de decision. De ninguna manera podemos esperar disefiar algo
optimamente si no podemos disefiarlo dentro de un tiempo razonable y limitado. Por lo tanto,
la clase NP surge naturalmente en el estudio de la complejidad de los problemas de optimizacién
combinatoria.

Pero, ;es P un subconjunto propio de NP, o es el caso de que P y NP son los mismos? Si lo tltimo
fuera cierto, muchos problemas, ahora notorios por su dificultad (TSP, Clique, ILP, y Satisfactibi-
lidad, por nombrar algunos) podrian estar en P, y por consiguiente ser (supuestamente) faciles.

Es ampliamente aceptado ahora, que P es un subconjunto propio de NP, P C NP. Esta es una con-
jetura muy importante en complejidad computacional, ya que en otras palabras dice: “no todos los
problemas pueden resolverse eficientemente”.

Actualmente, la pregunta tedrica mas destacada que enfrentan los cientificos de la computacion
es el llamado problema P = NP. Es interesante considerar que, si bien no existe la prueba formal,
existe una fuerte evidencia para la validez de esta tltima conjetura.

La principal herramienta matematica de este tipo de investigaciones ha sido la nocién de
reduccion, la cual examinaremos en el capitulo siguiente.
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5.1 Reducciones y transformaciones polinomiales

Las herramientas basicas para relacionar las complejidades de varios problemas son las reducciones
y las transformaciones.

Una clase de complejidad contiene una coleccién infinita de problemas, por ejemplo, la clase NP
contiene problemas como Sat, Reachability, Clique, etc. Sin embargo, no todos son igualmente
dificiles, a pesar de pertenecer a la misma clase.

Para establecer una categorizacion de problemas con respecto a su dificultad, existe la construc-
cion de reducciones, que nos dice: un problema A es por lo menos tan dificil como otro problema
B si existe una reduccion del problema B al problema A. En otras palabras

(dificultad de A) > (dificultad de B) si B se reduce a A.

Basicamente, el término reduccién se utilizo en el sentido de transformar las instancias de un pro-
blema en instancias de otro. Un problema B reduce al problema A si existe una transformacién R
tal que para toda entrada x del problema B produce una entrada equivalente y de A, tal que y=R(x).
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«

Equivalente aqui significa que, la respuesta para la entrada y de A, “si” o “no’, es una respuesta
correcta para la entrada x de B, esto es, si la respuesta al problema A con la entrada y es la misma
que la del problema B con la entrada x, esto es, x € B si y s6lo si R(x) € A.

Entonces, observemos que para resolver el problema B con la entrada x, habra que construir R(x) y
después resolver el problema A para obtener la respuesta que puede aplicarse a los dos problemas
Ay B, con sus entradas respectivas. Esto es, si tenemos un algoritmo para resolver el problema A
y un algoritmo para construir R(x), la conjuncién de ambas situaciones nos da un algoritmo para
resolver el problema B (véase la figura 18).

Si ademas, R(x) se construye facilmente, se entiende que A es por lo menos tan dificil como B; en
otras palabras, B no puede ser mas dificil de resolver que A.

Para que el concepto de reduccion sea util, debe involucrar la mayor debilidad computacional
posible. Adoptaremos las reducciones de espacio logaritmico como nuestra nocioén de “reduccion

eficiente”. Consideremos las siguientes definiciones.

Algoritmo para B

|
- Algoritmo »“Si” 0 “no”
para 4

»

F1GURA 18. Reducciéon de Ba A
(Fuente: papdimitriou, christos h. (1994), Computational complexity.
Addison wesley longman, united states of america)

Definicién 5.1.1. Decimos que un lenguaje L, es reducible a un lenguaje L, si y solo si existe una
funcién R de cadenas a cadenas computada por una maquina de Turing deter-
minista en espacio O(log n) tal que para toda entrada x se cumple que x € L siy
solo si R(x) € L,. A la funcién R se le llama una reduccion de L a L,.

Definicion 5.1.2. Sea L un lenguaje. Decimos que L estd en la clase de complejidad de espacio
log n (SPACE(log n)) si existe una maquina de Turing con entrada y salida, que
decide L y opera dentro de una cota espacial log n.
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A continuacién se mostraran algunos ejemplos de reducciones.

Ejemplo 5.1
Recordemos que el problema Hamilton path es un problema muy dificil. Mostraremos que Sat es
como minimo tan dificil como Hamilton path, esto es, demostraremos que Hamilton path puede

reducirse a Sat, es decir, Hamilton path o Sat.

Suponga que tenemos un grafo G. Construiremos una expresion booleana R(G), tal que R(G) es
satisfactible si y solo si G tiene un camino hamiltoniano.

Ademas, suponga que G tiene n nodos 1,2,....,n. Entonces, R(G) tendra n* variables booleanas.
Informalmente, la variable x, representard el hecho: “el nodo j es el i-ésimo nodo en el camino
hamiltoniano” Lo cual por supuesto puede ser verdadero o falso y lo podemos ver también como
1 si el nodo j es el i-ésimo en el ciclo hamiltoniano
0 c.o.c.

La expresion booleana R(G) estara en forma normal conjuntiva, asi describiremos sus clausulas.

Las cldusulas detallardn todos los requerimientos de las x, que son suficientes para garantizar que
ellas codifican un camino hamiltoniano verdadero.

Para comenzar, el nodo j debe aparecer en el tour, esto es representado por la clausula
(x,.ijZjv Vxnj)

que dice que j debe aparecer en el ciclo hamiltoniano, esto es, j debe estar en la posicién 1 o en la
2,0enla3,...,0oenlan,ytendremos una clausula como esta para cadaj.

Pero el nodo j no puede aparecer en dos posiciones del camino, la i-ésima, y k-ésima, al mismo
tiempo, lo cual se expresa con la clausula

(= X,V xkj)

que nos dice que j no estd en la posicion i 0 no esta en la posicion k o no esta en ninguna de las dos,

esta clausula se repetira para todos los valores de j, y de i # k.
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Inversamente, algun nodo debe ser el i-ésimo, esto es, en la posicion 1 debe ir el nodo 1 o el nodo Indice
2...0 el nodo n; asi que agregamos la clausula

(x,Vx,V..Vx,)
para cada i, y dos nodos no deberian ser el i-ésimo , esto es
(= X,V x,)
para todo i, y todo j # k.
Finalmente, para cada par (i, j) que no es una arista de G, no debe ocurrir que j siga después de i
en el ciclo hamiltoniano; por lo tanto, las siguientes clausulas se agregan para cada par (i, j) que no

estien Gyparak=1,..,n-1:

)

QEA Xie1j

Esto completa la construccion. La expresion R(G) es la conjuncion de todas estas clausulas.

Aseveramos que R es una reduccién de Hamilton path a Sat. Para probar esta aseveracion estable-
cemos dos puntos:

1. Que para cualquier grafo G, la expresion R(G) tiene una asignacion que satisface el valor de
verdad si y solo si G tiene un camino hamiltoniano;

2. Que R se puede calcular en espacio log n.
Suponga que R(G) tiene una asignacion T que satisface el valor de verdad.
Dado que T satisface todas las clausulas de R(G), debe darse el caso de que, para cada j existe una
unica i tal que T (xl.],) = verdadero, de otro modo, las clausulas de la forma (xlj VX, V..V xnj) y (-

x,;V 7 x,;) no pueden ser todas satisfechas.

Similarmente, las cldusulas (x, Vx_ Vv..vx )y (= X; v x,) garantizan que para cada i
existe una unica j tal que T (xij) = verdadero.

Por consiguiente, T realmente representa una permutacion n (1),...,m (n) de los nodos de
G, donde n(i)=j siysdlosi T (xij) = verdadero.
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Sin embargo, las cldusulas (= x, v ~ x, , ) donde (i,j) no es unaaristade Gy k=1, ..., n - 1, garan-
tizan que, para todo k, (ri(k), m(k+1)) si es una arista de G.

Esto significa que (n(1), p(2), ..., m(n)) es un camino hamiltoniano de G.

Inversamente, suponga que G tiene un camino hamiltoniano (n(1), n(2), ..., n(n)) donde 7 es una
permutacidn.

Entonces, es claro que la asignacion verdadero T(xij)zverdadero sin(i)=j,y T(xij)zfalso sim (i)#],
satisface todas las clausulas de R(G), y se cumple el primer punto de nuestra aseveracion.

Atn tenemos que mostrar que R puede ser computada en un espacio log n. Dado G como una
entrada, una maquina de Turing M da como salida R(G) de la siguiente forma: primero escribe
n, el nimero de nodos de G, en binario y con base en # genera en su cinta de salida, una por una,
las clausulas que no dependen del grafo (los primeros cuatro grupos en la descripcion de R(G)).

Para este fin, M sélo necesita tres contadores i, j, y k, para ayudar a construir los indices de las
variables de las clausulas. Para el tltimo grupo, el inico que depende de G dado que son las aristas
que no estan en G, M de nuevo genera una por una en su cadena de trabajo, todas las clausulas de
la forma

(= X,V xk+1,j)'

Parak =1,...,n - 1, después de que tal clausula se genera, M busca en su entrada si (4,j) es una arista
de Gy si no lo es, entonces da como salida la clausula. Todas estas tareas se computan en espacio
log n (cuya demostraciéon no expondremos con detalle) y asi, se cumple el segundo punto de la
aseveracion. Esto completa nuestra prueba de que el ciclo hamiltoniano puede ser reducido a Sat.

Esta reduccion, tomada de Papadimitriou (1994), es una de las reducciones mas importantes ya
que es una de las mas simples y claras que se pueden encontrar.

Ejemplo 5.2

Considere los dos siguientes problemas de decision:

Problema de Particion: Dados n enteros positivos x ,...,x , sexiste un § C {L,..., n} tal que

Sy

i€s igS

Indice




Apuntes de complejidad computacional

Problema Mochila: Dados ¢+1 enteros positivos a,,...,a, y b, sexiste un SC{1,..., t} tal que D' a=b?
i€eS

Suponemos que Particion « Mochila. Para ver esto, suponga que I= (x,,...,x,) es una instancia

para el problema de Particion. Construyamos la siguiente instancia para el problema Mochila:

Tomemos t=n, a,=2x, para i=1,2,...,t y bzzx,- . Podemos decir que transformamos el problema
i=1

de Particion al problema Mochila. Entonces claramente, la respuesta a la instancia I del problema

de Particion es “si’; si y solo si se tiene una respuesta “si” del problema Mochila. Es claro que esta
transformacién toma un tiempo polinomial.

Ahora, mostraremos que también Mochila o Particién. Sea (al,...,at , b) una instancia del pro-
blema Mochila. Construyamos la siguiente instancia para el problema de Particion: Tomemos
n=t+1, x, = a. parai=1,2,..., n-1, y x =|o—2b|, donde G—Za Claramente esta transformacion
toma tiempo pohnomlal Note que x, se ehge de tal forma que b6 o —b = Zx Por lo tanto, la
respuesta a este problema Mochila es “s1’;, si y sélo si la respuesta al problema "de Particién es “sf”

El ejemplo anterior nos dice, de manera aproximada, que Mochila es un caso especial de Parti-
cion o de forma general, que un problema B es un caso especial de un problema A. A este tipo de
transformaciones se les conoce como reducciones Karp o reducciones muchos a uno (many-one).

Existe otro tipo de reducciones, las reducciones Cook, las cuales establecen que un problema B es
reducible en tiempo polinémico de Turing a A si dada una funcién que resuelve a A en tiempo
polinémico, podria escribirse un programa que llamando a la subrutina anterior resuelva a B en
tiempo polinémico.

Para comprender mejor las reducciones Cook, considere un algoritmo para resolver el problema
B, que en su ejecucion llama a una subrutina que resuelve a A, a lo mas un nimero de veces poli-
nomialmente acotado (figura 19).

Decimos que un problema B reduce en tiempo polinomial a otro problema A si y solo si:

1. hay un algoritmo para B que usa una subrutina para A;

2. cada llamado a la subrutina para A cuenta como un tnico paso, y

3. el algoritmo para B corre en tiempo polinomial.

Si el algoritmo para B es polinomial = B se reduce polinomialmente a A.

La implicacidn practica viene de la siguiente proposicion:
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Indice
Si B se reduce polinomialmente a A y existe un algoritmo de tiempo polinomial para A, entonces
hay un algoritmo de tiempo polinomial para B. La prueba esta basada en el hecho de que la com-
posicion de dos polinomiales es polinomial.

Algoritmo para resolver B

©

Llamaa Sol A4 Cuenta como 1 paso

v

Otrasinstrucciones

v

Llama a SOZ_A Cuenta como 1 paso

v

Llamaa Sol 4 Cuentacomo 1 paso

©

Sol A es una subrutina

@ Otras instrucciones

F1GURA 19. Algoritmo para resolver B cuya subrutina es otro algoritmo para resolver A

Es importante considerar que para poder establecer resultados formales, hay que clasificar las re-
ducciones segtin los recursos computacionales utilizados por sus transformaciones.

Ejemplo 5.3

En este ejemplo se utilizard la version de decision del Problema de Programacion Entera (IP) y se
mostrard que SAT o IP-dec.

Consideremos la formula booleana en CNF:

(X,0X,0X)Y(X,0-X)Y(X,0-X)Y(X,0-X)Y (=X, 0-X 0-X,)
A partir de ella podemos construir un IP equivalente si asignamos 1 a “verdadero’, 0 a “falso” y si
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representamos — X, como (1-X)): Indice

X +X +X 21
X +(1-X)>1
X, +(1-X) >1
X, +(1-X) =1
(1-X) + (1-X) + (1-X)) > 1

Para entender como funciona, considere la segunda cldusula (X, O = X). Esta cldusula es verda-
dera si X es verdadera o X es falsa 0 ambas son verdaderas. Esto es equivalente a requerir que
X,=lo(1-X)) =10 X, + (1-X)) = 2, que es exactamente lo que exige la restriccion correspondiente
X +(1-X)>1.

Para completar la construccion de este IP, elegimos una restriccion, digamos la primera,
X +X,+X, > 1,y la convertimos en una funcién objetivo de maximizacion, entonces tenemos el IP

Maximizar X ; +X 2 +X 5

sujeto a
X +(1-X)>1
X,+(1-X) 21
X, +(1-X) =21
(1-X) + (1-X)) + (1-X)) > 1

X,, X,, X, son binarias

Si en la solucion éptima, X, +X,+X, toma un valor > 1, entonces la formula booleana original es
satisfactible. Por lo tanto, un algoritmo para el SAT es:

1. Construir un BIP-dec equivalente en tiempo polinomial;

«

2. Llamar una vez al algoritmo para BIP-dec y obtenga una respuesta “si” 0 “no”;
3. Regrese la respuesta anterior como respuesta de la instancia de SAT.

Esto significa que SAT« IP-dec. Aqui finaliza el ejemplo.

A continuacion se dan formalmente propiedades importantes de reducciones.
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Proposicion 5.1
i. SiBxAyAxC,entonces Bx C (decimos que la relacién « es transitiva).

ii. SiBx A,y Aestden P, entonces Bestd en P.
ili. SiBy Aestan en P, entonces B A y A o B,y se dice que son equivalentes.

En otras palabras, podemos considerar los siguientes casos bésicos derivados de lo anterior:
> (BsereduceaA)y (A es “facil” ) = B es facil;
> (BsereduceaA)y (Bes “dificil” ) = A es dificil (debido a que si A fuera facil B seria dificil
y eso es una contradiccion);
> (Bsereducea A)y (A es “dificil”) = (no hay conclusion para B, un caso muy comun).

De aqui, podemos justificar el decir que “A es al menos tan dificil como B”:

Si B se reduce polinomialmente a A, entonces es posible implicar que B puede verse como un caso
especial de A (como lo indicamos antes) y en consecuencia, “A es al menos tan dificil como B”.

Por ejemplo, el problema de TSP se reduce a TSP-dec, asi, esta version es al menos tan dificil como
el problema original TSP.

5.2 Problemas completos

Las relaciones transitiva y reflexiva de reducciones, originan un orden de problemas. Dentro de
ese orden de complejidad existen elementos maximales que son de especial interés.

Definicion 5.2.1. Sea C una clase de complejidad computacional y L € C un lenguaje. El lenguaje
L es C-completo si para todo L'€ C aplica que L L.

Dicho en palabras, un lenguaje L es completo en su clase C si cada otro lenguaje e C se
puede reducir a L.

Otra definicién sumamente importante y utilizada es la siguiente:
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Definicion 5.2.2. Un lenguaje L es C-duro (también se dice C-dificil) si se puede reducir cada
lenguaje L€ Ca L, pero no se sabe si es valido que L € C.

Las clases P y NP, asi como otras consideradas como principales, contienen problemas completos

naturales. De hecho, los problemas completos se utilizan para caracterizar una determinada clase
de complejidad.

5.3 NP-completez

Demos ahora la definiciéon de problema NP-completo.

Definicion: Un problema de decision IT se dice que es NP-completo, si IT estd en NP y IT" o< IT para
cada problema IT" en NP.

Consideremos la siguiente proposicion.

Proposicion 5.2
Silloc IT, IT esta en NP y ITes NP-completo, entonces IT" es NP-completo.

Un resultado importante, derivado de lo anterior indica que si pudiéramos demostrar que un pro-
blema NP-completo pertenece a la clase P, la implicacion seria que P = NP.

Un problema NP-completo tiene las siguientes propiedades importantes:

i. Un problema NP-completo no puede resolverse con ningun algoritmo polinomial
conocido (a pesar de los persistentes esfuerzos de investigadores brillantes durante
muchas décadas);

ii. Si existiera un algoritmo polinomial (esto es, eficiente) para cualquier problema NP-
completo, entonces P = NP, y por lo tanto existirian algoritmos polinomiales para todos
los problemas en NP.

La segunda propiedad se deriva de que, si decimos que ITes este problema: todos los problemas
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en NP se transforman polinomialmente a IT y dado que la transformacion polinomial es una caso
especial de reducibilidad polinomial, se aplica el caso 1: (todos los problemas en NP se reducen a
IT) y (ITes “facil”) = todos los problemas en NP son faciles.

Considere el revolucionario resultado que esto implicaria, seria como considerar que todos los
problemas considerados hasta ahora como dificiles podrian resolverse en tiempo polinomial, de
inicio la complejidad computacional no tendria razén de ser.

La clase de problemas NP-completo son los problemas mas dificiles en NP, lo cual significa que, a
menos que P=NP, no existe un algoritmo polinomial para un problema NP-completo. En ese sen-
tido, una tarea importante resulta ser, establecer cudles problemas son completos para cada clase.

En general, probar NP-completez de un lenguaje L por reduccidn, consiste de los siguientes pasos:

Muestre que el lenguaje L esta en NP;

Elija un lenguaje L NP-completo a partir del cual se hara la reduccion, esto es L' o L;
Describa la funcion de reduccidon y argumente que ésta es computable en tiempo polinomial;
Argumente que si una instancia x estd en L, entonces f(x) € L;

AR

Argumente que si f(x) € L, entonces x€ L.
5.3.1 Utilidad de la NP-completez

El significado practico de la nocién de que un problema es NP-completo radica en la creencia ge-
neralizada de que tales problemas son esencialmente intratables desde el punto de vista computa-
cional; esto significa que no son susceptibles al uso de algoritmos de solucion eficientes; y también
que dado que ningun algoritmo resuelve correctamente un problema NP-completo, entonces se
requerird, en el peor de los casos, una cantidad de tiempo exponencial para resolverlo, y por lo
tanto sera impractico para todos los problemas, salvo para instancias muy pequenas.

Entonces, un investigador que enfrenta un problema nuevo de optimizacién combinatoria y no
puede encontrar un algoritmo eficiente para éste, tiene la opcion de tratar de probar que el proble-
ma que combate es NP-completo. Por supuesto, en la mayoria de los casos esto no sera tan excitan-
te como encontrar un algoritmo eficiente. Sin embargo, esta alternativa tiene ventajas definidasy
seguras. Primero, le ahorrard al investigador trabajo en esfuerzos futuros inutiles para resolver este
problema algoritmicamente. Ademas, una vez que se sabe que un problema es NP-completo, uno
esta generalmente dispuesto a establecer metas menos ambiciosas que la de desarrollar un algorit-
mo que siempre encuentre un solucion exacta y cuyos requerimientos en tiempo nunca excedan
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un crecimiento polinomial. De esta forma, podriamos desear tomar una de las aproximaciones
alternativas posibles.

Por esta razon, los problemas NP-completos son el principal objetivo en la busqueda de algorit-
mos eficientes.

Es importante considerar que no todos los problemas NP son dificiles; muchos son sencillos y
pueden resolverse por medio de algoritmos cuyas complejidades temporales son polinomiales.

La nocién de los problemas NP-completos y nuestra sospecha que P # NP sugiere la topografia de
la clase NP mostrada en la figura 20, la cual es una sobre-simplificaciéon del conocimiento actual
en el campo.

4 )

Problemas
NP-completos

Clase NP

Clase P

- J

F1Gura 20. Clases P y NP

En la figura se asume que la complejidad aumenta mientras subimos. Por supuesto, no es para
nada obvio en este punto que los problemas NP-completos existan; pero existen.

El conjunto de problemas NP-completos es muy grande y crece constantemente. Conviene tam-
bién subrayar que la teoria de los problemas NP-completos no sostiene que éstos nunca puedan
resolverse con algoritmos polinomiales; sdlo afirma que todos ellos pueden resolverse en un ni-
mero polinomial de pasos.
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5.4 Algunos problemas NP-completos

5.4.1. Teorema de Cook

El teorema de Cook, debido al cientifico en computacion Stephen Arthur Cook, es de importancia
central para la complejidad computacional, de hecho, es uno de los resultados mas importan-
tes de la teoria de complejidad computacional. El teorema de Cook, desarrollado en 1971, fue la
primera demostracién de que SAT es un problema NP-completo, esto es, cualquier problema en
NP se puede reducir en tiempo polinomial mediante una maquina de Turing deterministica al
problema de determinar si una férmula booleana es satisfactible. Una consecuencia importante
de este teorema es que si existe un algoritmo determinista de tiempo polinomial para resolver
satisfactibilidad Booleana, entonces existe un algoritmo determinista de tiempo polinomial para
resolver todos los problemas en NP. Decisivamente, el mismo razonamiento aplica para cualquier
problema NP-completo.

A la pregunta de si tal algoritmo existe se le llama problema P vs. NP , que es el problema mas
famoso de las ciencias de la computacion, el que pregunta si cada problema de optimizacion cuyas
respuestas pueden verificarse eficientemente como correctas u 6ptimas, se pueden resolver con un
algoritmo eficiente. Dada la abundancia de tales problemas de optimizacién en la vida diaria, una
respuesta positiva a la pregunta P vs. NP, probablemente podria tener profundas consecuencias
practicas y hasta filoséficas.

5.4.2. Los 21 problemas completos de Karp

En 1972, Ricahrd Karp tom¢ la idea del teorema de Cook y extendi6 el conocimiento con su des-
tacado articulo, “Reducibility Among Combinatorial Problems”, en el cual demostr6 que 21 diver-
sos problemas combinatorios y de teoria de grafos, cada uno de ellos particularmente perversos
por su intratabilidad computacional, son NP-completo. Asi, Karp introdujo la metodologia estan-
dar actual para probar que un problema es NP-completo. El resultado de su trabajo puede verse
en la figura 21. Un planteamiento importante de dicho articulo es la muestra de que las diferentes
apariencias de estos problemas son esencialmente, el mismo problema disfrazado.
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F1GURA 21. Los 21 problemas completos de Karp. Obsérvese la direcciéon de reduccion que muestra la
forma de la figura, por ejemplo, se demostré que KNAPSACK es NP-completo mediante la reduccion de
EXACT COVER a KPNAPSACK.

(Fuente: Richard M. Karp (1972). “Reducibility Among Combinatorial Problems”. In R. E. Miller and J. W. Thatcher
(editors). Complexity of Computer Computations. New York: Plenum. pp. 85-103.)
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Apéndice

Busqueda binaria o dicotomica

Cuestiones generales
La busqueda de un elemento dentro de un arreglo (array) es una de las operaciones mas impor-
tantes en el procesamiento de la informacion, y permite la recuperaciéon de datos previamente

almacenados. Todos los algoritmos de busqueda tienen dos finalidades:

i. Determinar si el elemento buscado se encuentra en el conjunto en el que se busca.
ii. Siel elemento esta en el conjunto, hallar la posicion en la que se encuentra.

Como principales algoritmos de busqueda en arreglos tenemos la busqueda secuencial, la binaria
y la busqueda utilizando tablas de hash.

Para utilizar el algoritmo de busqueda binaria, el arreglo debe estar ordenado.

La busqueda binaria consiste en dividir el arreglo por su elemento medio en dos subarreglos mas
pequenos, y comparar el elemento buscado con el del centro.
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Si coinciden, la busqueda se termina. Si el elemento es menor, debe estar (si es que esta en el arre-
glo) en el primer subarreglo, y si es mayor esta en el segundo.

Por ejemplo, para buscar el elemento 3 en el arreglo {1,2,3,4,5,6,7,8,9} se realizarian los siguientes
pasos:

Se toma el elemento central y se divide el arreglo en dos:
{1,2,3,4} - 5-{6,7,8,9}

Como el elemento buscado, 3, es menor que el central, 5, debe estar en el primer subarreglo:
{1)2’3)4}

Se vuelve a dividir el arreglo en dos:
{1}-2-{34

Como el elemento buscado, 3, es mayor que el central, 2, debe estar en el segundo subarre-
glo: {3,4}

Se vuelve a dividir en dos:

{} -3-{4}
Como el elemento buscado coincide con el central, lo hemos encontrado.

Si al final de la busqueda todavia no hemos encontrado al elemento, y el subarreglo a dividir esta
vacio {}, concluimos que el elemento no se encuentra en el arreglo. La implementacion de este
algoritmo serfa:

int desde,hasta,medio,elemento,posicion; // desde y
// hasta indican los limites del arreglo que se estd mirando.
int array|[N];

// Dar valor a elemento.

for (desde=0, hasta=N-1;desde<=hasta;)

{
if (desde==hasta) // si el arreglo sbélo tiene un elemento:
{

if (array[desde]==elemento) // si es la solucidn:
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posicion=desde; // darle el valor.
else // si no es el valor:
posicion=-1; // no estd en el arreglo.
break; // Salir del bucle.
}
medio= (desde+hasta)/2; // Divide el arreglo en dos.
if (array[medio]==elemento) // Si coincide con el central:
{
posicion=medio; // ese es la solucidbn
break; // y sale del bucle.
}
else if (array[medio]>elemento) // si es menor:
hasta=medio-1; // elige el arreglo izquierda.
else // y si es mayor:
desde=medio+1l; // elige el arreglo de la derecha.

En general, este método realiza log (N+1) comparaciones antes de encontrar el elemento, o antes
de descubrir que no esta. Este nimero es muy inferior que el necesario para la busqueda lineal (o
secuencial) para casos grandes.

Busqueda secuencial

Consiste en recorrer y examinar cada uno de los elementos del arreglo hasta encontrar el o los
elementos buscados, o hasta que se han mirado todos los elementos del arreglo.

for (i=3=0;i<N;i++)
if (array[i]==elemento)
{
solucion[j]=1i;
J++;

Este algoritmo se puede optimizar cuando el arreglo esta ordenado, en cuyo caso la condicién de
salida cambiaria a:

for (i=j=0;array[i]l<=elemento;i++)
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o cuando sdlo interesa conocer la primera ocurrencia del elemento en el arreglo:

for (1=0; 1<N; i++)
if (array[i]==elemento)
break;

En este ultimo caso, cuando sdlo interesa la primera posicion, se puede utilizar un centinela, esto
es, dar a la posicion siguiente al tltimo elemento de arreglo el valor del elemento, para estar segu-
ro de que se encuentra el elemento, y no tener que comprobar a cada paso si seguimos buscando
dentro de los limites del arreglo:

array[N]=elemento;
for (i=0;;i++)
if (array[i]==elemento)
break;

Si al acabar el bucle, i vale N es que no se encontraba el elemento. El nimero medio de compara-
ciones que hay que hacer antes de encontrar el elemento buscado es de (N+1)/2.
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