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1 Introduccion

En medicina existe una enfermedad que aqueja a la poblacion, no solo de México
si no mundial. Multiples efectos colaterales son desencadenadas a partir de esta en-
fermedad llamada “estenosis”. En la literatura médica, la estenosis es definida como:
“ Estrechez patologica, congénita o adquirida, de un orificio o conducto orgénico. Se
aplica, en general, a cualquier viscera del organismo, pero habitualmente a arterias,
valvulas cardiacas, via aérea, tubo digestivo, vias biliares y pancreaticas y sistema
urinario.” |1|En la presente tesis se abordara el caso de la estenosis en un capilar
sanguineo. Por lo que se definird como la fisica del problema a todo aquello que es-
té relacionado con las variables, modelado y geometria de la estenosis planteada en
lenguaje matemaético.

Continuando con el analisis de la estenosis como un problema de salud ptublica.
Actualmente la estenosis carotidea es la tercera causa de muerte entre la poblacion,
ademés de la primera causa en incapacidad prolongada severa. [2| La estenosis caroti-
dea es una enfermedad causada cuando existe una acumulacion de placasEl (depositos
de grasa) y estas a su vez bloquean el flujo de sangre.

Hasta este punto se conoce a la estenosis como un problema grave de salud ptublica,

lsustancia pegajosa que se acumula en el interior de las arterias



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

sin embargo, ;cual es la importancia de estudiar este problema de salud? La respuesta
no es tan simple, debido a que, al ser una enfermedad que es la tercera causa de muerte
entre la poblacién primero hay que conocer las complicaciones que conlleva el padecer
una estenosis, ya que, el principal riesgo de muerte que ocurre es debido a un accidente
cerebrovascular de los cuales los sintomas abarcan desde un entumecimiento repentino
en el rostro o en las extremidades, hasta una muerte repentina que se conoce como
“Muerte subita” [3].

Siguiendo el hilo del parrafo anterior. Algunos investigadores han sugerido, en
el estudio de estenosis, que después del punto de separaciéon de la capa limite hay
recirculacion de la sangre [4] haciendo que este fendmeno sea notablemente nocivo en
la salud, esto debido a que se produce un efecto de succiéon que a la larga de los ciclos
cardiacos, puede hacer que se rompa la pared de la arteria por fatiga. Por lo tanto,
la presente tesis es un preambulo para el estudio de este problema que aqueja no solo
a la poblaciéon mexicana, si no a la mundial.

Ahora bien, al ser un problema en capilares sanguineos, que son los responsables
de la oxigenacion de los tejidos, y ademés del intercambio de materiales de oxigenacion
entre ellos. El suponer un aumento de presion local, podria tener un efecto de adicion
para que pueda darse la hipertension, la cual puede causar que la sangre no logre esa
composicion en forma de "spray" |5] que es necesaria para la transferencia del O2 en
los tejidos y por lo tanto una precaria oxigenacion de estos . Por lo que la investigacion
de los fenébmenos de estenosis en el cuerpo humano es de suma importancia, no solo
para comprender la fisica del problema y atacarlo, si no al mismo tiempo poder

desarrollar medicamentos que permitan que la estenosis no ocurra o, en su defecto,



hacer que el cuerpo humano se adapte a ella en dado caso de ya presentar el problema
mediante el uso de medicamentos.

Finalmente, una de las grandes interrogantes que surgen al momento del estudio
de estenosis es su impacto en magnitudes fisicas siendo la presion la que se ve mas
afectada. Sin embargo, para llegar a la determinacion de la variacion de presion de
manera analitica no es una tarea sencilla debido a las principales dificultades que se
tienen para determinar un campo de velocidades del flujo sanguineo, asi como una
aproximacion de las ecuaciones generales de los fluidos que ayuden a determinar |,
de manera fehaciente, la presion en exceso debido a una estenosis. Es por eso que se
analizaréd del fendmeno para poder discriminar variables y abordar este tema desde un
punto de vista que sea mas sencillo de analizar la variaciéon de presion en la estenosis.
Dicho lo anterior y a manera de preludio para la escritura de la presente tesis, la
hipotesis principal de nuestro problema es que la presion, al haber una constriccién
y una reducciéon de area a lo largo del volumen de control, aumente. Por lo que para
demostrar la aseveracion anterior, haremos uso del anélisis integral de las ecuaciones,

a las cuales posteriori haremos mencion como N-S, las ecuaciones de Navier-Stokes.



2 Modelo fisico

La fisica del problema es una parte fundamental para el desarrollo del modelo
matematico, ya que proveé informaciéon sobre las condiciones de frontera y factores
geométricos que son necesarios para llegar a la solucion. Motivo por el cual, se plantea
un sistema de ecuaciones diferenciales con el fin de representar de manera adecuada
la forma geométrica del problema. A priori se sabe que la geometria del sistema es
un “tubo”, en este caso capilar sanguineo, para mayor referencia observe la figura [2.1}

r {O

»

R=Ro{1— et — e [1—sin(Z)|}

Ry

z=0

Figura 2.1: Geometria de la estenosis.



Donde:

= [y: Largo de la estenosis, a posteriori sera una longitud caracteristica para el

analisis dimensional del fenémeno.

= §: Amplitud de la estenosis, definida del 0 al punto maximo de la concavidad

de la misma.

= Ry: Radio del capilar sanguineo.

En la figura se aprecia que, la estenosis esta definida con parametros geométricos
(Ip y 0), los cuales son longitudes caracteristicas de longitud y amplitud respectiva-
mente, mismas que seran de mucho apoyo al problema en la adimensionalizacién de
las ecuaciones. En primera instancia, el tener variable adimensionales ayuda en el
analisis de magnitud que se estara presentando en el presente planteamiento.

Por ultimo cabe resaltar que la la representacion geométrica de la estenosis se
describe a través de una funciéon en términos de las coordenadas radial y longitudinal
del tubo, como se muestra en Middleman [6] al no tener una geometria que asemeje
una estenosis, la figura se tiene que "aproximar” por medio de una funcion, para lo cual
se utilizo la funcion de Middleman [6] y ademas se busco en la literatura funciones que
pudieran llegar a describir una constriccién o estenosis en el capilar sanguineo. Para
lo cual se us6 de apoyo la funcion de un articulo de la "Usha Martin University” |7],
usando como parametro estas 2 funciones y obedeciendo a la geometria del problema
presentado en la figura|2.1|se construyo la funcién que da como resultado la geometria

de la estenosis.



6 CAPITULO 2. MODELO FISICO

Dicho lo anterior, se considera un flujo axisimétrico, es decir, las derivadas con
respecto a 6 son simplificadas a 0 ( % = 0). Lo anterior debido a que la directriz de es-
tudio son las coordenadas radial y axial. Por tal motivo las ecuaciones de conservacion
adoptan la siguiente forma, en coordenadas cilindricas (r, 6, z):

Ecuaciéon de continuidad

Vv =0; + - =0 (2.1)

Ecuacién de momentum

Direccion radial (r):

ou, ou,  u ou,\  Op 0 [10 0%u,
P(at Fur gy T az) "5*45 {;W“rﬂ Tz 22

Componente axial (z):

8uz+ 8uz+ ou, ——@—f— 10 ( Ou, +82uz N (2.3)
p ot Ur or U 0z ) 0z H ror " or 022 Pg= ’

Una vez que se tiene definida la geometria del problema y el marco de referencia,
queda por definir a la estenosis como una funcién. Por lo que se propone la ecuacion
[2.4] como modelo propio realizado con las aportaciones de los articulos anteriormente
citados [6] [7], mismo que puede ser visto en la figura 2.1]

Cabe resaltar que la ecuacion estd propuesta para que haya dependencia de 2
variables, la temporal y la espacial. Motivo por el cual nuestro radio estaré variando

tanto en el tiempo como en el espacio (z).

S

R:Ro{l—e(l—e

IE)) =



Esta ecuacion solo es valida para cierto intervalo de valores, esto es debido a que
la estenosis no esta dada a lo largo de todo el capilar sanguineo si no solo una sec-
cion del mismo, es por este motivo que se definieron con anterioridad los parametros
geométricos que apoyan a esta conjetura d < z < [,.

A continuacion es necesario definir los pardmetros adimensionales, mismos que nos
ayudaran mas adelante para la simplificacion de algunos términos usando analisis de
orden de magnitud. Con esta simplificacion, el problema deberia de ser mas digerible
y facil de entender a posteriori.

Por lo que la ecuacion serd el punto de inicio del planteamiento, ademés de
apoyarse en la ecuacion del radio variable de Middleman [6] para el andlisis integral
de la presion a lo largo de la estenosis. De lo anteriormente dicho,los pardmetros
geométricos estaran definidos por las siguientes variables:

Parametros geométricos, adimensionales:

)
=g (2.6)

Parametros adimensionales, en relaciéon con las variables del marco de referencia:

r

cRy

V)
Il

(2.7)

La ecuacion [2.7] es un parametro el cual serd de ayuda para adimensionalizar la

variable ’r’ en las ecuaciones de momentum.

o (2.8)

¢ e

>~
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Para la velocidad, promedio:

Q
U, = 2.9
0 TR2 (2.9)
Para la velocidad en el eje axial (z):
Uy
[ = == 2.10
0. = 210
Para la velocidad en el eje radial (r):
Uy
[ = or 2.11
= (2.11)

Finalmente, para la presion, la relacion esta definida por:

(2.12)

S«
Il
=l

De las ecuaciones anteriormente definidas se puede comenzar con la adimensionali-
zacion de las ecuaciones de movimiento, por lo que se puede definir a la ecuaciéon de

continuidad de la siguiente manera:

(er) Ou,  19(si,) _ (2.13)

+
AMo) 0C s Os
Gracias a esta ecuacion se puede hacer un anélisis de orden de magnitud, llegando a
la conclusion que el parametro V; esta relacionado a otros parametros adimensionales.
el 0

_ % 2.14
Vo= (2.14)

Siguiendo la misma légica de adimensionalizar las ecuaciones, se procede a hacer

lo mismo con la ecuacion de conservacion de momentum en 7A2.3



e2pRoUy o, Ou, ERJI\ Op 10 [ Ou, €2 (0%,
j ; __ d,19 < 2.1
I (“Taswzag) ()\MUO)6C+585 (Sas>+A2(a<2) (2.15)

Debido a que el procedimiento es demasiado largo, el desarrollo de este mismo se
anexa en el capitulo ” Apéndice” para su posterior consulta.

Como se puede observar en la ecuacion [A.T5] el coeficiente del término convectivo
es un coeficiente entre el largo de la estenosis [y y el ancho de la estenosis (§), por lo
que, se considera que la variacion entre ancho y largo es realmente muy pequena lo
cual significa que el largo de la estenosis es més grande en relaciéon a su grosor.

Dicho lo anterior y continuando con el analisis adimensional de la ecuacion de

conservacion de momentum en el eje radial se puede escribir de la siguiente manera.

€2pU0R0 87J7« EMT )\R()H 8]5 10 62 82@@
i L) — L < 2.1
e (G e ) = G ) o o]+ () 5 e

En consiguiente, usando la simplificacién propuesta en la ecuacion 1-2.5 del libro
Middleman [6]. Se reduce la ecuacion [2.16 usando un parametro de presion caracte-

ristico a lo largo de un tubo, suponiendo flujo de Poiseuille.

e2pRyU, o) ou, ERJI\ Op 10 [ Ou,
i i | = — R 2.1
HA (UT 0s T o¢ ) ( AUy ) o¢ * s 0s (S 0s ) (2.17)

En el lado izquierdo de la ecuaciéon aparece el nimero de Reynolds, recordando

. Por el anterior motivo, en la ecuacion

que su definicion es la siguiente: Re = @

2.17 se puede sustituir el coeficiente del primer término por el ntimero de Reynolds.
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Ahora bien, de lo anterior se concluye que del lado izquierdo existen 2 escenarios

posibles:

1. El namero de Reynolds es del orden de la unidad o menor, aqui comienza la

suposicion de "Creeping flow” o flujo reptante.

2. Debido a las consideraciones usadas en la adimensionalizaciéon de la ecuacién

de continuidad y considerando que el coeficiente { es muy pequetio, se puede

concluir que el lado izquierdo de la ecuacion [2.17] desaparece.

Por lo que la ecuacion se puede reescribir de la siguiente manera:

2RIl [ Op 10 o,
=, (a_c) s ( s ) (218

En la ecuacion [2.18| se puede observar un caso similar al que se observo en la

ecuacion de continuidad, por lo que usando el mismo argumento donde el coeficiente
del primer término es unitario, se llega a una conclusion sobre la variable II, por lo

que se puede definir de la siguiente manera:

)\,UUO
H pumy
€2R0

(2.19)

Siguiendo la misma logica donde el coeficiente del primer término es la unidad, se

puede reescribir la ecuacion de la siguiente manera:

oy 10 [ ou.
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Con lo anteriormente mencionado se puede concluir la parte del analisis de la
ecuacion de conservacion de momentum en el eje z adimensional. Sin embargo, queda
pendiente el anélisis de la ecuaciéon de conservacion de momentum en el eje radial.
Mismo que se haré a continuacién.

La forma de la ecuaciéon de conservacion de momentum radial esta definida de la

siguiente manera:

, 3 5 y 2 925
e2pU, Ry ( ity | aur> o (AR0H> 9 9 [13 Il g

LA Y05 S oC uwly ) Os ds |'s 83(8%)] + A2 oC?

Como se puede observar en la ecuacion del apéndice, el término de difusion

£

se termina simplificando a 0 debido a que la relacién

es muy pequena.
Por lo que, nuevamente se pueden analizar 2 casos donde el Reynolds es la clave

para la simplificacion de la ecuaciéon, haciendo 2 casos de analisis:
1. El Reynolds es alto
2. El Reynolds es bajo

Debido a que para el intercambio de materiales para la debida oxigenacion de
los tejidos la velocidad que se debe de mantener en el capilar sanguineo debe ser
baja [5] se analizaré el caso donde el Reynolds es bajo. Por lo que el coeficiente del
lado izquierdo se hace muy pequeno y en consiguiente se puede reducir a 0 el lado
izquierdo de la ecuacion lo cual simplifica permite reescribir la ecuacion de

la siguiente manera:

AR (9p 210, .
0= o <@s) + 5 [sas (sur)] (2.22)
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Recordemos que el término difusivo se simplifico debido a la relacion (£)* Si re-
tomamos la definicion de la variable II en la ecuacion se puede sustituir esta
variable adimensional relacionada a la presion y a un nimero de Reynolds bajo, esta
misma variable se puede sustituir en la ecuacion [2.22 por lo que ahora la expresion

se puede simplificar atin mas para su analisis.

Ol S S

En la ecuacion 2.23] se observa nuevamente la relacién {, por lo que se puede,
simplificar y el analisis se vuelve mas sencillo, ya que, el inico término que no des-
aparece es el término relacionado a la presion con respecto a su direcciéon, por lo que,

la presion es independiente de la posicion en direccion radial.



3 Meétodo de solucion

Ahora bien, una vez definida la fisica del problema y conociendo que el objetivo de
la presente tesis es conocer la diferencia de presion cuando se presenta una estenosis
se tiene que hacer uso de una solucién conocida como "Teoria de lubricacién”. La cual
es usada cuando la presiéon de un problema es desconocida.

Dicho lo anterior como contexto, el método que se usara para la soluciéon ntimerica
de dichas ecuaciones es la aproximacion de "Von Karman y Pholhausen” [§]. Dicha
técnica propone una variable de similaridad, la cual esté relacionada directamente
con el campo de velocidades y depende de la coordenada a analizar (en este caso, la
coordenada radial).

El capitulo anterior donde se defini6 la fisica del problema se hablaba de un ana-
lisis de orden de magnitud, esto con el fin de simplificar, en la medida de lo posible,
las variables que no son de importancia para el presente analisis. Por lo que para
trabajar con el método de "Von Karman y Pholhausen” se usaran las ecuaciones de
continuidad y conservacion de forma diferencial. Respetando la simplificaciéon geomé-
trica desarrollada en la ecuacion [2.21] la ecuacion [2.3] se puede integrar desde el inicio

de la estenosis hasta el final, con el fin de obtener el exceso de presion.

13



14 CAPITULO 3. METODO DE SOLUCION

Por lo que de la ecuaciéon se puede integrar término a término desde 0 hasta
donde termina la estenosis, por lo que la funcion estaria definida de la siguiente

manera, recordando que estamos en coordenadas cilindricas:

R(z) 1 [BG)
/ T(u,,%)dr = / ruldr (3.1)
0 or 0

El segundo término de la ecuaciéon de conservacion de momentum:

B 1d [fe)
/(Tuz%)dr =37 i ruldr (3.2)

Finalmente, el término del lado derecho de la ecuacion

Rdp ou
pdz / ruldr = ——— —|— ,uR(E)R(Z) (3.3)

En la ecuacion notese que la presiéon es resultado de una derivada total, esto
es debido a que como se esta integrando a lo largo del eje radial y los limites de
integracion son a lo largo de ese eje, la derivada se vuelve una derivada total.

Por lo que para continuar el método de "Von Karman y Pholhausen” es menester
el uso de un campo de velocidades que contemple una variable de similaridad, es
decir, una variable que dependa de la coordenada a analizar y que en este caso sera
la coordenada radial, siempre guardando una proporciéon entre el maximo tamano y

el minimo. Por lo que se define el campo de velocidades de la siguiente manera:

£ =1 b 34 dnt A4
002) +an+bn*+cn’ +dn (3.4)

Donde:
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Y U(z) es la velocidad a lo largo del centro de la linea de flujo. Lo anteriormente
descrito se acomoda para que para cada componente de velocidad a lo largo del eje
axial, esté siempre dividida entre una velocidad caracteristica, la cual es U(z) misma
que describe la velocidad méaxima en un flujo de Poiseuille.

Ahora que se ha definido el campo de velocidades, se necesitan condiciones de
frontera para poder aplicar el método numérico a la ecuacién, como esté método
es muy extenso se describird en el anexo en la seccion "Método de solucién". Por
consiguiente se llega a la solucion de los coeficientes que anteceden a las letras griegas
7.

Por lo anterior, se se deben cumplir los siguientes criterios de condiciones de

frontera
1. Condicién de no deslizamiento
2. Condiciéon de simetria
3. El perfil de velocidades en el centro de la linea de flujo es un flujo de Poiseuille

4. Se cumple la ecuacion de conservacion de momentum axial a lo largo de la

frontera, pared del capilar sanguineo

Desarrollando la primera condicién, de no deslizamiento, donde la velocidad a lo

largo de la pared de la estenosis es 0:

0=1+an+bn?+cn® + dn' (3.6)
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Segunda condicion

ou, OUZ@

or on oOr
w1
Or R (3.7)
u, =U(z) (L4 an+bn* + cn® + dn*)

CZ; = U (a+ 2by + 3c>y + 4dn?)

Como la condicién de simetria se da a lo largo del eje ““z” ", se debe de evaluar en
n = 0, por lo que se hace evidente que a = 0.

Tercera condicidn:

9%u,
or? R2(z)

U(z) =u, (r=0)

APR? 7\ 2
YT L {1_ (Tz) ]
2
_APR (3.8)
4l

o _ AP (o
or  4pulL R?

2 2
0%u, 2AP <R ) _ _2U(z)

orr — “4uLl \ R? R?
Pu, _2U(z)
orz R?

Se observa que la igualdad del flujo de Poiseuille esté alineada con la suposicion en el

centro de la geometria, se puede continuar ahora llevando esa igualdad a la ecuacion



[3.4] sabiendo que a=0, por lo que:

u
z :1 b2 3 d4
U(z) +on® +cn’ +an

0%u, 2 ou,
orz  or \ or

1 0%u,
- - _9
R o U(z)

Por otra parte, en el perfil:

u, = U(z) [1+bn® + en® + dn']

o U(z) [2bn + 3en® 4 4dn3]

52 = U(2) [2b+ 6cn + 12dn°]
(5at) = v

Sb=-1

—2U(z)

0 (Ou;\ 1 9 (Ou,
or \ Onx  R20n \ Or

(3.10)

Por lo que si sustituimos los valores de los coeficientes a y b, en la ecuacion [3.6] se
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obtiene la ecuacion: ¢ = —d. Por lo que la ultima condicion, se sustituye y se obtiene:

r
—r=Ryn=1
R

Of_@ : 12 Ou,
 dz R:h'urﬁr T(()T

u, =U(2) [L=n*+c(n’ —n*)]

’[7:

Ou 1 0u,
OR  ROR
S Ol
R) O 0 R
“8( )
d R?0n

3.11
0 _@ H g 8uz ( )
dz nR?0n 677
ou,
o U(z) [—277—1—0(3772 4773)]
ou,

dp 2
——+ = |4 -1
0=—="+ 55 [~4+c(9m—167°)]
dp | pU(2)

2
0:—®+4;<I> R* dp
7 nU(2) dz
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Donde @ es un es un gradiente adimensional de presion, resultado de la ultima
condicién de frontera.
_ R?dp

Notese que en la ecuacion [3.12 es muy notoria la dependencia del perfil de velocidades
a la cordenada radial. Esto permitira en el futuro poder tener una dependencia no
solo con variables de similitud si no con la forma geométrica del problema planteado,
es decir de R(z) propuesto.

Por consiguiente, para poder simplificar el analisis es necesario el uso de la ecua-
cion de continuidad en forma integral, lo anterior para simplificar U(z), la cual es la

velocidad en el centro del perfil de velocidades.

(2)
Q= /OR 2mru, (r)dr (3.13)

Por lo que si se sustituye en la ecuacion [3.4, ademéas de considerar la ecuacion de
continuidad del componente axial y se sustituye la ecuacion |3.4] en ademas de la
ecuacion [3.13] esto con el fin de llegar a una ecuacién donde el gradiente de presion
quede explicito, sin embargo, el término no lineal, del lado izquierdo de la ecuacion
[3.3] impide obtener una solucion anélitica al problema planteado, por lo que se debe
usar otro método para poder llegar a una soluciéon numérica lo cual se puede lograr

aproximando el comportamiento del fluido a un flujo de Poiseuille.

u, = 20(1 —n?) (3.14)
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Ademas de la definicion de gasto volumétrico a través de esa region:
Q = nRU (3.15)

Por lo que al final se obtiene la ecuacion con el gradiente de presion explicito, obt-
niendose la forma:
dp  5432pQ* dR  8uQ

Sl e M R e 3.16
dz 1575m2R° dz  wR* ( )

La ecuaciéon anterior nos ayuda para poder llegar a una forma en la que el perfil de
velocidades dependa del radio propuesto en la ecuacion 2.4 ademéas de las variables
de similaridad, lo anterior como causa para un analisis més simplificado a posteriori.

Para el analisis posterior, se cambiara la definicion de Reynolds por la més usada

en flujo en tuberias.
pUs Ry
1

Reo =

(3.17)

Pérdida de presién a lo largo de la estenosis

El objetivo de la presente tesis es determinar si el exceso de presion causado por
una constriccion, en este caso de estudio una estenosis, es perjudicial para la salud
humana. Ademés de medir numéricamente si esta presion es demasiada alta o pequena
en funcion de una presion humana normal (80 diastole /120 sistole mmHg) [9).

Por lo anterior se debe recordar que si no se tuviera la constriccion/estenosis este
seria un caso en el que se pudiera usar el flujo de Pouiseulle para resolver analitica-
mente la caida de presion en el ducto/arteria. Por lo que para lograr determinar el

exceso de presion en la constriccion se puede apoyar en la suposicion que el flujo sigue
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la ley de Poiseuille en cada punto a través del eje axial.

(22— 21) (3.18)

Por lo que ahora para determinar el exceso de presion se hara uso de la expresion
de la presiéon total, ecuacion |3.16] y la presion debido a la ley de Poiseuille, ecuaciéon

0. 18

dP dP dP
- (E)exceso - _(E)Total - (_E)Poiseuille (319)

Por lo anterior, se puede escribir de la siguiente manera:

= dp 8ul)
Apex = /Z1 —Edz — W_Ré(22 — 2'1) (320)

Si se sustituye la ecuacion [3.18 y [3.16] en [3.20] se obtiene la siguiente expresion, la

cual esté referenciada al marco de referencia axial.

5432pQ) [ AR 2 8u@ 8@
AP, = 22707 [ p5) 2y S g — - 21
= 157572 J, (/R o=+ / Ay LG ) (3:21)

1

Ahora bien, hasta este punto, hemos considerado R como una variable mas, sin em-
bargo no hemos sustituido su valor en las ecuaciones que se han planteado a lo largo
del presente planteamiento, por lo que si sustituimos la ecuacion [2.4] en [3.21], notamos
que para que el andlisis sea mas sencillo, es necesario adimensionalizar la integral y
dejar todo en términos de variables no dimensionales para simplificar, a posteriori,
los limites superiores e inferiores de la integral.

Por lo que, adimencionalizado la ecuacion y realizando las simplificaciones alge-

braicas, resulta en la expresion:

TR3P., 679 2 R.. R /R Ry, 2. zm—2
= — R d —)d(—=) — 3.22
e e T MV RRLY R MG RS R e e
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La ecuacion anterior y apoyandose en la fisica del problema, figura2.1] Se observa que
el marco de referencia fue escogido de esa manera para que la funciéon sea simétrica
con respecto al eje radial.

De lo anterior se puede concluir que lo que pasa del lado izquierdo, también ocurre

del lado derecho.

Z3

w |

R =Ry {1 —e(l—e™) [1 —sin (%)]}

Figura 3.1: Simetria de la estenosis

Si se toma en cuenta que la estenosis es simétrica, la expresion [3.22) se puede

simplificar atin mas.

22

TRyP., 679 , i 1
ST R /ZI e n s sm@0))
Yo (3.23)

Ro 1

LA+ Sm(”m/z e = sin(0)

‘0

)]

La expresion anterior es resultado de la simplificaciéon por simetria con base en la

figura[3.1} Sin embargo, atn se debe tomar en cuenta la adimensionalizacion realizada

NS
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en la ecuacion 2.15 y 2.16] En conclusion y tomando en consideracion las adimensio-
nalizaciones mencionadas, la expresion puede atin simplificarse atiin mas. Por lo que

si se cambian los limites de integracion por la adimensionalizacion propuesta:

| <1 = /\%0 CI :—%

= (2 = 37 -"42:%

Por lo que si se sustituye la ecuacion [3] en [3.22) se obtiene una expresion mucho mas
simplificada, la cual es un apoyo para la evaluacion de la integral y por consiguiente
la evaluacion de la presion en exceso entre el inicio de la estenosis y el final. Con base
en este analisis también se puede obtener el punto de separacion, el cual se analizara
mas adelante en la presente tesis.

Finalmente, la expresion toma la forma:

[N

TRiP., _ 679 | . 5
8uQ 3150 1+ SZR(WT)]/ (1 el —e [+ sz’n(w(’)]) dc...

=

! 1 (3.24)
A sin0) [ G e s

1
2

)]

Punto de separacion y perfil de velocidades en la estenosis

En la ecuacion [3.24] se llego a la expresion a resolver, por métodos numéricos, del
exceso de presion, sin embargo, aun se puede continuar este caso de estudio a fin
de averiguar los puntos de separacion de la capa limite de la sangre en relaciéon con
la estenosis. Para lo cual nos apoyaremos en la premisa que en donde el punto de
separacion ocurre, el esfuerzo cortante es 0, es decir, no hay esfuerzos en la pared y

en este caso, en la arteria.
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Para lo cual, se llega a la conclusion:

ou,

(Tr2)r=r = —( r

Jr=r =0 (3.25)

Por otro lado si se toma la ecuacion 1-4.31 de la referencia principal de esta tesis [6]
se puede utilizar para llegar a la expresion del perfil de velocidades en la estenosis y
se adecua el modelo mateméatico para ser usado en la presente tesis:

Reo _ dR .
TR(() 1d—< = 20.45 (3.26)

Por lo que si se opera la expresion anterior y se considera la regla de la cadena para
poder llegar a los valores que la expresion anterior considera:

R L dR.,
a2~ RO =0 (3.27)

En consecuencia, si se sustituye la ecuacion 2.4 en la ecuacion [3.27] se obtiene la

ecuacion a resolver para el punto de separacion del fluido.
0=sin(n¢) —e(1l —e M)sin(n() +e(1 —e T) (3.28)

Por otro lado, si se sustituye la ecuacion [3.5] con los valores de frontera propuestos, es

decir donde la estenosis termina y donde la estenosis alcanza el valor de valle (n = 3

y n = 0), en la ecuacion se puede obtener el perfil de velocidades de la estenosis.

Por lo tanto, haciendo el algebra correspondiente, se obtiene la siguiente ecuacion:
Para n = %:

= ;[1 — (1= eV {1 — sin(x0)}]2 (3.29)

Paran =20

uw* =2[1 —€(1 —e {1 —sin(m¢)}] 2 + Reo[l — (1 — e ){1 — sin(x()}] ™ (3.30)
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En la ecuacion y podemos observar una peculiaridad del modelo que se esta
analizando. La velocidad del fluido, en este caso de estudio sangre, depende de las
condiciones geométricas, es decir, si la concavidad de la estenosis es casi similar al

largo del radio propuesto, el perfil de velocidades alcanza su punto maximo.



4 Simulacion

En la secciéon anterior se observo que se llegd a las ecuaciones a resolver para
poder observar resultados niimericos tangibles. Sin embargo para poder plasmar los
resultados, es neceario el uso de softwares que resuelvan numéricamente la ecuacion
planteada.

Como primera instancia, el modelo numérico de la presiéon en exceso se debe
resolver por el método "Simpson 3/8”. Por lo que se hace uso del software "Matlab’
para la programacion del codigo el cual permitira obtener una grafica en la cual se
podra observar el comportamiento de la presion en exceso, ecuacion [3.24]

Por otro lado, con el fin de simular condiciones reales de una estenosis, se toman
los siguientes datos publicados en una revista médica |10], por lo que para efectos de

la simulacién se toman en cuenta los siguientes parametros numéricos:

= 7 = 0.1, la cual se variara hasta llegar al 1, ya que, en el 1 ya no se observaran

variaciones por haber alcanzado el estado estacionario.

» ¢ = (.1. Este valor es de suma importancia, ya que, es una variable que contiene
informacion geométrica de la estenosis, al ser la hipotesis que el exceso de presion

varia en funcion de las condiciones geométricas, es menester variar este valor

26
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para conocer su impacto en el exceso de presion.

= A = 10, es importante recalcar que por la relacion que guarda € con A, este
factor se debe de variar con cuidado, siempre teniendo en cuenta que A debe ser
mayor a € en un factor de aproximadamente 10, de lo contrario, el modelo no

seria valido.

Ry = 52107 %[m), radio promedio de un capilar sanguineo.

p = 1066[£%], densidad de la sangre, dato extraido de la misma revista médica.

= 3.52107%[£2], dato extraido de la misma revista médica.

Veapitar = 0.00033[%], dato extraido de la misma revista médica.

Con los datos anteriores, se arma el cédigo de Matlab, el cual contempla que el valor

que va a variar es T.

1 r=0.9; $E£s la tau

2 1=20; %Es lambda

3 g=0.7; %Es epsilon en nuestro problema
4 t=g* (l-exp(-r)); %Es el tiempo

5 RO=5x10"-6;

6 v=0.00033;

7 d=1066;

8 m=3.5x10"-3;

9 Re= (Vx2xR0*d) /m;

10 f=Q(x)-(679/3150) *Rex (1-g* (1-exp (-r)) * (l-sen (pi*x)))."=5




28 CAPITULO 4. SIMULACION

11 +1x ((l-g*x(l-exp(-r))*(l-sen(pixx)))."—4-1);

12 a=-1/2;

13 b=1/2;

14 k=100;

15 n=3xk;

16 h=(b-a) /n;

17 A=0;

18 for i=1:k

19 A=A+ (3xh/8) * (f (a) +3*f (a+h) +3+f (a+2+h) +3*f (a+3xh)) ;
20 a=a+3+*h;

21 end

22 fprintf ('E1l valor de la integral es: %f %n',A);

Con los datos anteriores se puede obtener un niimero de Reynolds. Es importante
recalcar que para la solucién de la ecuacién de exceso de presion, es importante

conocer este nimero, ya que, la ecuacion esta en funcion del Reynolds.

R 2vPRo 2[(0.00033[2])(1066[2%]) (5 x 1075[m])]

. 35 10 =0.0010[1]  (4.1)

De la ecuaciéon anterior se puede concluir que el fluido tiene un comportamiento de
flujo de Stokes o ’'creeping flow’, por lo que las fuerzas inerciales son mas pequenas
que las fuerzas viscosas y que las fuerzas debido a la presion. Esto cobra sentido, ya
que, en los capilares sanguineos la velocidad debe ser baja para que el oxigeno sea
residenciado hacia los tejidos, esto es importante debido a que para las personas que
sufren hipertension este procedimiento se ve interrumpido y los medicamentos que
les son suministrados solo enganan al cuerpo para que este proceso se siga llevando a

cabo. Sin embargo, en una persona sana, la sangre al momento de entrar en un capilar
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sanguineo sufre un efecto de ’spray’, este efecto le permite al oxigeno penetrar en el
tejido, oxigenandolo de manera adecuada. Por otro lado, en personas que sufren de
hipertension esta transformacion no puede ser llevada de manera adecuada y por eso
es necesario la administraciéon de medicamentos que inhiban la capacidad del cuerpo
de detectar que este proceso no se esté llevando a cabo de manera adecuada.

Regresando al planteamiento del problema, se tiene una limitante. Dicha limita-
cion recae en la premisa del creeping flow per se, es decir, cuando el Reynolds es
mayor a 1, la ecuacion [3.24] ya no tiene una convergencia numérica y el modelo diver-
ge. Por consiguiente la siguiente limitacion fisica seria la relacion entre las variables
geométricas (ecuacion ya que, € tiene que ser mas grande que A, ya que, al no
cumplirse esto, nuevamente el modelo tendra una divergencia ntimerica.

Por lo anterior,la simulacién numérica estara centrada en probar la relacion de
la concavidad de la estenosis con un aumento de presion en exceso en el capilar
sanguineo, siempre respetando la relacion e-\, ademas de tomar en consideraciéon el
flujo de Stokes o creeping flow. Por lo tanto, el primer valor que se variara sera la
condicion geométrica e. Esto se hara de un valor de 0.1 a 1 para observar el efecto de

la presién en exceso contra e. Para las siguientes graficas se considera A = 10
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Figura 4.1: Variacion de 7 de 0 al estado estacionario, € = 0.1

Como se puede observar en la Figura [4.1] la grafica muestra que a lo largo de la

estenosis, al momento de llegar a la mitad, es decir, nuestro 0 en el marco de referencia
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la presion que se alcanza es la maxima y cuando la estenosis esta llegando a su fin
la presion en exceso converge en (. Lo anterior habla de un comportamiento donde
el exceso de presion crece hasta ser maximo a la mitad de la estenosis y conforme
se va llegando al final de la misma el exceso de presion es 0, es decir. La presion en
el capilar sanguineo regresa a un flujo de Poiseuille, donde el gradiente de presion
obedece, nuevamente a la Ley de Poiseuille

A continuacién se continuara variando la condicién geomeétrica € con el fin de
aceptar o rechazar la hipétesis planteada con anterioridad, si el exceso de presiéon

depende de estas condiciones o no lo hace.
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Figura 4.6: Variacion de 7 de 0 al estado estacionario, € = 0.6
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Figura 4.10: Variacién de 7 de 0 al estado estacionario, € = 1

Con base en las graficas [f.1] a [1.10] se observa que el modelo comienza a divergir

conforme se aumenta €, esto tiene sentido al introducir la premisa anterior, mientras
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més grande sea €, A también deberia de crecer, debido a la condicionante de la relacion
€ - \. Por lo anterior también se puede deducir que el parametro geométrico € influye
mucho en el exceso de presion en la region estendtica, sin embargo, al ser un modelo
adimensional estos valores no deben tomarse como valores reales de presion en exceso.
Un ejemplo seria que no se puede concluir que para un € = 0.6 la presion en exceso es
3000 [mmHg]|, esto debido a que debemos de dimensionalizar nuevamente la ecuacion
para poder dar una conclusion, numérica, de lo que esta pasando con el exceso de
presion.

Es por eso que se requiere regresar a la ecuacion con dimensiones para poder
determinar la magnitud del impacto de la presién en el caso de una estenosis, es
decir, determinar el impacto que tendria P., en la ecuacién [3.24] Por lo anterior
se despeja P.x y se toma el cdédigo de matlab para poder calcular para cada valor

geométrico y temporal el valor de la presion en exceso.

_ SuQR,

P,=—- 4.2
7TR8 (4.2)

Donde:
s R.: Resultado de la simulacién numérica.

Por otro lado, al tener ), se puede utilizar su definicion, per se, con los datos
obtenidos en la revista médica [10] por lo que se puede calcular el gasto volumétrico

en el capilar sanguineo.
Q = (ﬂ—) (Rg) (Ucapilm“) (43)

Donde:
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" Ueapilar: Velocidad promedio del fluido en los capilares sanguineos, tomada de la

misma revista médica de consulta [10]

Por lo que para cada valor de €, A y t se tendra un valor tinico de Presion en
exceso. A continuacion las tablas de tiempo vs Presion en exceso en funcion de la

concavidad de la curva, la cual esta implicita en la soluciéon numérica.

7 | Py [mmHg|
0 0
0.1 0.007
0.2 0.013
0.3 0.020
0.4 0.026
0.5 0.032
0.6 0.037
0.7 0.043
0.8 0.048
0.9 0.052
1 0.057

Tabla 4.1: P,, para e =0.1
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En la Figura se observa que la presion tiene un crecimiento que tiende a ser
lineal, cabe resaltar que estos datos ya son totalmente dimensionales, por lo que los
valores que se observan tienen unidades de mmHg, se elige esta unidad debido a que
la presion sanguinea se mide en mmHg.

Por otro lado, la presion en exceso no es lo suficientemente alta para ser de im-
portancia médica, ya que la magnitud de la misma es <1, el comportamiento de la
grafica de presion en exceso vs tiempo tiende a seguir un comportamiento lineal. Lo
cual nos habla de un impacto minimo debido a la geometria del problema.

En consiguiente, para modificar la geometria es necesario variar el parametro € y

A con el fin de saber el impacto, en magnitud, de la presién en exceso en el capilar

sanguineo.

7 | Py [mmHg]
0 0
0.1 0.050
0.2 0.122
0.3 0.230
0.4 0.395
0.5 0.652
0.6 1.066
0.7 1.754
0.8 2.941
0.9 5.077
1 9.129

Tabla 4.2: P., para ¢ = 0.6
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Como se observa en la Figura esta adopta un comportamiento esperado de-
bido al tipo de funcién que es, al ser esta una grafica que contempla magnitudes, la
conducta de la misma obedece a la ecuacion [3.24] es decir, un modelo exponencial.

A continuacion se muestra la evoluciéon de la estenosis variando el parametro de

elongacion en la solucion numeérica.

7 | Pep [mmHg]
0 0
01| 0014
0.2 0.029
0.3 0.044
0.4 0.060
0.5 0.076
0.6 0.092
0.7 0.109
08| 0.125
0.9 0.141
1 0.157

Tabla 4.3: P., para e = 0.2
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7 | Py [mmHg]
0 0
0.1] 0.022
02| 0.047
03] 0075
04 0.106
05| 0.140
06| 0177
07| 0217
08| 0.261
09| 0.307
1 0.356

CAPITULO 4. SIMULACION

Tabla 4.4: P, para e = 0.3

7 | Py [mmHg]
0 0
0.1 0.031
0.2 0.068
0.3 0.114
0.4 0.169
0.5 0.236
0.6 0.317
0.7 0413
0.8 0.528
0.9 0.663
1 0.822

Tabla 4.5: P, para e = 0.4
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7 | Py [mmHg]
0 0
0.1] 0.040
02| 0.093
03] 0.164
04 0.259
05|  0.389
06|  0.566
0.7]  0.809
08| 1.143
09| 1.604
1 2.243

CAPITULO 4. SIMULACION

Tabla 4.6: P, para e = 0.5
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7 | Py [mmHg]

0 0
0.1] 0.050
02| 0122
03] 0.230
04 0395
05|  0.652
06| 1.066
07| 1.754
08| 2.941
09| 5.077

1 9.129

CAPITULO 4. SIMULACION

Tabla 4.7: P, para e = 0.6
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7 | Py [mmHg]

0 0
0.1] 0.061
02| 0.158
03] 0.320
04 0607
0.5 1.144
06| 2234
07|  4.669
08| 10.889
09| 30.173

1 | 112.036

CAPITULO 4. SIMULACION

Tabla 4.8: P, para e =0.7
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Como se observa en grafica[f.17y tabla[d.7] Cuando ¢ = 0.7 la presion comienza a
ser muy alta, es decir, para cuando el tiempo llega al estado totalmente desarrollado,
la presion es lo suficientemente alta como para ser sumamente letal para el cuerpo
humano. Por lo que el seguir incrementando la concavidad de la curva, ya no tendria
mucho sentido debido a que, al momento de estar disminuyendo el area del capilar
sanguineo el Reynolds también aumenta por lo que la aseveraciéon de Creeping flow
se pierde, es por eso que el modelo matematico propuesto para este fenémeno solo es

valido para Reynolds bajos, antes de que este comience a divergir.

4.0.1. Punto de separacion

En la secciéon anterior se obtuvo la presion en exceso usando el modelo numérico
propuesto, esto es importante debido a que se logré apoyar la premisa sobre la conca-
vidad de la curva (a mayor concavidad de la curva, el gradiente de presion es mayor).
Ahora bien un dato que también es relevante en el anélisis de fluidos es el punto de
separacion o la separacion de la capa limite.

Para poder plasmar analiticamente lo anteriormente mencionado, es necesario

apegarnos a la definicién de capa limite.

ou,

La ecuacion anterior se desarrolla a partir de la premisa que en el punto donde la

sangre comienza a separarse, por lo que, el cortante en la pared donde r toma el valor
de R, es decir en la pared, el cortante debe ser igual a 0.

El desarrollo del algebra se lo dejamos en consulta en el apendice de la presente
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tesis. Sin embargo cabe resaltar que para el calculo del punto de separacion se usa la
ecuacion [3.4) ya que, este campo debe ser derivado con respecto a la direccion radial
y ser evaluado donde r=R , ademés de igualar a 0 para que se pueda obtener una

ecuacion que permita el calculo de dicho punto.

RO (%) 0 (45)

Finalmente desarrollando el &lgebra con base en la expresiéon anterior se obtiene la

ecuacion a resolver con el fin de obtener el punto de separaciéon del fluido.
sen(m¢) —e(l—e ) sen(m()+e(l—e ) =0 (4.6)

De la ecuaciéon 4.6| se pueden asignar valores geométricos asi como los valores a la
variable adimensional ¢ con el fin de conocer el valor del punto de separaciéon para
cada valor de e. Cabe resaltar que para este ejercicio debe realizarse para cada paso
de tiempo desde 0 hasta 1 donde el fluido esté totalmente desarrollado.

La ecuacion anterior se debe resolver y buscar los valores de ¢ que la hacen 0. Por
lo que se utiliza la herramienta de Matlab para programar un solucionador que nos
permita conocer los valores anteriormente mencionados.

De la premisa anterior se resalta que al ser una funcion ciclica (sen) esta puede
tener muchas soluciones a lo largo del eje radial, por lo que se discriminaran los resul-
tados que se encuentren fuera del rango de la estenosis, recordando que la estenosis
ocupa el intervalo (( = —5,( = %) Finalmente obteniendo los valores del solucio-
nador de ecuaciones, estos deben de evaluarse en la funciéon original para el radio,

ecuacion 2241
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T ¢

0 0

0.1 | -0.0031
0.2 | -0.0059
0.3 | -0.0085
0.4 | -0.0109
0.5 | -0.013
0.6 | -0.015
0.7 | -0.0169
0.8 | -0.0186
0.9 | -0.0201
1 [-0.0215

Tabla 4.9: ( para ¢ = 0.1

Con la tabla se puede construir una recreacion del recorrido del punto de
separacion conforme va creciendo € de t=0 a t=1. Por lo que si se sustituye el valor
arrojado por programa que soluciona la ecuacion [£.6] en [2.7] se puede obtener las

coordenadas exactas del punto de separaciéon para ese tiempo en especifico.
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800,®

Figura 4.18: Recorrido del punto de corte de t=0 a t=1.

Como se observa en la Figura[£.18] el recorrido del punto de separacion en relacion
al eje de simetria radial de la estenosis. Notese que nunca cruza al lado derecho del
eje de simetria, se mantiene en el lado izquierdo hasta el desarrollo completo de la
estenosis. Donde cruza el punto de simetria para situarse en el lado derecho.

Se puede concluir que el punto de separacién de la capa limite se encuentra,
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generalmente, antes de que la estenosis esté lo mas concava posible en relacion al

tiempo.

¢ Valor de r [107°]

0 d
-0.0031 4.95
-0.0059 4.95
-0.0085 4.87
-0.0109 4.82
-0.013 4.80
-0.015 4.77
-0.0169 4.74
-0.0186 4.72
-0.0201 4.69
-0.0215 4.67

Tabla 4.10: Valores de la variacién del punto de separacion,

divididos

4.0.2. Resultados del punto de separacién

Como se observa en la tabla (4.9),hay un punto donde la presién en exceso es

negativa, mas especificamente, después del punto de separacion. Esto es debido a que

el fluido "se esta regresando", esto es una prueba de que el fluido esta recirculando.

La presencia de una recirculacion del fluido puede ser nociva para la salud, debido a

que significa que esta zona (zona de desprendimiento de la capa limite) representa un

efecto de succion en el capilar sanguineo.

Este efecto de succion es sumamente nocivo para el cuerpo humano debido a que

se generan zonas de flujo turbulento, ademés de generar una mayor presion hacia

las paredes del capilar sanguineo en cuestion, provocando que la estenosis se rompa
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provocando un sangrado interno.

7 | Py [mmHg|
) 0
195 1.8
1.95 1.8
487 1.3
1.82 1.9
4.80 -1.7
477 1.9
474 0.8
472 1.6
1.69 0.2
4.67 -5.69

Tabla 4.11: Exceso de presion para € = 0.1, evaluada en la

vecindad del punto de separaciéon de la capa limite

Si se presta atencion en la tabla [£.11], se puede observar que el exceso de presion
se vuelve negativo, recordando un poco al fenémeno de recirculacion, sin embargo, no
se puede asegurar, con certeza, que la sangre esté recirculando, esto debido a que el
modelo no considera los términos inerciales, por lo que solo se hace una menciéon
mas no se afirma que pueda haber recirculaciéon de la sangre. Por lo que serd motivo
de estudio mas adelante.

Por otro lado, surge la pregunta sobre lo que pasaria si el fluido que se estéa
modelando no estuviera restringido sobre ser o no flujo reptante, por lo cual se podria
variar el Reynolds, siempre y cuando se respete la condicionante geométrica, ya que,
al no respetar la condicionante geométrica, se romperia la simplificacion realizada al
inicio de la simulaciéon para reducir las ecuaciones de N-S.

A continuacién se mostrara una serie de graficas realizadas con una simulacién de
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presion contra posicion, variando el Reynolds. Esto con el fin de analizar su compor-
tamiento y verificar si el Reynolds tiene algtn efecto directo en la presiéon en exceso

para la estenosis.
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Figura 4.19: Re=1
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Figura 4.25: Re=30
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Figura 4.26: Re=35

Como se puede observar en las Figuras .19 a [£.26] mientras el Reynolds incre-

menta, la presion adimensional tiende a ser negativa, lo cual apoya la aseveracion
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anterior sobre el fenémeno de recirculacion. Sin embargo, se reitera que no es posible
aseverar de manera contundente que el fenémeno de recirculaciéon se manifiesta en el

fenomeno estudiado. Por lo que serd motivo de estudio para un modelo posteriori.



5 Conclusiones

Como se planted en la hipotesis y en los objetivos, se esperaba que la presion
en exceso creciera mientras mas grande fuese el taponamiento del capilar. Esto se
traduciria en un impacto mayor en la variable de la presion arterial normal. Como
se puede deducir de la interpretacion de las graficas, esta presion en exceso va en
aumento cuando el taponamiento del capilar es mayor siendo su mayor incremento
cuando € = 0.7.

Por otro lado, aunque pareciese que esto no le impacta directamente a la presiéon
del cuerpo, si le impacta a la presion local, siendo esta de menos de 10 mmHg.
Siguiendo este mismo hilo el incremento de la presion desde eé=0.1 cuando 7 llega a
1, es de aproximadamente del 1% por lo que es un incremento considerable, ya que,
al considerar también el radio del capilar que es del orden de 5 pum estas secciones
del volumen de control son tan pequenas que el aumento de presion de al menos 1
mmHg podria a llegar a ser nocivo.

Otra de las hipotesis que se tenian es que la fisica del problema estaba relacionada
con la geometria y esto es cierto, ya que, en las graficas se logra ver un aumento de la

presion en exceso mientras la concavidad de la estenosis aumenta, por lo que también

71
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queda demostrado que el factor geométrico es critico en el estudio del presente caso
de tesis, ya que, al verse aumentada la variable geométrica (¢ y A), la presion en
exceso aumenta también con ellas. Esto también podria llegar a la aceptacion de
que el fenémeno de la estenosis es sensible a las condiciones iniciales. Lo anteriomente
mencionado se apoya en las graficas a[l.9 En las cuales se observa que si se varfan
las condiciones geométricas iniciales € = 0.1 a € = 1, el método ntimerico usado para
obtener las graficas “Simpson 3/8” “comienza a divergir y a no encontrar una solucion
logica para ese numero, encontrando valores demasiado elevados y haciendo que el
numero de Reynolds se salga del rango de valores en donde la solucién ntmerica es
valida. Lo cual es un indicio de sensibilidad a las condiciones iniciales.

Luego entonces, y ahora poniendo sobre la mesa el analisis del nimero de Reynolds,
este resulté que obedecia a la logica de los fluidos es decir, a un Reynolds bajo significa
que la velocidad del fluido es baja y la viscosidad es alta lo cual tiene mucho sentido
fisico, ya que, se ha encontrado que la mayoria de los fluidos corporales como la
sangre y la natacion de los espermatozoides [11] siguen un patrén de flujo reptante
o “Creeping flow”. Cabe resaltar que al mismo tiempo se apoya esta teoria debido a
que para el correcto intercambio del oxigeno en los tejidos, una velocidad baja en la
sangre es requerida para que este intercambio se dé de manera adecuada.

Aunado al parrafo anterior se sigue la misma logica en las simulaciones niimericas.
Encontrando que para Reynolds mayores a 1, la simulacién empezaba a divergir y a
no encontrar valores donde la presion se estabilizara en un ciclo cardiaco. Por lo que
queda demostrada la sensibilidad a las condiciones iniciales, ademas de la restriccion

explicada para Reynolds bajos.
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Finalmente, para la simplificaciéon del término temporal. Se toma un tiempo muy
pequeno. Esto quiere decir que la estenosis no esta desarrollada y el tiempo de mues-
treo es menor al tiempo de desarrollo de la estenosis. Por lo que se puede inferir de
una manera humilde pero no contundente, debido a la simplificacién de los términos
convectivos, que hay un efecto de recirculaciéon en la sangre. Sin embargo, la presente
tesis puede ser un parteaguas para el analisis a posteriori con una estenosis totalmente

desarrollada con términos temporales, asi como la inclusion de los términos convecti-

£

vos teniendo una geometria (relacion ¢

) un poco méas compleja de la considerada en

el presente trabajo.



A Adimensionalizacion

Ecuaciéon de continuidad adimensional: Como el parametro ( esta relacionado
directamente con la longitud caracteristica A, Uj es una velocidad caracteristica en el
eje axial,Vj) una velocidad caracteristica en el eje radial, € una longitud caracteristica
en el eje radial, ademés de que la variable adimensional ”s” esta relacionada con la
variable "r”’, por lo que se puede sustituir de manera inmediata en la ecuacion.

I(Uotiz)  10(Vosuy)
d(AQ) s O(es)

(A.1)

Por lo que, si se simplifica los factores de la ecuacion, se llega directamente a la
ecuacion adimensional para la ecuacién de continuidad:

UpOu, Vo O(su,)
A OC + es Os =0 (4.2)

O también se puede escribir de la siguiente manera, dejando el segundo término sin
coeficiente. Reescribiendo la ecuacion:

U0€
AVo

ou, ~ 10(su,)
)8§+§ 9 =0 (A.3)

(

En esta seccion se debe de hacer un analisis de orden de magnitud, por lo que si

9 Upen

N tienen 3 posibilidades: que el

se analiza, més detalladamente, el coeficiente
coeficiente sea menor a 1, que el coeficiente sea 1 y que el coeficiente sea menor a 1.
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Por lo que siguiendo la premisa del criterio de adimensionalizacion de las ecua-
ciones, deben ser del orden de la unidad, debido a como se esta eligiendo la adimen-

sionalizacion de las mismas. Por lo que se puede analizar el coeficiente del término

o, o,
¢

a¢

diferencial $£. Si es muy grande, en consecuencia, debe ser muy pequeno para que

se respete la igualdad de la ecuaciéon el cual se tendria que igualar al negativo
del término %% , sin embargo, para esta conjetura es necesario que la variaciéon en
la direccion de interés (eje axial) sea pequena, sin embargo esta suposicion no apoya
la observacion a la cual se quiere llegar. Por otro lado, si el coeficiente es pequeno el
producto entre el coeficiente y la diferencial del primer término de la ecuacion es
menor a la unidad, lo cual deriva que el segundo término también. En consecuencia
eso también es una contradicciéon al planteamiento, debido a que se espera que la
velocidad varie en el eje radial y al ser un coeficiente pequeno este es despreciable
para el analisi o igual a 0.

Por lo que si se sigue el sentido de este razonamiento, el tinico razonamiento que

es logico, es que el coeficiente de la ecuacion sea 1, por lo que:

1/06
— =1 A4
Vo (A-4)

Este planteamiendo permite definir la velocidad en el eje radial (5), ya que, al
ser el primer término diferencia igual a la unidad, el segundo término de la ecuacion
debe ser igual a -1, por lo que se puede igualar el coeficiente del primer término a 1,

para definir la velocidad en el eje radial.

Vo= &0 (A.5)
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Es aqui donde el anélisis debe de tomar una importancia de orden de magnitud.
Por lo que si se evalua la ecuacion de continuidad para una variacion en Ry demasiada
pequena, es decir § = Rpe y lg = ARy eso permite reescribir la ecuaciéon y la relacion
entre ¢ y [y de una manera conveniente para que haya una simplificacion significativa
de términos, esto con el fin de que ayude a sintetizar el analisis del problema.

ERO

— 1 A.
N << (A.6)

Por lo que se sigue, de manera inmediata que la relacion £ es menor a 1. Esto

>

es demasiado importante, ya que, se puede despreciar su valor nimerico con fines de
simplificacion, por consecuencia el valor del coeficiente X—‘; es menor a 1.
Vo

— 1 A.
0c << (A.7)

Por lo que si se continua con la adimensionalizacién de las ecuaciones de N-S,
es necesario continuar con la ecuaciéon de conservacion de momentum, la adimensio-
nalizacion de las ecuaciones apoyara a hacer un analisis de magnitud y asi poder

simplificar el analisis del problema estudiado en la presente tesis.

u%+u% —_@4_ 12 T% +% + (A8)

P\"ar 02 )~ 9. Mrar or (02)? po= '
En la ecuacién anterior, se puede notar que el marco de referencia del proble-
ma es considerando el eje radial, por lo que las fuerzas debido a la gravedad, seran

despreciadas.

Continuando con el analisis adimensional de las ecuaciones de Navier Stokes y
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como estan definidas las ecuaciones [2.16] y se puede utilizar la definicion de
estas para poder adimensionalizar la ecuacién anterior, por lo que podemos separar

la ecuacion en 2 partes, el lado derecho y el lado izquierdo, del signo de igual.

- (VUL Ou, . (UZ\ 0Ou,
— A.
p(“T(eRO)as+“Z<A ac (A.9)
Lado derecho:

(NS AN (Y (2 (12 4 (Do) O
(e (@) C) @) (05) + (&) %

Si se reacomodan ambos lados de la ecuacion, podemos llegar a la forma.

Lado izquierdo:

(A.10)

pU(]R0€2 . 87:62 . 8112 H€2R0 815 10 8112 €\2 82’[1,2
AN o 10 € Al
v (“ s " ac il ) ac Tsas Fas ) T (5) ez (A1)

De la ecuacion @, se encuentra descrito que la relacion entre es una relacion

%
muy pequena, por lo que su valor es del orden de milésimas, por esta razon se puede
despreciar sus efectos como coeficiente y despreciar todos los términos que estén
multiplicados por dicha relaciéon. Y como se puede notar, en la ecuacion se
tiene la relacion épsilon-lambda, sin embargo, esta elevada al cuadrado. Por lo que
un término que es pequeno elevado a una potencia, en magnitud, es més pequeno.

Debido a lo anterior, el término difusivo se puede simplificar.

Recordando:

o pRoUO
M

Re (A.12)

Por lo que si se sustituye la ecuacion [A. 12 en se puede observar que el Reynolds

aparece en el lado izquierdo de la ecuacion.
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€2 _Ou, _ Ou,
_Re(urg + uzc’)_f

- ) (A.13)

Nuevamente haciendo uso del estudio de orden de magnitud, se puede simplificar
el lado izquierdo de la ecuacion, recordando que para efectos de la presente tesis, el
Reynolds sera considerado como Creeping flow", por lo que el valor de Reynolds se
mantendré en valores bajos, sin embargo, si que se puede simplificar otra parte de la
ecuacion y esa es la relacion e-A, al ser un coeficiente muy pequeno, el lado izquierdo
de la ecuacion puede ser simplificado para poder trabajar con el gradiente de presion,

del lado derecho.

MR, 0p 10 di
il ac T 595 a5 )

0=—( (A.14)

En esta parte conviene detenerse a analizar de nueva cuenta la igualdad que se tie-
ne en la ecuacion [A.14] Si se igualan ambos terminos, los coeficientes deben ser iguales
para que la ecuacién tenga sentido, luego entonces se puede despejar el coeficiente

adimensional para la presion (IT).

H€2R0 .
MUy

(A.15)
Otra premisa que apoya la igualaciéon de ambos coeficientes a 1 es la razon de la
dependencia de u, con el eje radial, ya que, de cualquier otra manera la presiéon no

estarfa variando a lo largo de la coordenada radial y esto es importante debido a que

el objetivo de la presente tesis, es determinar esa presion.

/\,qu
H =
€2R0

(A.16)
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Por lo que la ecuacion se vuelve:

p 1,9
56+ 565 (A.17)

0=
Ahora bien, para la adimensionalizacién de la ecuacién de momentum en el eje

radial, se toma como partida la ecuacion [2.2] la cual se puede adimensionalizar de

manera directa sustituyendo los coeficientes adimensionales, previamente definidos.

Ve o ou, UV 0w\ I op puVy [0 [LD e\2 0%1,
P (EROU’” s VR, =0 ) T TeReos T e \ s [sos S| T (A) e
(A.18)

Nuevamente se observa la relacion por lo que el término difusivo puede ser

despreciado. Por lo que se puede reacomodar la ecuacion,

ulUy 0Os * 0s

€2pU0R0 (V 811r 8%)

. n CARIIOp 9 110
LA " 0s oC

)]

Como se puede observar en la ecuacion anterior, en el lado izquierdo se puede usar la
definicion de Reynolds para poder hacer un analisis de orden de magnitud. Por lo que
para el caso que nos atane en la presente tesis, se considera un Reynolds bajo. Por
lo tanto al tener nuevamente la relacion [A.6] se puede despreciar el lado izquierdo de
la ecuacion. Luego entonces se puede utilizar la definiciéon de la presion adimensional

(ecuacion|A.16) , ya que, se esté suponiendo el mismo caso donde el Reynolds es bajo.

op eN20 [10
0= —= (_) | - VT A20
0s * A/ Os L Os (st )} ( )
Como se observa en la ecuacion anterior, nuevamente se hace presente la relacion

epsilon-lambda, por lo que podemos simplificar completamente el segundo término
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de la ecuacion anterior. Por lo que se puede concluir que en el eje radial la presion es

independiente de la posicion.
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