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Resumen

En esta tesis, se exploran estrategias de control robusto basadas en modos deslizantes continuos
para manipuladores robéticos, enfocandose en la integracion del Algoritmo Super-Twisting Multiva-
riable. Este enfoque busca abordar las limitaciones inherentes al modelado y a la implementacién
practica de los controladores basados en modelo. El estudio comienza con el modelado dindmico del
robot manipulador Quanser QArm, un robot de cuatro grados de libertad (GDL), simplificado a tres

GDL para facilitar el andlisis y control.

Posteriormente, se implementan controladores clasicos, como el Controlador por Par Calculado y
el Controlador Slotine-Li, y se evaltia su desempeno en el seguimiento de trayectorias. No obstante,
debido a las incertidumbres paramétricas y a las dindmicas no modeladas presentes en el sistema,
estos controladores pueden presentar limitaciones en su rendimiento. Para mitigar estos desafios, se

propone la adicién de un término robusto basado en el Algoritmo Super-Twisting (STA) multivariable.

Los resultados experimentales muestran una mejora notable en el rendimiento del seguimiento
de trayectorias al incorporar el STA multivariable, evidenciando una reduccién en los efectos de las
dindmicas no modeladas e incertidumbres del sistema. Ademaés, los esquemas de control presentados
no muestran un fenémeno de chattering significativo, el cual es comin en los controladores de modos

deslizantes convencionales.

Finalmente, se discuten las posibles extensiones de este trabajo, incluyendo el anélisis de estabilidad
de los controladores propuestos, la sintonizacion analitica de ganancias, y la evaluacién de versiones

mejoradas del STA multivariable, asi como la exploracion de otros esquemas de control robusto.
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Capitulo 1
Introduccion

Los manipuladores robéticos, también conocidos como brazos robéticos o simplemente manipula-
dores, han emergido como componentes esenciales en una gran variedad de aplicaciones, sobre todo en
el &mbito industrial. Hasta finales de los afios ochenta los tinicos robots reales eran aquellos dedicados
a la manufactura, a dia de hoy estan firmemente asentados, con una tecnologia bien desarrollada y
un amplio mercado de fabricantes. El trabajo que este tipo de robots realiza es basicamente el de

manipular piezas o herramientas en un entorno de trabajo [Barrientos, et al., 2007].

La omnipresencia de manipuladores robéticos en la sociedad contemporanea subraya su importan-
cia debida a su amplia gama de aplicaciones, desde entornos industriales, donde optimizan procesos
de fabricacién, hasta campos de investigacion en robética avanzada, donde desempenan un papel
fundamental en la exploracién de entornos hostiles. Los manipuladores son herramientas versatiles

que mejoran la eficiencia y seguridad en la ejecuciéon de diversas tareas.

El control de robots es un tema central dentro de la robdtica. Consiste en estudiar como hacer que
un robot manipulador haga lo que se desea de forma automdtica; por lo tanto, consiste en disenar
controladores de robots. Normalmente, estos toman la forma de ecuaciones o algoritmos que son
implementados de manera computacional y pasan a formar parte del llamado Sistema de Control del
robot [Kelly, et al., 2005].

La complejidad inherente a la dindmica y comportamiento de los manipuladores exige la implemen-
tacién de estrategias de control eficientes y robustas. Este control no solo garantiza la precision en la
ejecucion de tareas, sino que también contribuye a la seguridad y adaptabilidad de los manipuladores

en entornos dinamicos y cambiantes.

En el d&mbito de control de manipuladores, los algoritmos convencionales como el Controlador por
Par Calculado [Spong y Vidyasagar, 1989] y el Controlador Slotine-Li [Slotine y Li, 1987] han demos-
trado su eficacia en numerosas aplicaciones. Sin embargo, cada uno presenta limitaciones especificas

en términos de robustez y desempefio en ambientes inciertos y perturbados.
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Esta investigacion explora y destaca una categoria de algoritmos de control conocida como

ipor Modos Deslizantes (SMC, por sus siglas en inglés)l Estos algoritmos, caracterizados por su robustez

frente a perturbaciones e incertidumbres en el modelo, ofrecen una alternativa valiosa a los métodos

convencionales antes mencionados. A partir de controladores basados en modelo, se propone un término

adicional basado en [Control por Modos Deslizantes Continuo (CSMC, por sus siglas en inglés), que

busca mejorar la precisién y robustez del sistema. En particular, se considera el [STA] multivariable
debido a que es bien sabido que los[SMC|de segundo orden ofrecen una mejorfa en cuanto a la reduccién

del fenémeno de chattering [Boiko y Fridman, 2005].

En el desarrollo de la presente tesis, se aborda inicialmente el modelado dindmico del manipulador
Quanser Qarm, un robot de 4 |Grados de libertad (GDL)| que se reduce a 3 para simplificar el

andlisis y el diseno del controlador. Posteriormente, se presenta la implementacion de controladores

clasicos basados en modelo, en especifico dos que compensan la dindmica del robot, como lo son
el Controlador por Par Calculado y el Controlador Slotine-Li. Finalmente, se propone un [CSMC|
especificamente el [STA] multivariable como una entrada robusta a los controladores cldsicos y se realiza

una verificacién experimental.

1.1. Motivacion

Esta investigacién aborda el desafio de la implementacion de algoritmos de control en robots
manipuladores, especificamente ante un modelo con parametros inciertos. Estas incertidumbres pueden
surgir de diversas fuentes, como variaciones en la carga, fricciones no lineales, dindmicas no modela-
das, entre otros. La presencia de estas incertidumbres afecta el rendimiento y la estabilidad de los
manipuladores robdticos, especialmente en escenarios donde se requiere cierto nivel de rendimiento
y precisién. Existen varias aproximaciones para lidiar con este problema, como técnicas de control

adaptable y control robusto.

Los métodos clasicos de control de manipuladores, como el Controlador por Par Calculado y el
controlador Slotine-Li, requieren un conocimiento preciso del modelo del sistema y no son robus-
tos ante incertidumbres y perturbaciones. Por otro lado, los algoritmos de control adaptable han
demostrado ser efectivos en manipuladores, pero suelen tener mayor complejidad y un mayor costo
computacional. Finalmente, los algoritmos de control robustos, y especificamente los algoritmos de
han demostrado ser una alternativa eficaz para lidiar con incertidumbres y perturbaciones en
sistemas no lineales. Més atn, los [CSMC], son una solucién atractiva debido a que mitigan el efecto

del fenémeno de chattering presente en los [SMC| convencionales.

Esta tesis busca explorar la eficacia y rendimiento de los como una entrada adicional

robusta a los algoritmos clasicos, especificamente los basados en modelo que aplican un principio de
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compensaciéon de la dindmica del manipulador.

Las implicaciones de esta investigacion son de gran alcance. Mejora la robustez y efectividad de los
algoritmos de control en manipuladores robédticos, lo que a su vez contribuye a la eficiencia y seguridad
en la ejecucion de tareas. Se presenta una metodologia robusta que es viable para su implementacién
en situaciones reales ante la presencia de incertidumbres y una clase de perturbaciones. También
proporciona una perspectiva valiosa sobre la implementacién de algoritmos por modos deslizantes,

que comunmente han sido estigmatizados por su fenémeno de chattering.

Ademss, existen muchas posibles direcciones futuras y problemas abiertos que pueden surgir de

este trabajo. Estos incluyen el analisis de estabilidad, disefio de ganancias, entre otras.

1.2. Justificacion

El control preciso de manipuladores es una necesidad crucial en diversas aplicaciones industriales y
de investigacion. La capacidad de estos dispositivos para ejecutar movimientos con exactitud determina
la eficacia de tareas como ensamblajes automatizados, cirugia robédtica, y exploracion espacial. Lograr
este nivel de precisién requiere sistemas de control avanzados que puedan gestionar la complejidad de

la dindmica de los manipuladores.

Tradicionalmente, los sistemas de control de manipuladores se basan en controladores que emplean
modelos matemaéticos detallados de la dindmica del sistema. Estos controladores, a través de técnicas
como la linealizacién por realimentacion (Feedback Linearization), buscan transformar el sistema no
lineal original en uno que se comporte de manera lineal en lazo cerrado. Este enfoque permite di-

seniar controladores que son faciles de analizar y sintonizar, facilitando asi el logro de un control preciso.

Sin embargo, el éxito de los controladores basados en modelos depende en gran medida del conoci-
miento exacto del modelo dindamico del manipulador, asi como de sus parametros. La precisién de la
ecuacion de lazo cerrado esta directamente relacionada con la fidelidad del modelo utilizado. En un
entorno ideal, donde el modelo matemético representa perfectamente la realidad, estos controladores

pueden ofrecer un gran rendimiento.

En la préactica, no obstante, la obtencién de un modelo dindmico exacto del manipulador es
extremadamente dificil. Diversos factores, como variaciones en las propiedades mecénicas, incerti-
dumbres en el modelado, y la presencia de perturbaciones externas, hacen que los modelos dinamicos
disponibles sean aproximaciones imperfectas. Esta discrepancia entre el modelo y la realidad puede
degradar significativamente el desempefnio del controlador basado en modelo, resultando en errores,

comportamientos no deseados y sobreestimaciéon de las ganancias del controlador.
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De manera mas formal, se puede entender una formulacion del problema de la siguiente manera:

considere el modelo dindmico de un manipulador robético, como se muestra en la ecuacion 1.1

M(q)i+C(q,9)q +G(q) =u (1.1)

En esta ecuaciéon, M(q), C(q,q), y G(q) representan la matriz de inercia, las matrices de Coriolis
y centrifuga, y el vector de gravedad del manipulador, respectivamente. Ademaés, u es la entrada de
control.

Si se desea controlar este sistema se debe elegir una entrada u que logre un objetivo de control
propuesto, una clase de controladores comunes para robots manipuladores son los controladores
basados en modelo. De forma general, un controlador basado en modelo, que busca compensar la

dindmica del manipulador, se puede expresar como se muestra en la ecuacién [1.2

u = M(q)ag + C(q,9)4 + G(q) (1.2)

Sin embargo, en la practica, el modelo dindmico del manipulador no es conocido exactamente, sino
que se tiene una estimacién N (q), C (q,4),y G (q). Por lo tanto, el controlador real se puede expresar

como se muestra en la ecuacién [.3]

u=M(q)aq + C(q,4)q + G(q) (1.3)

Aqui, (-) representa una estimacién y la variable a4 es una nueva entrada al sistema que se puede
escoger.
Sustituyendo la ecuacién [1.3| en la ecuacion [1.1], se obtiene la ecuaciéon tal que 7 se conoce

como incertidumbre.

q = aq + 77((]7 47 aq) (14)
La incertidumbre 7 se define como se muestra en la ecuacién E donde (1) = (+) — (A) representa

el error o la diferencia entre el modelo ideal y el modelo estimado.

n=M"1Ma,+Cq+G) (1.5)

La presencia de la incertidumbre 7 en la ecuacién [I.4] afecta el rendimiento del sistema. Para mitigar
estos problemas, se propone la incorporacion de una entrada de control robusta mediante Modos
Deslizantes Continuos (CSMC). Este enfoque tiene la capacidad de compensar las incertidumbres y
perturbaciones presentes en el modelo del manipulador. Los [CSMC]| provocan que el sistema mantenga
un desempefio robusto, sobreponiéndose a las variaciones y desconocimientos en la dindmica del
sistema. La combinacién de controladores basados en modelo con [CSMC]| promete mejorar la precision
del robot manipulador en su tarea de seguimiento de trayectoria, incluso ante un modelo incierto y

perturbaciones externas.
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1.3. Objetivos

El presente trabajo de tesis tiene como objetivos:

Objetivo General:

= Implementar algoritmos de control clasicos basados en modelo y anadir un término robustificante
basado en Modos Deslizantes Continuos (CSMC), especificamente el multivariable para
mejorar la precisiéon y la robustez del sistema en lazo cerrado en presencia de perturbaciones e

incertidumbres para un robot manipulador.
Objetivos Particulares:
1. Modelar el manipulador Quanser QArm.
2. Implementar algoritmos cldsicos para seguimiento de trayectorias.
3. Robustificar el lazo de control mediante controladores basados en Modos Deslizantes Continuos.

4. Realizar una verificacién experimental y discusién de los resultados obtenidos.

1.4. Contribuciones

En el marco de esta tesis, se han logrado diversas contribuciones que abordan tanto el modelado y
control de manipuladores robéticos como la implementacién de técnicas avanzadas para mejorar su

desempeno. A continuacién, se detallan las principales aportaciones de este trabajo:

= Modelado dindmico del robot manipulador QArm: se llevé a cabo un andlisis exhaustivo y
detallado del manipulador Quanser QArm, un robot de 4 grados de libertad (GDL), para el
andlisis y el disefio del controlador. Este modelado incluyé la derivacion de las ecuaciones de

movimiento que describen la dindmica del sistema.

= Implementacion de controladores clésicos: se implementaron y evaluaron algoritmos de control
clasico basados en modelo. Estos controladores, por Par Calculado y Slotine-Li, fueron imple-
mentados para asegurar un seguimiento de trayectorias predefinidas, ofreciendo una base solida

para comparar con métodos mas avanzados.

» Robustificacién con [STA} una contribucién central de esta tesis es la propuesta y evaluacién de
un término robusto adicional basado en Modos Deslizantes Continuos (CSMC), especificamente
el STA] multivariable. Este término robusto se integré con los controladores cldsicos para mejorar
la precisiéon y la estabilidad del sistema en lazo cerrado del robot manipulador, reduciendo los

efectos del fenémeno de chattering cominmente asociado con los [SMC]| convencionales.

= Verificacién experimental y evaluacién del desempeiio: se realizé una verificacion experimental
exhaustiva para evaluar el rendimiento del manipulador bajo el control de los algoritmos pro-

puestos. Los resultados experimentales demostraron la eficacia del enfoque propuesto, mostrando
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mejoras significativas en la robustez y precisién del control en presencia de incertidumbres y

perturbaciones.

= Discusién: se llevo a cabo una discusién comparativa entre los controladores clésicos y los que
incorporan el término robustificante basado en el [STA] Esto permitié identificar las ventajas y
limitaciones de cada enfoque, proporcionando una base para futuras investigaciones en el area

del control de robots manipuladores.

1.5. Organizacién de la tesis

El presente trabajo de tesis se encuentra dividido en 5 capitulos, cada uno abordando aspectos
especificos del modelado y control de manipuladores robéticos. A continuacién, se describe la estructura

y contenido de cada capitulo:

= Capitulo 1. Introduccién: este capitulo introduce el tema de la tesis, presentando la motivacién
detras del estudio, la justificacion de la investigacién, los objetivos generales y especificos, y las
contribuciones principales. Ademas, se proporciona una vision general de la organizacién de la

tesis.

= Capitulo 2. Preliminares: se abordan los conceptos fundamentales necesarios para comprender
el resto del trabajo. Se describe la definicién y clasificacion de los manipuladores robéticos,
su importancia y aplicaciones. Ademaés, se discuten los diferentes tipos de actuadores, con un
enfoque en los motores de corriente directa y servo-motores. La cinematica directa de los robots
manipuladores y el jacobiano geométrico, también se cubre en este capitulo. Luego, se presentan
las ecuaciones dindmicas de los manipuladores utilizando la formulacién de Euler-Lagrange para
finalmente presentar dos de los controladores més comunes en la literatura, el Controlador por

Par Calculado y el Controlador Slotine-Li.

= Capitulo 3. Modelo del QArm: este capitulo describe el robot manipulador Quanser QArm,
la planta utilizada para la experimentacién de este trabajo, incluyendo sus caracteristicas y
parametros. Se discute el espacio de trabajo del QArm y se presenta el modelo dindmico del
robot, abordando aspectos como la cinemética directa, el jacobiano geométrico, la matriz de
inercia, las matrices de Coriolis y centrifuga, y el vector de gravedad. También se incluye un
apartado sobre la conversiéon de par a sefiales PWM, que serd til para la implementacién de los

controladores en el QArm.

» Capitulo 4. Control por Modos Deslizantes: en este capitulo, se introduce el concepto [SMC]
el fenémeno de chattering y se presenta el algoritmo Super-Twisting, una técnica especifica
de control robusto basado en modos deslizantes continuos [CSMC| Se detallan las ventajas de
este enfoque y cémo se integra con los controladores clasicos para anadir robustez y mejorar la

precision.

= Capitulo 5. Implementacién de controladores en el QArm: se presenta la implementaciéon de

diferentes algoritmos de control en el manipulador Quanser QArm. Este capitulo incluye el disefio
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y la simulaciéon de trayectorias de referencia, asi como la evaluacién de varios controladores,
incluyendo el Controlador por Par Calculado, el Controlador Slotine-Li, y las versiones mejoradas
con el algoritmo Super-Twisting multivariable. Se discuten los resultados experimentales y se

comparan los diferentes enfoques de control.

= Capitulo 6. Conclusiones: en este capitulo, se presentan las conclusiones finales del trabajo,
resumiendo los resultados obtenidos y discutiendo las implicaciones de la investigacion, tales
como las limitaciones y posibles extensiones. Se destacan las contribuciones principales y se

proponen posibles direcciones futuras para la continuacion de este trabajo.

= Apéndice A. Modelado dindmico del QArm: este apéndice proporciona detalles adicionales sobre
el modelado dindmico del QArm, complementando la informacién presentada en el Capitulo
3. Se incluyen las derivaciones matematicas detalladas de la cinemética directa, el jacobiano
geométrico, la matriz de inercia, las matrices de Coriolis y centrifuga, la energia potencial, y el

vector de gravedad.






Capitulo 2

Preliminares

2.1. Manipuladores robéticos

En la industria contemporanea, los actuales requerimientos de calidad y rapidez en la produccién
demandan una amplia variedad de tecnologias innovadoras. La eficiencia y precisién en la ejecucién de
tareas se han vuelto fundamentales, y un ejemplo destacado de esta revolucion tecnolégica son los
robots, que no solo han transformado la manufactura, sino que también han encontrado aplicaciones
en campos tan diversos como la medicina [Burgner-Kahrs, et al., 2015] o la exploracién espacial
[Sreekanth, et al., 2021].

El auge de la robética en el mundo nos invita a conocer y estudiar los origenes de esta disciplina.
Es bien sabido que los primeros en acunar la terminologia de robots fueron escritores de ciencia ficcién,
como es el caso de Isaac Asimov. Muchos de los conceptos traidos de la imaginacion de estos escri-

tores han pasado a ser realidades tecnoldgicas, y a partir de ellas definimos a la disciplina de la robdética.

El término “robot” encuentra sus origenes en “robota”, que significa trabajo forzado en checo.
Fue introducido por el escritor checo de ciencia ficcién Karel Capek para nombrar humanoides arti-

ficiales, bipedales, que ayudaban a los seres humanos en tareas fisicamente dificiles [Kelly, et al., 2005].

Segin la Real Academia Espafiola, un robot es una maquina o ingenio electrénico programable
que es capaz de manipular objetos y realizar diversas operaciones [RAE, 2024]. Asi, més alla de su
definicion literal, el término “robot” se utiliza en la actualidad para denotar maquinas auténomas.

Estas maquinas pueden clasificarse de manera general en:

= Robots Manipuladores*
= Robots Méviles

« Robots en tierra

o Robots con llantas
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o Robots con piernas
e Robots submarinos

e Robots Aéreos

2.1.1. Definicién y clasificaciéon

Entre los primeros en proponer una definicién formal de robot, estd la RIA (Robot Institute of

America, actualmente Robotic Industries Association), segun la cual:

Robot: Un robot industrial es un manipulador multifuncional reprogramable, capaz de
mover materias, piezas, herramientas o dispositivos especiales, segiin trayectorias variables,

programadas para realizar tareas diversas [Albus, et al., 1981].

A partir de esta temprana definicién es que se han establecido las sucesivas hasta dar con la

establecida por la [Organizacion Internacional de Normalizacién (ISO, por sus siglas en inglés)l La

cual define en su norma ISO 8373:2021, un robot industrial como:

Robot: Manipulador de 3 o mas ejes, con control automatico, reprogramable, multiaplica-
cién, movil o no, destinado a ser utilizado en aplicaciones de automatizacién industrial. Inclu-
ye al manipulador (sistema mecénico y actuadores) y al sistema de control (software y hard-

ware de control y potencia) |Organizacion Internacional de Normalizacién (ISO), 2021].

Es importante destacar que la definicién ISO exige que el robot tenga al menos 3 grados de libertad.

Dentro de estas definiciones se reconocen diferentes clasificaciones de robots, las cuales se basan
en criterios como la movilidad, tipo de actuador, tipo de transmisién, capacidad, entre otros. En
este sentido, los robots manipuladores son una de las categorias mas comunes y versatiles de los
robots. Y es facil reconocer dos principales configuraciones, las cuales son los manipuladores para-
lelos y los manipuladores en serie o seriales. La diferencia entre estos dos tipos de manipuladores
estd dada principalmente por la disposicién de sus eslabones y articulaciones, en un robot paralelo
todos los eslabones del robot se encuentran unidos a un mismo efector final, mientras que en un
robot serial los eslabones se encuentran unidos en serie, es decir, el eslabén ¢ se encuentra unido al

eslab6n i+ 1, estos tltimos también son conocidos como brazos articulados [Spong vy Vidyasagar, 1989].

En los brazos articulados, una de las principales clasificaciones es descrita por sus grados de
libertad (GDL). Los son el nimero de movimientos independientes que puede realizar un sistema
mecanico. Como un manipulador es generalmente una cadena cinemaética abierta y como la posicién
de cada articulacién se define generalmente con una sola variable, el niimero de articulaciones es igual

al nimero de grados de libertad [Craig, 2006].

Cuando nos referimos a los movimientos de un robot manipulador, estos se pueden dividir en
dos tipos principales, los movimientos prismaticos y los movimientos rotatorios (ver Figura [2.1]). Los

movimientos prismaticos son aquellos que se realizan a lo largo de un eje recto, mientras que los
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Figura 2.1 Tipos de articulaciones en un robot manipulador.

movimientos rotatorios son aquellos que se realizan alrededor de un eje [Spong y Vidyasagar, 1989,

es decir, los tipos de articulaciones se dividen en:

» Prismaticas (P): Crean un desplazamiento lineal entre los dos eslabones a los que conectan.

Su variable articular es ¢; = d;.

» Revolutivas (R): Crean un desplazamiento angular entre los dos eslabones a los que conectan.

Su variable articular es ¢; = 6;.

2.1.2. Importancia y aplicaciones

Los manipuladores robdticos han emergido como componentes esenciales en una amplia gama de
aplicaciones industriales, cientificas y comerciales debido a su capacidad para realizar tareas repetitivas
con alta precision y eficiencia. Su importancia radica en su capacidad para automatizar procesos
que anteriormente requerian intervencién humana, lo que conduce a mejoras significativas en la
productividad y la calidad del trabajo. Estos sistemas robéticos encuentran aplicacién en diversas
industrias, incluyendo la manufactura automotriz, la electrénica, la logistica, la atencién médica y
la exploracién espacial. En el ambito industrial, los manipuladores robéticos se utilizan para tareas
de ensamblaje, soldadura, pintura, manipulacién de materiales y embalaje, entre otras. Ademas,
su flexibilidad y adaptabilidad los hacen idéneos para entornos cambiantes y peligrosos, donde la
seguridad del operador es una preocupaciéon primordial. En el ambito cientifico, estos sistemas se
utilizan para la investigacién en roboética, inteligencia artificial, visién por computadora y control

automatico, impulsando avances tecnoldgicos y tedricos en estos campos.



12 Capitulo 2. Preliminares
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Figura 2.2 Imagen de un Robot ABB en la industria. Créditos: © Peter Potrowl

2.2. Actuadores

Para que un brazo articulado sea capaz de realizar movimientos, es necesario contar con transduc-
tores de energia-movimiento que generen los desplazamientos lineales o angulares en las articulaciones.
Los actuadores en un robot son aquellos dispositivos que convierten energia en movimiento, estos

movimientos son indispensables para la realizacion de tareas.

2.2.1. Tipos de actuadores

Dependiendo de cudl sea la energia utilizada por los ejes principales del robot, este puede ser

clasificado como:
= Robot neumético
= Robot hidraulico
= Robot Eléctrico

La mayor parte de los robots actuales son de accionamiento eléctrico, pero pueden encontrarse
casos particulares de robots con accionamiento hidraulico, neumético, o incluso sistemas hibridos
|[Barrientos, et al., 2007].

El tipo de actuador més comun, y que son el caso a considerar para esta tesis, son los actuadores

eléctricos. Los actuadores eléctricos se pueden clasificar dentro de tres tipos diferentes:
= Motores de corriente directa
= Motores de corriente alterna

= Motores paso a paso
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2.2.2. Motores de corriente directa y servo-motores

Los motores de corriente directa son ampliamente utilizados en la industria debido a su alta

eficiencia, capacidad de control, sencillez y precision.

Los motores de corriente directa son dispositivos electromecdnicos que convierten energia eléctrica
en energia mecanica. Estos motores estan compuestos por un rotor y un estator, y funcionan mediante
la interaccion de campos magnéticos. La rotacién del rotor se produce gracias a la accién de un campo
magnético generado por la corriente eléctrica que circula por las bobinas del motor. La direcciéon y
velocidad de rotacién del motor pueden ser controladas mediante la variacién de la corriente eléctrica

que se suministra al motor.

Los servomotores, por otro lado, son dispositivos construidos a partir de los motores de corriente
directa, con capacidades adicionales de control y retroalimentacién. Se utilizan cominmente en aplica-
ciones que requieren un control preciso de la posicién, velocidad y/o torque del motor. Los servomotores
estdn equipados con un circuito de control que permite al usuario especificar la posicién deseada del eje
del motor. Ademas, incorporan un sistema de retroalimentacién que proporciona informacién en tiempo

real sobre la posicién actual del motor, lo que permite ajustes precisos para alcanzar la posicién deseada.

Para poder llevar a cabo el control de las articulaciones del robot con servomotores, es necesario
conocer algunos parametros y variables del dispositivo. estos parametros dependen de la construccion
eléctrica y mecanica del servomotor, entre los cuales se pueden reconocer la resistencia e inductancia
de la armadura, inercia del motor, friccién viscosa, constante eléctrica y constante mecanica, relacion

de engranajes, entre otros.

2.3. Cinematica

Dentro de la robdtica, la cinematica es una rama fundamental, ya que esta se encarga de estudiar
el movimiento de los robots sin considerar las fuerzas que intervienen [Barrientos, et al., 2007]. Este
estudio comprende una descripcién y andlisis de las relaciones geométricas y cinematicas entre los
diferentes elementos del robot, como las articulaciones, eslabones y efector final. La cineméatica de un
robot manipulador se puede dividir en dos categorias principales: cinemética directa y cinematica

inversa.

2.3.1. Cinemaéatica directa

La cinematica directa de un manipulador robdtico se refiere al calculo de la posiciéon y orientaciéon
del efector final del robot en funcién de las posiciones de las articulaciones. Se deben encontrar las
coordenadas cartesianas de la posicién del efector final (04, 0y, 0.) y su orientacién («, 3,7), respecto
al marco de la base, esto en funcién de las variables articulares (q1, g2, ..., ¢n) y tomando en cuenta

si las articulaciones son rotativas o prismaticas. La cinematica directa es esencial para determinar
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Figura 2.3 Tipos de cadenas cinematicas

la trayectoria que debe seguir el efector final para alcanzar una posicién y orientaciéon deseada

[Spong vy Vidyasagar, 1989].

Dentro de la cinematica directa es necesario definir el marco de referencia del robot, el cual se
compone de un marco de referencia fijo en la base del robot y un marco de referencia mévil en el
ultimo eslabén, llamado efector final. La posicién y orientacion del efector final se describen mediante
una matriz de transformacién homogénea, que relaciona las coordenadas del efector final con las

coordenadas de la base [Barrientos, et al., 2007].

Ademds, es importante entender la estructura de una cadena cinematica, que consiste en una
sucesién de eslabones conectados por articulaciones. En robdética, existen dos tipos principales de
cadenas cinematicas: abiertas y cerradas. Los robots manipuladores tipo serie se representan mediante
cadenas cinematicas abiertas, que constan de n articulaciones y n + 1 eslabones. La articulacion ¢
conecta el eslabén i —1 con el eslabén ¢ y crea un movimiento relativo lineal (articulaciones prisméaticas)

o angular (articulaciones de revolucién) [Spong y Vidyasagar, 1989].

La representacién matematica de la cinematica directa implica el uso de transformaciones homogé-
neas entre los sistemas de coordenadas asociados a cada eslabén del robot. Estas transformaciones se
expresan en funcién de las variables articulares y permiten calcular la posicién y orientacion del efector
final con respecto al sistema base del robot. En particular, nos interesa encontrar la transformacién
homogénea del sistema base oy (g, yo, 20) al sistema del efector final o, (zy, yn, 2n), en términos de las
transformaciones entre sistemas adyacentes. Y a su vez, estas transformaciones deben depender de las

variables articulares del robot, i.e.,

OH,(q) = "Hi(q1) 'Ha(g2) -+ ""'Hpn(qn), (2.1)
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de forma que cada transformacién homogénea estd definida por una matriz de 4 x 4, que se puede

expresar como:

(2.2)

ilp = [i_lRi i_lOil ’

0 1

donde “R; es una matriz de rotacién de 3 x 3 y %0; es un vector de traslacion de 3 x 1, es decir, un

vector que indica el desplazamiento en x,y, z [Spong y Vidyasagar, 1989).

Método de Denavit-Hartenberg

[Denavit y Hartenberg, 1955] desarrollaron una metodologia estdndar para la representacion de la
cinematica de robots manipuladores, conocida como el método de Denavit-Hartenberg (DH) , que
simplifica la descripcién cinematica mediante la introduccién de cuatro parametros asociados a cada

articulacion.

En esta convencién cada una de las transformaciones homogéneas se representa como un producto
de cuatro transformaciones elementales, cada una de las cuales se define por un conjunto de pardmetros
a;, o, d;, 0;. Estos parametros definen la geometria de la cadena cineméatica y permiten calcular la

transformacién homogénea entre dos eslabones adyacentes. Estas cuatro transformaciones elementales

SOm:
Co, —S0,Ca;  S0,5q; @iCp,
. S0, Cy,Co; —Cy;Sa; AiSe;
g = Rot, g, Trans, 4, Transy ., Roty o, = i a , (2.3)
Say Ca; d;
0 0 0 1
donde

» ¢y, = cos(6;), sp, = sin(6;), cq, = cos(ey), Sa, = sin(a;),
» Rot,p, es una rotacion de 6; alrededor del eje z y
= Trans, 4, es una traslaciéon de d; a lo largo del eje z.

Estos cuatro parametros a;, «;, d;, 0; generalmente reciben los nombres de longitud del eslabén, dngulo

de inclinacién, longitud de la articulacién y angulo de rotacién, respectivamente.

Para que podamos definir la cinematica directa a través de estos cuatro parametros, es necesario

que se introduzcan las siguientes dos restricciones:
» [DH1]: El eje x; siempre intersecta al eje z;_1.
» [DH2]: El eje z; es perpendicular al eje z;_1.

Estas dos restricciones se pueden forzar si se realiza la asignacién de los sistemas coordenados por

medio del siguiente algoritmo de Denavit-Hartenberg (DH):
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2.4.

Colocar los ejes zg, 21, ..., zn—1. Colocar el eje z;_1 sobre el eje de rotacién de la articulacién ¢ si

es de revolucién, o sobre el eje de traslacién si es prismatica.

Completar el sistema coordenado de la base. Comenzar por op en un punto conveniente sobre el

eje zg. Colocar el eje xg v yo de tal forma que formen un sistema dextrogiro ortonormal.

Colocar los origenes 01, 09, ..., 0,1, de acuerdo con los ejes z;_1 y z;. Si z;_1 v z; se intersectan

bl bl bl ) )
colocar o; en el punto de interseccién. Si son paralelos, colocar o; en cualquier lugar conveniente
sobre z;. Si z;_1 y z; no son paralelos ni se intersectan, colocar o; en el punto de intersecciéon de

las normales comunes a z;—1 y z;.

Colocar los ejes x1,xo, ..., x,—1 de acuerdo con los ejes z;—1 y z. Si z;_1 y 2; se intersectan,
colocar z; en la normal al plano que forman z;_; y 2; pasando por o0;. Si no se intersectan, colocar

x; en la normal comin a z;_1 y 2; pasando por o;.
Colocar los ejes y1, 42, -.-, Yn—1 completando los sistemas coordenados dextrogiros.

Colocar el sistema coordenado del efector final. Colocar o, en el punto mas importante o de
interés (centro de la pinza, punta de la herramienta, etc.). Luego, colocar el eje z, paralelo a
zZn—1 y pasando por o,. Colocar x,, de tal forma que intersecte a z,_1. Completar el sistema

coordenado dextrogiro colocando a yy,.

Formar una tabla de parametros DH. Para cada eslabdn 4, se asignan los valores de a;, i, d;, 0;,
cuyas filas son los niimeros de las articulaciones.

= a;: Distancia entre z;_1 y 2; a lo largo de z;.

LN Angulo entre z;_1 y z; a lo largo de x;.

= d;: Distancia entre 0;,_1 y o; a lo largo de z;_1.

0 Angulo entre z;_1 y x; a lo largo de z;_1.

Formar las n transformaciones homogéneas “~1 H; a partir de los pardmetros DH, de acuerdo a

la ecuacién 2.3

Obtener la cinemética directa, i.e., la matriz de transformacién homogénea °H,, a partir de la

multiplicacién de las n transformaciones homogéneas ‘=1 H;. Tal como en la ecuacién

Jacobiano Geométrico

El jacobiano geométrico es una herramienta fundamental en la robética, ya que permite establecer

una relacién entre las velocidades articulares y la velocidad lineal y angular del efector final del ro-

bot, expresadas habitualmente en el sistema de referencia de la base del robot [Barrientos, et al., 2007].

Una vez que se conocen las matrices de transformacién que representan a la cinemética directa, es

posible encontrar cuiles son las velocidades del efector final, centro de masa, o cualquier otro punto



2.4 Jacobiano Geométrico 17

de interés sobre el eslabdén, respecto a su marco de referencia en la base.
Cuando un robot se estd moviendo, tanto las variables articulares ¢; como la posiciéon %o, y
orientacién “R,, son funciones del tiempo. El objetivo es relacionar la velocidad angular y linear de

estos puntos de interés con el vector de velocidades ¢(t).

Si consideramos un manipulador de n-eslabones, y su matriz de transformacién a cada uno de los
centros de masa, considerandolo como un efector final, como la ec. Una vez que se han extraido
las matrices de transformacién, podemos obtener el llamado Jacobiano geométrico. El jacobiano
geométrico es una matriz de 6 x n, donde cada columna representa la velocidad lineal y angular del
punto de interés, en este caso, del centro de masa de cada eslabdn. El jacobiano geométrico se define

comao:

0J, = [ﬂ . (2.4)

Dependiendo del tipo de articulacién, ya sea prismética o rotativa, los elementos de velocidad lineal
Jw,; v angular J,, se pueden calcular acorde a la Tabla

Para el caso del QArm, donde todas sus articulaciones son rotativas, los elementos del jacobiano

geométrico se puede calcular como:

Jwi = Ozi_l, (2.5)
Jvi = Ozi,l X (Oon -0 01'71) . (2.6)

2.4.1. Matrices antisimétricas

Una herramienta 1til, sobre todo para eficiencia computacional, son las Matrices Antisimétricas,
que por definicién son matrices cuadradas cuyos elementos son tales que S;; = —S;;. Estas matrices
son de gran utilidad en la representaciéon de operaciones vectoriales, como el producto cruz. Para
obtener el producto cruz entre dos vectores bajo el concepto de matrices antisimétricas, se puede

utilizar la siguiente segin la ecuacién

a xb=S(a)b, (2.7)
Tipo de Articulacién | J,; Jui
Rotativa 921 | %2i—1 x (Pon =% 0;—1)
Prismatica 0 Ozic1

Tabla 2.1 Tabla de Jacobianos segtin tipo de articulacén



18 Capitulo 2. Preliminares

donde S(a) es una matriz antisimétrica definida de la forma

0 —as a9
S(a) = as 0 —ail| - (28)
—a al 0

En esta matriz, los elementos a1, ag y as representan las componentes del vector a = [a; as ag]T.
La estructura de la matriz antisimétrica S(a) permite simplificar la operacién de producto cruz,

transformando el problema en una simple multiplicacién matricial.

2.5. Dinamica de robots manipuladores

La dindamica se ocupa de la relacion entre las fuerzas que acttian sobre un cuerpo y el movimiento
que en él se origina. Esta relacién se obtiene mediante el denominado modelo dinamico, el cual

establece una relacién matematica entre:
= Las posiciones y velocidades de las articulaciones.
= Las aceleraciones de las articulaciones.
= Las fuerzas y pares aplicados al robot.
= Pardmetros dimensionales del robot, tales como masas, longitudes e inercias de sus elementos.

Normalmente es posible reconocer dos enfoques principales para la obtencién del modelo dindmico

de un robot manipulador, estos son:
= Método de Euler-Lagrange
= Método de Newton-Euler

Para lograr un control efectivo, es crucial contar con un modelo dindmico preciso y confiable, ya
que la fidelidad del modelo determina, en muchos de los casos, el rendimiento del controlador. Sin
embargo, en la practica, a menudo se utilizan modelos dinamicos simplificados que no consideran todas
las fuerzas y efectos presentes en la planta real. A pesar de su simplicidad, estos modelos pueden ser
suficientes para disefiar controladores efectivos. Adicionalmente, es esencial considerar la incertidumbre
paramétrica, dado que las variaciones en los pardmetros pueden influir en el comportamiento del

sistema y afectan la eficacia del controlador.

2.5.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

En este trabajo se utilizara el método de Euler-Lagrange para obtener el modelo dindmico del
robot manipulador. Este método se basa en la formulaciéon de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
que establecen un enfoque sobre las energias potenciales y cinéticas que componen al robot y a sus

articulaciones [Spong y Vidyasagar, 1989).
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De forma general, considerando un manipulador de n articulaciones, la energia total £ de un
sistema de n GDL se puede expresar como la suma de la energia cinética IC y la energia potencial U,

que son funciones de las posiciones q y velocidades ¢ de las articulaciones, i.e.,

€(q,q) =K(q,q) +U(q). (2.9)

El llamado Lagrangiano de un manipulador estd dado por la diferencia entre la energia cinética y

la energia potencial del sistema,
L(q.q) =K(q,q) —U(q), (2.10)

una vez obtenido el lagrangiano, las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen a partir de la derivada

parcial de £ con respecto a las velocidades articulares g, i.e.,

d (0L oL
— =) —-== 2.11
dt <8c'1> oq (2.11)
o de forma equivalente, para cada articulacién ¢,
d (0L oL
— === =mn, i=12,..n, 2.12
dt (8%) g 0! n (2.12)

donde 7; corresponde a las fuerzas externas y pares aplicados en cada articulacion.

El uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange para la obtencién del modelo dindmico de un robot se

puede reducir a cuatro principales pasos:

1. Calcular la energia cinética K(q, q).
2. Calcular la energia potencial U(q).
3. Calcular el Lagrangiano L(q, q).

4. Desarrollar las ecuaciones de Euler-Lagrange (Eqgs. [2.12]) para cada articulacion.

2.5.2. Energia cinética

De forma general, la energia cinética de un sistema se puede expresar como la suma de dos términos:
la energia cinética de traslacion y la energia cinética de rotacion. Para un eslabén de un manipulador,

la energia cinética estd dada por la siguiente expresion:

1 1
K= §mvTv+§wTIw, (2.13)
donde m es la masa del eslabon, concentrada en el centro de masa, v es el vector de velocidad lineal, w es
el vector de velocidad angular, y Z € R3*3 es el tensor de inercia del eslabén [Spong y Vidyasagar, 1989)].
Es posible expresar estas ecuaciones en términos de un conjunto de coordenadas generalizadas. Para

un manipulador, esto significa expresar las ecuaciones de movimiento usando las variables articulares,
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es decir, las posiciones q y velocidades ¢ de las articulaciones.

Podemos encontrar las velocidades angulares y lineales a partir de los subelementos de la matriz

Jacobiana. Es decir, para J,, y J,, apropiados, tenemos:

vi = Ju(q)q, wi=Ju(q)q, (2.14)

donde v; y w; son las velocidades lineales y angulares del i-ésimo eslabén, respectivamente. Consi-
derando la masa m; y el tensor de inercia Z; del i-ésimo eslabén, referenciado al centro de masa, la

energia cinética total es:

K = %qT > [madd o, + JLRIRT ] 4 (2.15)
=1

tal que R; es la matriz de rotacién que relaciona el sistema de coordenadas del eslabén ¢ con el sistema
de coordenadas del manipulador. Si el tensor de inercia Z; esté referido al centro de masa, no es
necesario considerar la matriz de rotacién R;, y la expresién se simplifica a:
1 " .
K= §qT S [vaTJ +JT T, g (2.16)
i=1
De las expresiones (2.15) y (2.13), se puede observar que la matriz de inercia M(q) es la suma de
los términos miJg; Jv; + in R,Z;RT J,,. Es decir:

n

M(q) =Y |miJlJu, + JE RTRT I, | (2.17)
M., M.,

donde los términos M,, y M., son los elementos de la matriz de inercia M (q) asociados a la velocidad
lineal y angular, respectivamente.
2.5.3. Energia potencial

Para el caso de un robot manipulador, la inica fuente de energia potencial es la gravedad. Cuando
asumimos que la masa de todo el eslabén estd concentrada en un punto, i.e., el centro de masa, la

energia potencial del i-ésimo eslabén se puede calcular como:
U = g"reimi, (2.18)

donde g es un vector que proporciona la direccién de la gravedad en el marco de referencia inercial, y

re; son las coordenadas del centro de masa del i-ésimo eslabén.
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Para un robot de n [GDL] la energia potencial total es la suma de las energfas potenciales de cada

eslabon, i.e.,
n n
U= ZUZ = ZgTTCimi. (2.19)
i=1 i=1

Se puede notar que la energia potencial depende de la configuracion del robot, i.e., de las posiciones

articulares g, pero no de las velocidades ¢ [Spong y Vidyasagar, 1989).

2.5.4. Ecuaciones de movimiento

FEl Lagrangiano, dado en la ec. puede ser entonces expresado como:

£= " M(@)a - Ula) (220)

Si desarrollamos las ecuaciones de Euler-Lagrange bajo esta estructura, podemos encontrar la

llamada forma compacta del modelo: [Kelly, et al., 2005]

M(q)qg+C(q,q9)q+G(q) =T (2.21)

La ecuacién es una ecuacién diferencial vectorial no lineal de segundo orden. Donde M (q) es
la matriz de inercia, C(q, q) es la matriz de fuerzas de Coriolis y centrifugas, G(q) es el vector de

gravedad y T es el vector de fuerzas y pares aplicados.

La matriz C(q,q) € R™*", es conocida como la matriz de fuerzas de Coriolis y centrifugas, y sus

elementos estdn dados por los llamados simbolos de Christoffel de primer tipo, de la siguiente manera:

1 (OMy;  OMy  OM;
Cij =5 + - 2.22
k(a) 5 ( 94, da; 90 ( )
Tal que, los elementos de la matriz C(q, ¢) estan dados por:
Cri(a,q) = Y cije(@)di (2.23)
i=1

Es posible demostrar que, a pesar de que la matriz de Coriolis y centrifuga pueda no ser tnica, el

vector C(q, q)q si lo es [Spong y Vidyasagar, 1989).

La matriz G(q) € R", es conocida como el vector de gravedad, y se puede simplemente definir

como el gradiente de la energia potencial U, i.e.,

Gla) = (2.24)
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Esta representacién del modelo dindmico es de gran utilidad y puede ser visto como un sistema
dinamico con entrada, el vector de fuerzas y pares 7, y salida, el vector de posiciones articulares q, asi

como el vector de velocidades articulares q.

Finalmente, se puede resumir el proceso de obtencién del modelo dindmico de un robot manipulador

en los siguientes pasos:

1. Obtener la cinematica directa del robot calculando las matrices de transformacién homogénea a

partir de una formulacién de Denavit-Hartenberg.
2. Calcular las matrices jacobianas de velocidad angular y lineal para cada eslabdn.
3. Calcular la matriz de inecria M (q) y la energia cinética.

4. Obtener la matriz de coriolis y centrifuga C(q, q) a partir de la matriz de inercia y los simbolos
de Christoffel.

5. Calcular la energia potencial utilizando las matrices de transformaciéon homogénea, las masas de

los eslabones y la gravedad.
6. Calcular el vector de gravedad G(q) a partir de la energia potencial.

7. Obtener el modelo dindmico en su forma compacta (ecuacién [2.21]).

2.6. Control de robots manipuladores

Para el alcance de esta tesis, se abordara especificamente el problema de control de seguimiento, o
tracking control. Este problema se refiere a la tarea de controlar las posiciones y velocidades de las
articulaciones de un robot manipulador para que sigan una trayectoria deseada. El problema puede

ser formulado con los siguientes términos:

Considerando el modelo descrito en la ecuacién y dado un vector de funciones vectoriales
acotadas q (), q4(t), g,(t), a las que podemos denominar referencias de posicién, velocidad y acelera-
cién, respectivamente, deseamos encontrar una funciéon vectorial 7 tal que las posiciones articulares g

sigan g4(t) de forma precisa [Kelly, et al., 2005].
De manera maés formal, esto es:

Para el problema de control de seguimiento, el objetivo consiste en encontrar un vector de control
sin restricciones T tal que,
lim g(t) =0, (2.25)

t—o00

donde g = g; — q denota el error de seguimiento de posicién.
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El problema de control para robots manipuladores es el de determinar las entradas para las
articulaciones requeridas para hacer que el efector final ejecute un movimiento deseado. Las entradas
de las articulaciones pueden ser fuerzas, pares, o pueden ser entradas a los actuadores, como por
ejemplo voltajes o corrientes de entrada a los motores, dependiendo del modelo usado para el diseno

del controlador. [Spong y Vidyasagar, 1989]

El control de un brazo manipulador es un desafio, debido a la naturaleza no lineal del sistema, su
estructura mecdnica compleja y la presencia de incertidumbres y perturbaciones. Es entonces necesa-

rio el uso de técnicas de control avanzadas para lograr un desempeio adecuado en la ejecuciéon de tareas.

Existen numerosas técnicas de control para alcanzar el objetivo de control de seguimiento, uno de
los enfoques principales para dicho fin, es el control basado en modelo, donde se destacan principalmen-

te dos controladores en la literatura: el Controlador por Par Calculado y el Controlador de Slotine & Li.

2.6.1. Controlador por Par Calculado

El modelo dindmico que describe a un manipulador 2:2] estd4 compuesto, en general, por funciones
no lineales de las coordenadas generalizadas (posiciones y velocidades articulares). Esta es una ca-
racteristica puede hacernos pensar que, dado cualquier controlador, la ecuacién en lazo cerrado nos
llevara a un sistema no lineal. Sin embargo, el Controlador por Par Calculado es una técnica que

permite linealizar el sistema en lazo cerrado.

La ley de control del par calculado estda dada por:
T = M(q) [44 + Kaq + K@) + C(q,4)q + G(q), (226)

donde § = q; —q y ¢ = ¢, — ¢ son los errores de posicién y velocidad, respectivamente. K,y K4 son
matrices simétricas y definidas positivas del tipo PD (Proporcional Derivativo). Es fécil notar que,
dado que las ganancias de velocidad y posicién no son constantes debido a que dependen explicitamente

del error de posicién g, la ecuacién [2.26] representa un controlador no lineal.

Por otro lado, si sustituimos la ecuacién [2.26] en la ecuacién 2.21] podemos ver el sistema en lazo

cerrado:
M(q)d = M(q) [4q+ Kaq + Kpq] - (2.27)

La matriz de inercia M (q) es simétrica y definida positiva, y por lo tanto también es invertible, la
ecuacion 227 se reduce a:
q+ Kqq+ Kp,q =0, (2.28)
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donde g se expresa en términos del vector de estado de los errores de posiciéon y velocidad como:

dfg] [o I 1q
7l = ] =

lo cual representa una ecuacién diferencial lineal auténoma.

2.6.2. Controlador Slotine-Li

[Slotine y Li, 1987] propusieron un controlador basado en pasividad para manipuladores. En este

trabajo estudiamos la version no adaptable del controlador Slotine-Li. La ley de control estda dada por:
T = Kpq + Kag + M(q) [Ga + Aq] + C(q,q) [44 + Ag] + G(q), (2.30)

donde A estd definido como:
A=K, 'K, (2.31)

y Kp, K, € R™™" son matrices simétricas y definidas positivas de disefio, como es usual, § = q; — q
denota el error de posicién. Es importante remarcar que se asume que la matriz C(q, q) se asume

modelada a partir de los simbolos de Christoffel.

De manera simple, podemos decir que la ley de control estd formada por un término [PD] més una

“compensacién®. Por lo anterior, este controlador también se conoce como con compensacion.

La ecuacién en lazo cerrado, obtenida al sustituir la ecuacién [2.30] en la ecuacion [2.21] es:
M(q) [q+ Aq] + C(q.q) [q+ Aq] = —Kpq — Kuq, (2.32)

AT
la cual, expresada en términos del vector de estados [q q} , es:

daf _ q
dt M [M(Q)1 [~Kya — Koa — Clq,4) [q+ Ad]] — 4q] 239



Capitulo 3

Modelo del Robot Manipulador QArm

La obtencién de las ecuaciones de movimiento del brazo manipulador QArm se realizé a través de la
formulacion de Euler-Lagrange y del conocimento de los parametros dindmicos del manipulador dados
por fabricante [Quanser, 2022]. En este capitulo se presenta el modelado dindmico del manipulador

QArm, el cual es necesario para el disefio de controladores y simulaciones del sistema.

3.1. Descripciéon del robot manipulador Quanser QArm

En esta seccion, abordaremos la descripcién de la planta experimental utilizada en este trabajo, el
robot manipulador Quanser QArm. Este robot es un manipulador serial de 4 [GDI]con una estructura

de tipo antropomorfica, se puede observar una imagen del robot en la figura

3.1.1. Caracteristicas y parametros

El Quanser QArm cuenta con 4 aunque en el presente trabajo solo se estudiara el robot
bajo 3[GDL] que son la base, el hombro, y el codo. La cuarta articulacién corresponde a la muiieca,
que no sera utilizada.

Estas articulaciones son accionadas por servomotores Dynamixel XM540-W270-T /R[Robotis, 2023].
El fabricante Quanser, provee tres diferentes formas de actuar sobre los servomotores, configurables
a través de Simulink, que son:

= Modo de posicién: En este modo, el usuario puede enviar una posicién deseada al servomotor,
y este se encargard de llevar la articulacién a la posicién deseada. Esto gracias a los controladores

internos de los servomotores.

= Modo de PWM: En este modo, el usuario puede enviar una senal de voltaje a través de

IModulacién por ancho de pulso (PWM, por sus siglas en inglés)| al servomotor.
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Figura 3.1 Robot manipulador Quanser QArm en el Laboratorio de Modos Deslizantes de la UNAM

= Modo de corriente: En este modo, el usuario puede enviar una referencia de corriente al
motor, en la hoja de especificaciones de los servomotores se describe la relacion par-corriente,

por lo que es posible controlar el par de salida del motor.

Cabe resaltar que, tanto el modo [PWM] como el modo corriente estédn en lazo abierto, es decir, ningin
controlador interno de los servomotores esté teniendo accion sobre la posicién de las articulaciones,
por lo que hay que o bien, sostener al manipulador para que no se caiga, o implementar un controlador

que mantenga la posicién deseada.

Para el uso efectivo de esta planta en experimentos, es importante entender su geometria, cine-
méatica y dindmica. Un diagrama de alambre, que muestra las posiciones de las articulaciones, los

eslabones del robot, asi como sus centros de masa se muestra en la Figura [3.2

Los parametros geométricos y dindmicos del robot manipulador QArm se muestran en la tabla
Los pardmetros I, 4, I,,;, corresponden a los momentos de inercia de los centros de masa de los

eslabones, mientras que los parametros m,, corresponden a las masas de los eslabones.

3.1.2. Espacio de trabajo

Como parte de una operacién segura de la planta, es importante conocer el espacio de trabajo del

robot, esto permite evitar colisiones con objetos cercanos, asi como evitar que el robot se salga de su
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Figura 3.2 Diagrama de alambre del robot manipulador Quanser QArm

rango de operacién.

El espacio de trabajo se define como el subconjunto del espacio cartesiano de todos los puntos

posibles que puede alcanzar el efector final. También llamado espacio alcanzable.

El manipulador tiene un alcance horizontal de 0.7536m. El alcance vertical es de 0.8936 debido a
la altura anadida desde la base. La figura muestra el espacio de trabajo del robot|Quanser, 2022].

Parametro Valor Parametro Valor
m 0.7906 kg mo 0.4591 kg
Acl 0.0399 m )\62 0.1071 m
Iia 1.489 x 1073 kg m? Ioa 1.922 x 10~% kg m?
my, - Ly* 9.610 x 1073 kg m?
ms3 0.269 kg my 0.257 kg
Acs 0.1561 m Acd 0.0998 m
Isa 2.679 x 10~% kg m? Iya 6.528 x 10~% kg m
I3r* 2.069 x 1073 kg m? I 1.120 x 10~3 kg m?
Al 0.14 m Ao 0.3556 m
Lo 0.35 m L3 0.05 m
Ly 0.25 m Ls 0.15 m
15} 8.13°

Tabla 3.1 Parametros geométricos y dindmicos del robot manipulador QArm
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Figura 3.3 Espacio de trabajo del robot manipulador QArm

3.2. Modelo dindmico del QArm

A continuacién, se presenta el modelo dindmico del robot manipulador QArm obtenido a través
de la formulacién de Euler-Lagrange. Un andlisis detallado de la obtencién de las ecuaciones de

movimiento se presenta en el apéndice [A]
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Ly

Figura 3.4 Diagrama de alambre del robot manipulador QArm

3.2.1. Cinematica directa

Como fue descrito en la Seccién [2.5] el primer requisito para obtener las ecuaciones de movimiento
de un robot manipulador es el conocimiento de la cinematica directa. Para obtener la cinemaética
directa del robot manipulador QArm es necesario definir un sistema de referencia para cada eslabén
segln las normas de Denavit-Hartenberg, esto es mostrado en la Figura [3.4

Una vez que se asignaron los ejes coordenados a cada articulacién, se procedié construir la tabla

de pardmetros de Denavit-Hartenberg, la cual se muestra en la Tabla [3.2]

Noétese que el manipulador mostrado en la figura [3.4] representa su posicién inicial o Home, en la

cual, el vector de angulos esta dado por:

61 0
™
0 -
o | =17 2 (3.1)
03 -5

04 0
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Los actuadores y encoders del manipulador estdn calibrados en esta posiciéon, por lo que si se
comanda una posiciéon de [0 0 0 0]7 el manipulador deberia regresar a Home, donde los encoders
tendran una lectura de [0 00 O]T. Es importante considerar este mapeo del espacio articular cuando

se realicen pruebas experimentales.

Con la tabla de parametros de Denavit-Hartenberg y haciendo uso de la ecuacion se procedié a

obtener las matrices de transformacién homogéneas.

Primera articulacion

OH, = : (3.2)

Segunda articulacion

cica —C182 —S81  A2C1C2

281 —S18 c AoCo S
Oy, — 251 182 1 20251 (3.3)
—S9  —Co 0 A — sy
0 0 0 1
Tercera articulacion
c1c23  S1  —C1523  A2Ci1C2
S1C93 —C1 —S818 A9 S1C
07, — 1C23 1 1523 251C2 (3.4)
—s23 0 —C23 A1 — A28
0 0 0 1

) a; (673 di 91

1|0 |-2|L |6
22| 0| 0|6
3/0|-2]0 |6

4| 0 0 | A3 |64
Tabla 3.2 Parametros de Denavit-Hartenberg del robot manipulador QArm
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Cuarta articulacién

€1C23C4 + S154 —C1C2354 + 81C4  —C1523  A2C1C2 — A3C1523

51C23C4 — €154 —S81C2354 — C1C4  —851523 A251C2 — A351523

°Hy = : (3.5)

—593C4 59354 —C23 A1 — A2s2 — Azca3
0 0 0 1

donde ¢; = cos(6;) y s; = sin(6;) y ¢ij = cos(0; + 6;) v sij = sin(6; + 0;)

3.2.2. Jacobiano Geométrico

Una vez que se obtuvieron las matrices de transformacion homogéneas, se procedié a obtener el

Jacobiano geométrico del manipulador.

Primer eslabon

0
0
0
J = 3.6
=1, (3.6)
0
_1_
Segundo eslabén
_—()\2 — )\02)8162 —()\2 — )\C2)6182_
()\2 - )\02)6162 —(>\2 - )\CQ>8182
0 —(A2 — Ae
Jy = ( 2 2)02 (3.7)
0 —S1
0 C1
. 1 O -
Tercer eslabon
[ s51(A\e3s23 — Aaca)  —c1(Ae3s23 + Aaca)  —c1)eacos
—c1(Ae3523 — Aaca)  —s1(Ae3s23 + Aac2)  —S1Ac3C23
0 Ac - A Ae
Jy = (Ac3s23 — Aaca) 3523 (3.8)
0 —S1 —S1
0 al c1
i 1 0 0 ]
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Cuarto eslabon

[—Xos1c2 + 82351(A3 — Aey)  —Aac182 — cazci(As — Aey)  —casci(As — Aey) 0
Aacica — 523¢1(A3 — Aey)  —A2s182 — €2351(A3 — Aey)  —c2351(A3 — Aey) 0
Jo— 0 —Aaco + s23(A3 — Aey) s23(A3 — A¢,) 0 (3.9)
0 —$1 —c1 —$23C1
0 c1 —51 —59351
L 1 0 0 —C23 |

3.2.3. Matriz de inercia y Energia cinética
Una vez que se obtuvieron la cinemética directa y los jacobianos geométricos, es posible calcu-

lar la matriz de inercia y por tanto, la energia cinética. Para ello, se hizo uso de las ecuaciones y

Para el tensor de inercia, se hicieron las siguientes consideraciones que simplifican el modelado del

robot:

= Los momentos de inercia estan principalmente alineados con el marco de referencia i. Esto hace

que los términos no-diagonales del tensor de inercia sean cero.

= Cada eslabon es tratado como un cilindro sélido. Por ello, los términos diagonales del tensor de

inercia son Z; 4 a lo largo del eje principal y simétrico sobre los otros dos ejes Z;y..

Las matrices de momentos de inercia, o tensores de inercia para cada eslabdn son:

Ly 0 0 Ira 0 0
ll'cl = 0 IlA 0 , QIcz = 0 IQL 0 )
0 0 Iig 0 0 Izp
Iy 0 0 Iy 00
T, =0 Iy 0, T, =10 Ly 0
0 0 I5a | 0 0 Iya
Primer eslabdén
M, =11 (3.11)
Segundo eslabén
I, —ma(Xa — A2)?((s2)% — 1 0
M, — |f2r ma(A2 — Ae2)*((s2)" — 1) (3.12)

0 Iop, + (51)% (Ina — Iap) + ma(Aa — A2)?
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Tercer eslabon

Por lo tanto,

Is4 + m3(Ac3s23 — )\202)2 0 0
Mz = 0 I3, +m3(A3 — 253003 + A%)  I3p + Aeama(Aez — A2s3)
0 Iy, + Acsms(Aes — A2s3) mg)\23 + I35,
(3.13)
Cuarto eslabén
My =

My(1,1) = Ina + ma(Acasas — Ags23 + Aaca)’
My(2,2) = I, + ma(N3 — 2530003 + 25302 et + AF — 2A30et + AY)
My(3,3) = Isg, + ma(A3 — Aes)? (3.14)
My(2,3) = My(3,2) = Iyp, — ma(As — Aea)(Aea — A3 + A2s3)
My(4,4) = Inya — Iyassy + Lupsss
My(1,2) = My(2,1) = My(1,3) = My(3,1) = My(1,4) = My(4,1) =0
My(2,4) = My(4,2) = My(3,4) = My(4,3) =0

Matriz de inercia total

Se suman las matrices de inercia de cada eslabdn para obtener la matriz de inercia total, esto se

ve en las ecuaciones con una descripcion término a término de la matriz M(q).

My1w Mz Mz My

M(q) = My May Maz Moy (3.15)
Msy My Msg Msy|’

My My Myz My

My = Isp + Ina + g + Lyt + ma(Aeasas — Azs2s + Aaca)? + ma(Aess23 — Aaca)?
+ macics(A2 — Ae2)? 4+ macsst (A2 — A2)?,

May = Iyp, + Isp, + Iup, + A3ma + Agms + A3my + A3ma + A2gmg + Apma + Aoyma + Ioast
— Ipps? — 2X2Xcama — 223 A eamy — 2X0X3mus3 — 2X0 333 + 20\ eamas3,

Mas = M3z = I3p + Inp, — ma(A3 — Aea)(Aea — A3 + A2s3) + Aeama(Aez — A2s3),

Mss = Iyp, + Iip, + Ngms + ma(As — Aea)?,

(3.16)

Myy = Iya — Iyasss + Iipsas,
Mo = M3 = Myy = Moy = Moy = M3y = M3zq = Mys = M3 =0
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3.2.4. Matriz de Coriolis y Centrifuga

La matriz de Coriolis y Centrifuga se obtiene a partir de los simbolos de Christoffel, como se
muestra en las ecuaciones y Ya que C(q, q) estd dada por la sumatoria de los simbolos de
Christoffel, primero se obtienen los simbolos de Christoffel para cada eslabén, la matriz C para cada

eslabon y finalmente se suman para obtener la matriz de Coriolis y Centrifuga total.

Primer eslabén

Cy = 0. (3.17)
Segundo eslabén
1. .
Co(1,1) = §Q1Q2811(I2A — Iryr)
1 . 1, 1 1
C(1,2) = G2 | =madiS22A5 — Mmagi S22 ade2 + =Mmadi1522A0 + =Ioasii — =larsi1
2 2 2 2
. (3.18)
C2(2,1) = —§m26]2822(>\2 —Ae2)?
C2(2,2) = —go §m2Q1522)\2 — M2q1522A2Ac2 + §m2(I1822/\62 + 5-’214511 - §IZL511 .
Tercer eslabon
C3(1,1) = m3gz(Ac3s23 — Aac2)(Ae3cas + A2dasa + Aezgacas)

(1,1)
(1,2) = m3d1G2d3(Ae3cas + A2s2)(Ae3s23 — Aaca)
(1,3) = Aeamsdidagacas(Aessa3 — Aaca)
(2,1) = —m3q1d2d3(Aczca3 + A2s2) (Ac3s23 — Aaca)
C3(2,2) = —A2Ac3madscs (3.19)
(2,3) = —A2Ac3magscs(ga + 1)
(3,1) = —Ae3msqgiGadacasz(Ac3s23 — Aaca)
(3,2)
(3,3)

= A2 Ae3m3¢2qgscs
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Cuarto eslabon

Ca(1,1) = —maqsga(Acasas — A3s23 + Aaca)(Azcas — Acacas + A2d2s2 + Azdacas — Acagacas)
Ci(1,2) = ¢u (14142823 — maq142q3(Acasas — Azs23 + Aaca)(Azc23 — Acacos + >\282)>
Cy(1,3) = da (LIAQSQS — ma14243c23(A3 — Aea)(Acasas — Azsa3 + >\202)>

Cy(1,4) = %I4A(1344523(Q2 +1)

C4(2,1) = —qu <I4,42323 — MaqG1G2G3(Acasas — Azs23 + Aac2)(A3cas — Acacos + )\282))
C4(2,2) = —Aamagsgacs(A3 — Aea)

C4(2,3) = —A2mag3qac3(A3 — Aea)(go + 1)

Cy(2,4) = —5 (Iars2233 — 11452233 + [14G1G4243523) (3.20)
Ca(3,1) = —%QA (I4A8523 — Maq14243c23 (A3 — Aea)(Acas23 — Azs23 + Aaca))

C4(3,2) = Aamugagsgacs(Az — Aea)

Ci(3,3) =0

Cy(3,4) = —%(]'4 (Iar.52233 — 11452233 + 114G1G2G3523)

Cy(4,1) = %I4AQ3Q4323(Q2 +1)

Cy4(4,2) = %@M (Iar52233 — 14452233 + 144G1G243523)

Cy4(4,3) = %CM (Lar52233 — 14452233 + 144G1G243523)

Cy(4,4) = —%(1'3(1452233(—7“ —I41)(¢2 + 1),

donde, s9233 = sin(2go + 2¢3) = sin(g2 + g2 + 3 + ¢3).
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Matriz de Coriolis y Centrifuga total

Las ecuaciones resultantes son muy largas, por lo que no se exresaran aqui, pero se hace énfasis en

que la matriz resultante estd expresada por los siguientes términos:

Cii = C1(1,1) + Co(1,1) + C3(1,1) + Ca(1,1)
Ciy = Cs(1,2) + C3(1,2) + Cy(1,2)

Ci3 = C3(1,3) + Cy(1,3)

Cuq = Cy(1,4)

Co1 = C(2,1) + C3(2,1) + Ca(2,1

Cog = C(2,2) + C3(2,2) + C4(2,2) 1)
Caz = C5(2,3) + Cu(2,3)

Coy = C4(2,4)

Cs1 = C3(3,1) + Cy(3,1

Caz = C5(3,2) + Cu(3,2

Cis3 = C3(3,3) + Cu(3,3)

Caq = C4(3,4).

3.2.5. Enmergia potencial y Vector de gravedad

Para la obtenciéon de la energia potencial de cada eslabdn, se considera la energia potencial
gravitacional de cada centro de masa. Se hizo uso de las ecuaciones y

La energia potencial total es:

U=U +Us+Us+ Uy
=mi1g(A — A1) + mag(A1 — (A2 — Ac2)s2) + m3g(A1 — Aezcaz — Aas2) (3.22)
+ mag(A1 — Aasg — c23(A3 — Aea)).

El vector de gravedad G(q) se obtiene a partir de la ecuacién y de la energia potencial obtenida.

0
gm3(Ac3s23 — Aaca) — gma(Aaca — s23(A3 — Aea)) — gmaca(Aa — le2)
gAc3m3s23 + gmasaz(A3 — Aea)
0

G= : (3.23)
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es entonces que tenemos todos los elementos para formar la dindmica del manipulador de la forma

compacta descrita en la ecuacién de forma més detallada, el modelo tiene la forma:

T1 My Mia Mz M| |G Cii Ci2 Ciz Cu| |¢1 G
2| _ M1 Mas Mag Moy | |Go n Co1 Coo Caz Co| |G n Ga (3.24)
T3 Mz1 Mzy M3z Mzs| |G3 C31 C32 C33 Cs34| |G3 G

T4 My My My Mag| |Ga Cyn Cuo Cuz Cus| |da Gy

3.3. Conversion de Par a PWM

De las tres formas de control admitidas por el Quanser QArm, se opté por controlar el robot
en modo [PWM] esta estrategia implica que se controlaréd el voltaje aplicado a cada motor en las
articulaciones. Sin embargo, las leyes de control propuestas en esta tesis estan dadas en términos de

par, por lo que es necesario realizar una conversién de par a [PWM]

[PWM] es una técnica utilizada para controlar dispositivos analgicos mediante una senal digital
de alta frecuencia. Funciona a través de la modulacién de una senal analdgica en una senal digital,
mediante un tren de pulsos que varian en ancho, mientras que la frecuencia es constante, variando asi

el llamado ciclo de trabajo o duty cycle [Yu, et al., 1997].

Es entonces necesario encontrar una relacién entre el voltaje aplicado a los motores y la salida
de par que producen. Para este fin, el voltaje del motor de corriente continua puede definirse de la

siguiente manera:

di
V= Ri—l—La + Kew, (3.25)
donde i es la corriente, R es la resistencia, L es la inductancia, % es la tasa de cambio de la corriente,

K. es la constante de fuerza electromotriz (EMF) y w es la velocidad angular del rotor. El cambio en
la corriente y el término de la constante EMF multiplicada por la velocidad del eje pueden asumirse
como despreciables en comparacién con la magnitud de R -+¢. La salida de par del motor también

puede expresarse en términos de la corriente, como sigue:

T = Ky, (3.26)

donde K; es la constante de par.

Si sustituimos la ecuacién [3.26| en la ecuacién obtenemos:
T
V=(—]R 3.27
(%) @20
Los valores de las constantes R y K; para el motor XMb540 se encuentran en la hoja de datos del
fabricante [Robotis, 2023]:
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Figura 3.5 Grafica de rendimiento del motor XM540.

12
R= -2 =27272[0],
14 (328)
10.6 [V - m] :
K, = 2LV T 9 4001 [N - m/A
t 1.4]4] 091N -m/A],

Esta es una relacién lineal que permite convertir el par en una sefial PWM] sin embargo, la hoja
de datos de los motores XMb540 ilustra una relacién no lineal entre el par y la corriente, tal como se

muestra en la figura 3.5

Para lograr una buena conversién de par a[PWM] se analizaron tres ajustes a la gréfica original de
par a corriente, uno de una relacién lineal calculado a partir de minimos cuadrados, el siguiente de
igual manera pero forzando el cruce por cero y finalmente un ajuste polinomial de segundo orden, tal
como se muestra en la figura [3.6] Se puede apreciar que en la grafica proporcionada por el fabricante
no se expresan los valores cercanos a cero de la relaciéon y la funcién de segundo orden propuesta
no es capaz de representar acertadamente estos valores, por lo que una combinacién de la funcién
polinomial y la recta con cruce por cero se propone para tomar en cuenta estos valores y el cruce por

cero. También es importante destacar que esta relaciéon debe ser simétrica en el tercer cuadrante, ya
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5 Ajuste por minimos cuadrados

Recta con cruce por cero

Ajuste polinomial (2)

T 4.5 45— =z T T
i=ar"+br+cC
Pendiente: 0.456981 Pendiente: 0.435100 a:0.017226
4 Intercepcion: -0.063514 1 4 1 Intercepcién: 0.000000 4 b:0.301767 1
Error promedio: 4.014% Error promedio: 4.190% c:0.179118

35 i 35t 35 Error promedio: 0.369% 4
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Par (Nm) Par (Nm) Par (Nm)

Figura 3.6 Comparacion de la relacion lineal y la relacién polinomial de segundo orden.

Relacion de corriente a par propuesta
T T T T T T T

10

Figura 3.7 Relacién de conversién de par a corriente.

que el motor puede girar en ambas direcciones. Una vez que se consiguié esta relacion a través de la
combinacién de ambas funciones, se obtuvo la relacién de conversién mostrada en la figura una

funcion a trozos definida por:

0.43517
0.01722672 + 0.3017677 + 0.179118
—0.01722672 — 0.3017677 — 0.179118

si —0.17 <7 <0.17,

i= siT>0.17 (3.29)

siT < —0.17.
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Una vez que se tiene la conversién de par a corriente, se puede obtener la conversiéon de corriente a
[PWM] utilizando la relacién lineal de la ecuacién y luego dividiendo sobre el voltaje maximo del

motor, es decir,

Ri V

PWM == = —.
WM=1 =1

(3.30)



Capitulo 4

Control por Modos Deslizantes

El control por modos deslizantes nace de la premisa de que, para un problema prictico de
control, siempre habra incertidumbres debidas a las perturbaciones externas, parametros descono-
cidos o inexactos, y las llamadas dindmicas pardsitas o no modeladas. El diseno de controladores

que sean robustos a estas incertidumbres es un problema de gran importancia en la ingenieria de control.

Para el caso de un manipulador esto es especialmente cierto, ya que su estructura mecanica es
compleja y altamente no lineal. Ademads, se tiene que considerar que hoy en dia los manipuladores son
utilizados en una amplia gama de aplicaciones, desde cargar objetos de diferentes dimensiones y pesos,
hasta realizar tareas de alta precisién sobre diferentes superficies y entornos, lo cual se puede modelar

como incertidumbre paramétrica o perturbaciones exdgenas.

Para ilustrar el funcionamiento de un controlador por modos deslizantes, consideremos un sistema

de segundo orden de la forma:
&= f(@,1) + u(b), (4.1)

donde f(x,t) es una funcién que contiene al modelo dindmico del sistema, sus pardmetros inciertos y

perturbaciones, mientras que u(t) es la entrada de control.

Desarrollando el espacio de estados para visualizar mejor al sistema de segundo orden, esto es:

(4.2)

T
.1"2 f(l’l,l‘Q,t) +u(t)

tal que el término f(x1,x9,t) se asume acotado, es decir, |f(z1,z2,t)] < L > 0.

Cuando no existe entrada de control, esto es, u(t) = 0, el sistema desarrolla su comportamiento
natural, tal como se muestra en el plano fase de la figura 4.1} a esta grafica también se le conoce como
trayectorias del sistema. Si se propone una dindamica compensada deseada para el sistema de la

forma:
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=

Z1
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i
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Figura 4.1 Visualizacién de la trayectoria de un sistema de segundo orden arbitrario.

superficie deslizante To

-

T

Figura 4.2 Espacio de estados con superficie deslizante

Z1+cry =0, c>0, (4.3)

dado que z5(t) = #1(t), la solucién general para [4.3[ es:

x1(t) = x1(0)e™
xo(t) = —cx1(0)e™,

debido a las exponenciales negativas, tanto x;(t) como z2(t) tienden a cero cuando t — oo de manera

asintética.

Es claro ver de que, para un sistema mecanico, la entrada de control sélo nos permite modificar
la velocidad y no la posicién. Sin embargo, podemos proponer una superficie deslizante o(x) de la

forma:

o(x) =z2+cxr1, ¢>0 (4.5)

en el espacio de estados y buscamos que o(x) = 0, entonces la superficie deslizante es una linea recta

en el plano fase, tal como se muestra en la figura
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Para poder alcanzar convergencia asintética de las variables z1 y 2 a cero, es decir, limy_, o 21 (t), z2(t) =
0, con una taza de convergencia como la de [£.4] debemos llevar a la variable deslizante a cero por
medio de la variable de control u(t). Esto se puede lograr aplicando técnicas de funcién de Lyapunov
a la dindmica de la variable deslizante o a partir de las ec. y [Shtessel, et al., 2014].

0 =cxo+ f(x1,x2,t) +u(t) =0, o(0)=o0p. (4.6)

A través del andlisis en [Shtessel, et al., 2014], se nota que es necesario buscar un control que pueda
atraer las trayectorias del sistema a la superficie de deslizamiento, y que una vez en ella, se manten-

gan ahi. La conclusion a la que se llega a través del analisis de Lyapunov es que es necesario que gd < 0.

V =06 = o(cas + f(x1,x2,t) +ult)). (4.7)
Una funcién de control en u que lleve a las trayectorias de o a cero en tiempo finito es:
u(t) = —cxe — psgn(o), (4.8)
donde p > 0 es una ganancia de disetio, dada por:
Q
p:L+§, a > 0. (4.9)

El control por modos deslizantes presenta el defecto de implementacion en la funcién signo, donde
el controlador puede presentar un comportamiento no deseado en la vecindad de cero, este compor-
tamiento es conocido como chattering y consta de oscilaciones con una amplitud finita y una alta

frecuencia que se puede ver como 'zig-zag" en la senal de control.

En muchas aplicaciones practicas —y en este caso particular, los motores de [Corriente Directal

(DC, por sus siglas en inglés)|— es importante mitigar el efecto de chattering en el controlador, ya que

puede ser perjudicial y reducir la vida 1til del motor, ademaés representa un gasto energético importante.

Los algoritmos de (Modos Deslizantes de Alto Orden (HOSM, por sus siglas en inglés)|) han

demostrado reducir el efecto del chattering, manteniendo la robustez de los Modos Deslizantes de
primer orden y mejorando su precision [Fridman y Levant, 2002]. La desventaja de imponer un Modo
Deslizante de r-ésimo orden es la necesidad de conocer las derivadas de alto orden de las salidas del
sistema, 0,7, ...0" 1. Sin embargo, en un caso especial de Modos Deslizantes de segundo orden, la

informacién de la segunda derivada no es necesaria. Este es el llamado "Super-Twisting Algorithm
(STA)"[Levant, 1998].
4.1. Algoritmo Super-Twisting

El algoritmo [STA] es una modificacién del control por modos deslizantes descrito en [4.8 que busca

reducir el efecto de chattering debido a la discontinuidad de la funcién signo. El [STA] parte de la idea
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Funcién signo y funcién de potencia signada
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Figura 4.3 Comparacion de la funcién signo y la potencia signada

de que el control de switcheo es impractico y un control continuo es una necesidad.

El algoritmo [STA] usa el concepto de potencia signada, que es una funcién continua, cuyo compor-
tamiento es similar al de la funcién signo, pero no presenta la discontinuidad en cero. De la figura [4.2]
podemos ver la diferencia de la potencia signada respecto a la funcion signo. La potencia signada se

puede definir como:

Laﬂi = |:L'|ésgn(:n) (4.10)

La funcién de control para el algoritmo [STA| [Shtessel, et al., 2014], estd dada por:

u= c Laﬁ%—u

., ¢=15VL, b=1.1L. (4.11)
v=bsgn(o)

El tiene las siguientes propiedades [Shtessel, et al., 2014]:

= Es un controlador de segundo orden, ya que lleva a la variable deslizante y su derivada a cero en
tiempo finito, i.e., 3, > 0: 0(t) = o(t) = 0Vt > t,.

1
» Es un controlador contiuno, ya que ¢ |02 y el término v = b [ sgn(o)dt son continuos. Se puede

decir que el efecto de chattering del término sgn(o) se "esconde" bajo la integral.

Para el caso de un manipulador de 3 [GDL] se puede utilizar esta ley de control en cada ca-

nal, es decir, en cada articulacién. Sin embargo, una versién multivariable del [STA]se propone en

[Nagesh vy Edwards, 2014]. Usar un controlador con estas caracteristicas por sobre el presentado ante-

riormente en presenta la ventaja de que no es necesario sintonizar las ganancias de disefio para
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cada articulacién, ya que es posible utilizar las ganancias propuestas en [Levant, 1998§].
Una version multivariable del estd definida en [Nagesh y Edwards, 2014] con la forma

o
Ustq = —kl (HO’||1/2> - ]CQO' +z

ks (‘7> ko,
o]l

donde k1, ko, k3, ks € R™ ™ son matrices de ganancias de disefio, usualmente diagonales, y z € R™ es

(4.12)

un vector auxiliar que se representa al término integral. Esta contempla todos los canales (es decir un
vector, no una sola variable) y en lugar de una funcién signo o una potencia signada, usa la divisiéon
por la norma, i.e. W,donde o € R™ es un vector que contiene las superficies de deslizamiento de

las n articulaciones.

4.2. Par Calculado + [STA] multivariable

A partir de la ley de control de Par Calculado descrita en [2.26] se propone afiadir la entrada
robusta del [STAl multivariable definida en [4.12] de la forma

T = M(q) [dq + usta] + C(a,9)q + G(q). (4.13)

Tomando como referencia la ecuacién de lazo cerrado 2:28] y sustituyendo el término [PD]por el término
el sistema en lazo cerrado de estd dado por

G+ ustg = 0. (4.14)

4.3. Slotine-Li + [STA] multivariable

Una idea similar se puede aplicar al controlador Slotine-Li descrito en [2.30} esto es, sustituyendo
el término [PD] del controlador Slotine-Li por el término [STA] multivariable, como se muestra en la

ecuacién [4.15)

T = Usta + M(q) [Ga + AQ] + C(q, q) (44 + AG] + G(q) (4.15)

Teniendo una ecuacion en lazo cerrado de la forma:

M(q) [q+ Aq) + C(q,q) [q + Aq] = —usa (4.16)






Capitulo 5

Implementacion de controladores en el

QArm

Luego de obtener la dindmica del manipulador, se vuelve necesario buscar un control que pueda
seguir una trayectoria en el espacio articular lidiando con perturbaciones, incertidumbre paramétrica
v no linealidades. En este capitulo se presentan los resultados tanto simulados como experimentales
de la implementacion de distintos controladores en el manipulador, asi como la comparacion de los

mismos.

5.1. Trayectorias de referencia

Como se definié anteriormente, el objetivo de control es de seguimiento, por lo que la eleccion
de una trayectoria apropiada y desafiante para los controladores es crucial. Para este propdsito se

eligieron las siguientes trayectorias, propuestas en [Kelly, et al., 2005]:
qa;(t) = b; [1 - e_th} +¢ {1 - 6_2t3} sin(wjt) (5.1)

donde b;, ¢; v w; son constantes que definen la amplitud, frecuencia y fase de la senoide, respectivamente,
para cada articulacion. Para este trabajo se eligieron los valores de la tabla para las constantes de

las trayectorias.
Notar que las trayectorias tienen caracteristicas importantes:

Tabla 5.1 Parametros de las trayectorias

Articulacién | b; ¢ | w;
e IEIE
2 |z |-5l%
s [-#]-8]3
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Figura 5.1 Trayectorias de referencia y sus derivadas para cada articulacion.

= La trayectoria contiene un termino senoidal para evaluar el rendimiento del controlador siguiendo

movimientos peridédicos.

= También contiene un término creciente para llevar al robot al punto de operacion sin llevar a los

actuadores a saturacion.

= El moédulo y la frecuencia se deben elegir cuidadosamente para evitar saturacion de los actuadores.

= La trayectoria es continua y diferenciable.

Una grafica de las trayectorias deseadas, asi como de sus derivadas, se muestra en la figura

La primera y segunda derivadas de obtenidas directamente de forma analitica son:

4, (t) = 6bﬁ2€72t3 + 60it2€72t3 sin(w;t) + {ci — cie*2t3] w; cos(wjt) (5.2)
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Figura 5.2 Modelo CAD del robot manipulador QArm.

Ga, (t) :12bite*2t3 — 36b,~t4672t3 + 120it672t3 sin(w;t)
— 360it4e_2t3 sin(w;t) + 120it26_2t3w,- cos(w;t)
— [ci - cie_2t3] w? sin(w;t) (5.3)

i

5.2. Simulaciones

Para las simulaciones se utiliz6 un modelo en |Diseno Asistido por Computadora (CAD, por sus|

[siglas en inglés)| del manipulador, el cual fue importado a MATLAB/Simulink usando la paqueteria de

Simscape, la cual permite modelar sistemas fisicos de manera mas sencilla. En la figura se muestra el
modelo 3D del manipulador [Quanser, 2022]. Dado que la pinza no estd modelada por el fabricante, se

agregaron cuerpos rigidos de las mismas dimensiones que la pinza real, para poder visualizar esta parte.

Ademads, no se aplic6 movimiento de la cuarta articulacion, es decir, la trayectoria se puso en cero,
ya que no es de interés para este trabajo, a pesar de que se incluyé en el modelado del capitulo anterior.
Otra consideracion es que a las simulaciones se les agregé una componente de “perturbaciéon” en forma
de sumas senoidales, con el fin de simular un ambiente no ideal y perturbaciones al sistema. En la figu-

ra[5.3]se muestra la grafica de esta funcién de perturbacién creada a partir de la siguiente suma de senos:

4
Upert; () = Z A;sin(27 fit), (5.4)
=1

donde A; es la amplitud de la senoide i y f; es la frecuencia de la senoide i, y se eligieron los valores

en la tabla [5.2] para las amplitudes y frecuencias de las senoides, estas amplitudes y frecuencias se
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Senal de perturbacién con multiseno
T T T T

Torque (Nm)

Tiempo (s)

Figura 5.3 Funcién de perturbacién para las simulaciones.

generaron de manera aleatoria.

Para la implementacién de las simulaciones se programé un modelo en Simulink, el cual se muestra
en la figura En este modelo se implementaron los controladores a probar con Matlab Function!]

asi como las trayectorias deseadas, el modelo del manipulador y la perturbacion.

Después se obtuvieron las graficas de interés de cada simulacion, como lo son las graficas de error
de seguimento, posiciones, velocidades y torques de las articulacione, asi como el comportamiento de
la superficie deslizante en los controladores popuestos en y

5.2.1. Controlador por Par Calculado

Atendiendo a la ley de control 2:26] se implementé un controlador por par calculado en Simulink, a

través de los Matlab Functions mencionados anteriormente.

Los Matlab Functions son bloques de simulink en los que se puede incluir c6digo de Matlab a forma de funciones

Senoide | Amplitud | Frecuencia
1 0.0407 0.1
2 0.0064 55
3 0.0307 2
4 0.0066 200

Tabla 5.2 Amplitudes y frecuencias de las senoides
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Figura 5.4 Modelo de Simulink para las simulaciones.

Errores de seguimiento

qd1 VS. gm1

Angulo (rad)

30 40 50 60

Angulo (rad)
o
o

qd2 VS. qm2
T

0 10 20 30 40 50 60
qd3 VS. Gm3
0 T T T T T
= Deseada
K —Medida
2 -0.5[
=1
j=2)
c
<
4 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)

%107

spl0? : & : :
=1
s
o
e
i
5 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
-3 3
1010 ‘ ; ; ‘ ‘
=)
g
=5
<
]
0 . . h . .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)

Figura 5.5 Simulacién. Errores de seguimiento para el controlador por Par Calculado sin perturbacion.

Primero se realizé la simulacién en Simulink usando el controlador por Par Calculado, con las

trayectorias de referencia definidas en [5.1] y sin perturbacién. Los errores de seguimiento se muestran

en la figura [5.5]

Luego, se realiz6 la simulacién con perturbaciones, y los resultados se muestran en la figura [5.6]

Se puede observar que el control por Par Calculado es efectivo, y tiene cierto nivel de robustez

gracias al término |15_U|, sin embargo ante perturbaciones externas, el controlador no es capaz de seguir

la trayectoria de referencia de manera precisa.
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Figura 5.6 Simulacién. Errores de seguimiento para el controlador por Par Calculado con perturbacién.
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Figura 5.7 Simulacién. Errores de seguimiento para el controlador Slotine-Li sin perturbacién.

5.2.2. Controlador Slotine-Li

La version no adaptable del controlador Slotine-Li fue programado siguiendo la ley de control

descrita en y se implement6 en Simulink. Se realizaron las simulaciones sin perturbaciones, y los

resultados se muestran en la figura [5.7]

Posteriormente, se afiadieron perturbaciones a la simulacion, y los resultados se muestran en la

figura [5.8
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Figura 5.8 Simulacion. Errores de seguimiento para el controlador Slotine-Li con perturbacién.

Se puede observar un nivel de mejora con respecto al control por Par Calculado en cuanto a la
robustez ante perturbaciones, el controlador Slotine-Li es capaz de seguir la trayectoria de referencia

de manera mas precisa, el error de seguimiento es menor en casi un orden de magnitud.

5.2.3. Controlador Par Calculado + [STA] multivariable

El controlador Super-Twisting fue implementado en Simulink siguiendo la ley de control propuesta
en Se realizaron las simulaciones sin perturbaciones, y los resultados del comportamiento del
seguimiento, as{ como de la sefial de control y la superficie se muestran en las figuras [5.9] y [5.10}

respectivamente.
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Errores de seguimiento
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Figura 5.9 Simulacién. Errores de seguimiento para el controlador Par Calculado + sin perturba-
ciones
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Figura 5.10 Simulaciéon. Comportamiento de la superficie deslizante y la sefial de control: Par Calculado
+ @ sin perturbaciones

Posteriormente, se afiadieron perturbaciones a la simulacién, y los resultados se muestran en las
figuras B-I0)y
En este caso se observa la capacidad de la entrada robusta del [STA] multivariable para seguir la

trayectoria de referencia en presencia de perturbaciones, el error de seguimiento es menor que en su
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Figura 5.11 Simulacién. Errores de seguimiento para el controlador Par Calculado + con
perturbaciones
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Figura 5.12 Simulacién. Comportamiento de la superficie deslizante y la senal de control: Par Calculado
+ @ con perturbaciones

contraparte sin [STA]y se mantiene con un error bajo incluso ante las perturbaciones aplicadas.



56

Capitulo 5. Implementacién de controladores en el QArm

Angulo (rad)

qd1 VS. qm1

Errores de seguimiento

Angulo (rad)
o
(4]

- Deséada
Medida

/

0 10 20 30 40 50
qd3 VS. Gm3
0 T T T T T
. Deseada
K ——Medida
2 -0.5H
3
=
c
<
4 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)

x10°®

x10*

20 30 40

@

x10*

20 30 40

[
T

50

20 30 40
Tiempo (s)

50

60

Figura 5.13 Simulacién. Errores de seguimiento para el controlador Slotine-Li + sin perturbaciones
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Figura 5.14 Simulacién. Comportamiento de la superficie deslizante y la senial de control: Slotine-Li +

[STA] sin perturbaciones

5.2.4.

Controlador Slotine-Li + STA multivariable

El controlador propuesto en fue implementado en Simulink, y se realizaron las simulaciones

sin perturbaciones, y los resultados del comportamiento del seguimiento, asi como de la sefial de

control y la superficie se muestran en las figuras [5.13] y respectivamente.
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Posteriormente, se afiadieron perturbaciones a la simulacién, y los resultados se muestran en las

figuras BT5 v
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Figura 5.15 Simulacién. Errores de seguimiento para el controlador Slotine-Li + con perturbaciones
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Figura 5.16 Simulacién. Comportamiento de la superficie deslizante y la sefial de control: Slotine-Li +
[STA] con perturbaciones

Se observo una mejora en el seguimiento de la trayectoria con respecto al controlador Slotine-

Li sin [STA] y se mantuvo un error bajo ante las perturbaciones aplicadas, aunque el resultado no
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es tan contrastante debido a que el controlador sin[STA]ya tenfa un buen desemperio en las simulaciones.

5.3. Resultados Experimentales

Para la implementacién de los controladores en el QArm, se utilizé el mismo modelo de Simulink
como base, pero se anaden los bloques de comunicacién con el hardware dados por el fabricante. En

la figura[5.17]se muestra el modelo de Simulink para la implementacién de los controladores en el QArm.

GLADO
el Seect Lz 2es
D——a Current Control Mode
QArm i
~~~~~~~~~ 3 [
geserd <= - et e
Stotnesli £ o =
e ¢ - G s 1 B>
oo e
== et e = =G
e=
-------- o+ -

Figura 5.17 Modelo de simulink para la implementaciéon de controladores en el QArm.

Luego de realizar un experimento con duracién de un minuto para cada uno de los controladores

propuestos, se obtuvieron los resultados de seguimiento de las trayectorias de referencia.

5.3.1. Controlador por Par Calculado

Se realizé la implementacién del controlador por Par Calculado en el manipulador real, y se

obtuvieron los resultados de seguimiento de las trayectorias de referencia. Los resultados se muestran

en la figura

Se puede observar un considerable error en el seguimiento de trayectorias, lo cual se puede atribuir
a la incertidumbre paramétrica y dindmicas no modeladas del manipulador, el control por Par Cal-
culado no es capaz de seguir la trayectoria de referencia de manera precisa, a pesar de que se busco

exahustivamente de manera experimental la sintonizacién de las ganancias del controlador.

5.3.2. Controlador Slotine-Li

Los resultados de la implementacién del controlador Slotine-Li para seguimiento de trayectoria en

el Quanser QArm se muestran en la figura [5.19
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Figura 5.18 Errores de seguimiento para el controlador por Par Calculado.
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Figura 5.19 Errores de seguimiento para el controlador Slotine-Li.

El controlador Slotine-Li es capaz de realizar un seguimiento apropiado de las trayectorias, a pesar
de que se observa un error de seguimiento en la articulaciéon 2, el controlador es capaz de seguir la

trayectoria de referencia de manera aceptable.
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5.3.3. Controlador Par Calculado + [STA] multivariable

Los resultados de la implementacién del controlador Par Calculado + [STA] multivariable, tal como
se propone en [£.13] para seguimiento de trayectoria en el Quanser QArm se muestran en la figura

[5.20], mientras que el comportamiento de la sefial de control y de la superficie deslizante se muesntra

en la figura [5.21]

Errores de seguimiento

qd1 VS. Gm1 qQ
0 T T T T T 0.177 T T T T T
—_ = =Deseada
K ——Medida )
o ‘:’ A
s 0.5 5 O = My~ WY
£ w
4 . ! . . . 01 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
; a2 VS. Gm2 [
A~ — - — - -
= / \ / A \ = =Deseada 0.1
K | ' \ | . Medida | g
o 0.5F \ / y \ =
= / \ 5 ©
2 | \ \ &
< A \ / \ /
0f ™/ | NS NS 1 0.4k ‘ ‘ ‘ | |
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
qd3 VS. Gm3
0 T T T T T
- Deseada
K —Medida )
2051 =
> o
14 =
<L w .
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 5.20 Errores de seguimiento para el controlador Par Calculado + multivariable.

Los resultados experimentales revelan una evidente mejora en el rendimiento, el controlador Par
Calculado + [STA] multivariable es capaz de seguir la trayectoria de referencia de manera precisa,
demostrando que la entrada robusta del [STA] multivariable puede lidiar con las incertidumbres para-

métricas y dindmicas no modeladas del manipulador.

5.3.4. Controlador Slotine-Li + [STA] multivariable

Los resultados de la implementacién del controlador Slotine-Li + [STA] multivariable propuesto en
para seguimiento de trayectoria en el Quanser QArm se muestran en la figura [5.22] mientras que

el comportamiento de la senal de control y de la superficie deslizante se muesntra en la figura [5.23

Este controlador demuestra el mejor desempeno entre los controladores probados experimental-
mente, el controlador Slotine-Li + [STA] multivariable es capaz de seguir la trayectoria de referencia de
manera precisa, si bien el controlador Slotine-Li ya tenia un buen desempefio, la entrada robusta del

[STA] multivariable parece lidiar correctamente con incertidumbres, mejorando el desemperio.



5.3 Resultados Experimentales 61

Superficies deslizantes y sefiales de control

Superficie deslizante Articulacion 1 Sefial de control 1

5 T - T T
EOof
<
offjr P S ————— 22 |
S
=l ]
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
10 Superficie deslizante Articulacion 2 Seiial de control 2
E of 1
z
0 o -2 1
=3
S i
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
10 Superficie desli Articulacion 3 Senal de control 3
T . T . T 0 T T T
E
Z.2
(o]
=}
o
S -4
i
0 10 20 30 40 50 60
Time (s) Time (s)

Figura 5.21 Comportamiento de la superficie deslizante y la sefial de control: Par Calculado +
multivariable.
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Figura 5.22 Errores de seguimiento para el controlador Slotine-Li + multivariable.
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Superficies deslizantes y sefiales de control
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Figura 5.23 Comportamiento de la superficie deslizante y la sefial de control: Slotine-Li + [STA
multivariable.



Capitulo 6
Conclusiones

En el presente trabajo se ha demostrado que la incorporacién del algoritmo [STA] multivariable a
los denotados controladores cldsicos, como el Control por Par Calculado y el controlador Slotine-Li,
mejora significativamente el rendimiento del manipulador robdtico en el seguimiento de trayectorias.
La robustez del sistema se ve incrementada, permitiendo mitigar los efectos de dindmicas no modeladas

y perturbaciones externas, lo que se traduce en un seguimiento de trayectorias més preciso.

Uno de los aspectos destacados de los esquemas de control propuestos es el bajo impacto del
fenémeno de chattering, cominmente asociado a los controladores basados en modos deslizantes. La
implementaciéon del multivariable proporciona una accién de control suave y continua, evitando
la presencia de oscilaciones en la senal de control, ya que estas pueden ser perjudiciales y comprometer

la integridad mecanica del manipulador y reducir el desempeno del controlador.

Los resultados experimentales obtenidos respaldan la efectividad del multivariable como una
adiciéon robusta a los controladores convencionales. La combinaciéon de técnicas de control basadas
en modelo, con el enfoque robesto del multivariable, demostré ser una estrategia efectiva para
mejorar el rendimiento de los manipuladores robéticos en tareas de seguimiento de trayectorias en

presencia de incertidumbre paramétrica y perturbaciones externas.

6.1. Trabajo Futuro

A pesar de los resultados prometedores obtenidos en este trabajo, existen areas de oportunidad
que pueden ser exploradas en futuras investigaciones. Algunas de las posibles extensiones de este

trabajo son:

= Analisis de estabilidad: se propone realizar un analisis exhaustivo de la estabilidad de los
controladores propuestos. Este andlisis permitird entender mejor las condiciones bajo las cuales

los controladores garantizan un desempenio estable y robusto.
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= Sintonizacién y calculo de ganancias: asimismo, se sugiere explorar métodos de sintonizacién
de ganancias de manera analitica, lo que podria optimizar el desempenio del sistema y facilitar

su implementacién en aplicaciones practicas.

= Evaluacién de algoritmos mejorados del STA multivariable: Investigar la implementacién
de versiones avanzadas del STA multivariable, como los algoritmos con ganancias adaptables,

para mejorar la adaptabilidad y el rendimiento del control en diversas condiciones operativas.

= Exploracién de otros controladores robustos: Probar otros esquemas de control robusto,
tales como controladores basados en esquemas PID-Like, para comparar su efectividad y poten-
cialmente encontrar soluciones atin mas eficientes y precisas para el control de manipuladores

robéticos.



Apéndice A

Modelado dinamico del QArm

A.1. Cinematica directa

Como fue descrito en la seccién el primer requisito para obtener las ecuaciones de movimiento
de un manipulador es el conocimiento de la cineméatica directa. Para obtener la cinematica directa del
manipulador QArm es necesario definir un sistema de referencia para cada eslabén segiin las normas
de Denavit-Hartenberg, esto es mostrado en la figura

Una vez que se asignaron los ejes coordenados a cada articulacién, se procedié construir la tabla
de pardmetros de Denavit-Hartenberg, la cual se muestra en la tabla

Tabla A.1 Pardmetros de Denavit-Hartenberg del manipulador QArm

T a; | o | d;i | 6;
1 5| L1 | 61
2| 0 0 | 62
3|0 | -51]0 |63
410 0 | A3 | 6y

0 —

Notese que el manipulador mostrado en la figura representa su posicion inicial o Home, en la

cual, el vector de dngulos esta dado por:

0, 0

T
03 _B
04 0

Los actuadores y encoders del manipulador estan calibrados en esta posicién, por lo que si se
comanda una posiciéon de [0 0 0 07 el manipulador deberfa regresar a esta posicién, donde los encoders

tendran una lectura de [0 0 0 0]7. Es importante considerar este mapeo del espacio articular cuando
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Ls Ly Ls

Ly

Figura A.1 Diagrama de alambre del manipulador QArm

se realicen pruebas experimentales.

Con la tabla de pardmetros de Denavit-Hartenberg y haciendo uso de la ecuacién [2.3] se procedié a

obtener las matrices de transformacién homogéneas.

Primera articulacién

C1 0 —S51 0

OH, = (A.2)



A.1 Cinemética directa 67

Segunda articulacion

—02 —S92 0 )\202
0 A
1y, = S92 C2 252
0 0 1 0
_0 0O O 1
OHy = "Hy 'H, (A.3)
_6162 —C1892 —81 )\26162
0H2 _ C281 —S8182 C1 )\26281
—S89 —C2 0 )\1 — )\252
0 0 1
Tercera articulacién
c3 —s3 0
0 0
2fy = |7 “ (A.4)
0 -1 0 O
0 0 0 1
OHy = °H,2H;
c1c23 81 —C1823  AaCico
OH3 _ §1C23 —C1 —S81S523 )\28102 (A5)
—s923 0 —C23 A1 — A2s2
0 0 0 1
Cuarta articulacion
Cq4 —84 0 0
0 O
3H4 — 84 C4 (A6)
0 0 1 Mg
0 0 0 1
'H, = °H33H,
€1€23C4 + S154 —C1C2354 + S1€4  —C1523  A2C1C2 — A3C1523
07, — 51C23C4 — €184 —81C2354 — C1C4  —S51523  A251C2 — 351523 (A.7)
—823C4 82354 —C23 A1 — A282 — A3C23
0 0 0 1

Donde ¢; = cos(6;) y s; = sin(6;) y ¢ij = cos(6; + 0;) y sij = sin(6; + 0;).
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A.2. Jacobiano Geométrico

Una vez que se obtuvieron las matrices de transformacion homogéneas, se procedio a obtener el

Jacobiano geométrico del manipulador.

Primer eslabén

En la figura que corresponde a un diagrama de alambre del primer eslabén, se muestra
la posicién del centro de masa sobre el eslabén. Se realiza la cinematica directa hasta el centro de
masa de interés, segin la tabla Esta posicién nos permitira obtener la parte lineal del Jacobiano
geométrico, ya que podemos conocer el vector de posicién del centro de masa con respecto al sistema

de referencia base.

Figura A.2 Diagrama de alambre al centro de masa del primer eslabén

i a; | oy d; 0;
11010 | A=A | Oy

Tabla A.2 Pardmetros de Denavit-Hartenberg del centro de masa del eslabén 1

ci —s1 O 0
s1 c1 0 0
0 0 1 A—2MXa
0O 0 0 1

OHcl =

Obtenemos el jacobiano geométrico a partir de las ecuaciones [2.6
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Para el la parte rotacional (J,, ), se extrae el vector °zg de la matriz de rotacién los primeros
tres renglones de la tercera columna, que corresponde al eje de rotacion del eslabén 1:

0
Ju, =

(A.9)

masa del eslabon 1:

Para la parte lineal o traslacional (J,, ), se extrae el vector Yo; de la matriz de transformacién
los primeros tres renglones de la cuarta columna, que corresponde al vector de posicion del centro de

(A.10)
A1 — A
(ec. [2.7)), tenemos que:

Y haciendo uso de la propiedad de las matrices antisimétricas para el producto cruz de dos vectores

0 0 0 -1 0 0 0
oy =20 x (Poc, = Poo) = 0| x| 0 [=|1 0 of| o |=]o (A.11)
1 Al — At 0 0 0] [AM—Aa 0
Finalmente, el Jacobiano geométrico del eslabén 1 es:

J,
I = 1 A.12
1 l lel (A12)
Segundo eslabén

Siguiendo el mismo procedimiento para la segunda articulacién, observamos la figura y cons-
truimos la cinematica directa al segundo centro de masa, segin la tabla

7 a; (67 di Gi
1 0 —T A | 60
21 X—=A2| O 0 | 62

Tabla A.3 Pardmetros de Denavit-Hartenberg del centro de masa del eslabén 2

C1Cy —C1S82 —81 ()\2 — )\02)6102
0 S§1C2 —S8182 C1 ()\2 — )\02)8162
Hc2 =
—S2 —C2 0

A1 — (A2 — Agy)s2
0 0 0

(A.13)
1
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Figura A.3 Diagrama de alambre al centro de masa del segundo eslabén

Obtenemos el jacobiano geométrico a partir de las ecuaciones [2.6

0 —S1
Jwyy %20 0| Sy = ‘21 =1 a (A.14)
1 0

(A2 — Ay )cic2
0002 = ()\2 — )\02)8102 (A.15)
A1 — (A2 — Aey)S2

Mientras que los vectores Y0;,_; se obtienen de la matriz de transformacién de cada articulacion,
por ejemplo, para el vector %o; se extraen los primeros tres renglones de la cuarta columna de la
matriz de transformacién Es tribial notar que %oy = [000]7.

%, =10 (A.16)
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0 ()\2 - )\62)6162 *()\2 — )\52)8102
oy = 020 x (OOCQ) = 10| X | (Aa—=Ag)s1ca | = | (M2 —Ag)cie2
1 )\1 — ()\2 — )\02)82 0
—S51 ()\2 — )\02)0162 0 0 C1 ()\2 — )\52)6162
JUQ(Q) = 021 X (OOC2 — 001) = C1 X ()\2 — )\62)8162 = 0 0 S1 ()\2 — /\02)8102
0 *()\2 — )\62)82 —C1 81 0 *()\2 - )\62)82
—(A2 = Aey)c1s2
= |—(A2 = Aey)s182
—(A2 = Acy)e2
Esto es,
—()\2 — )\02)8162 —()\2 — )\02)6182
(A2 — Agy)cica —(Aa2 — Ay )S152
Jy = lJvzm Jﬂz(z)] — 0 ~(Aa = Ac)er (A.17)
Jw2(1) Jw2(2) 0 —381
0 C1
L 1 0 -

Tercer eslabén

Siguiendo el mismo procedimiento para la tercera articulaciéon, observamos la figura y cons-

truimos la cinemética directa al tercer centro de masa, segtin la tabla

1| a; | o | d; | 6
51 M| o
21X | 0 0 | 6
31 0| -5 0 |03
4101 0 [As3] O

Tabla A.4 Pardametros de Denavit-Hartenberg del centro de masa del eslabén 3

En este caso, y como se puede observar de la tabla [A.4] se hizo uso de una transformacién
adicional para obtener la posicion del centro de masa del tercer eslabén cumpliendo con las reglas de

Denavit-Hartenberg. La matriz de transformacién homogénea correspondiente es:

c3¢1 s1 —sa3c1 —c1(Ae3S23 — A2c2)

0 €351 —c1 —$2351 —S1(Ae3S23 — A2c2)
Ha = (A.18)

—s23 0 —C23 A1 — Ae3C23 — A2S2

0 0 0 1
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Lo

A1

Figura A.4 Diagrama de alambre al centro de masa del tercer eslabdén

Obtenemos el jacobiano geométrico a partir de las ecuaciones

_ 0
Jw3(1) - ZO -
—51
0
Jw3(2) = 21 = C1
0
0
de(é) = ZQ Cl
0

—c1(Ae3S23 — A2c2)
Ocy = | —51(Ae3523 — Aac2)

A1 — Ae3C23 — A2

0

(A.19)

(A.20)

Mientras que o0y se obtiene de la matriz de transformacién y %01 ya se describe en la ecuacién

[A.16l
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0
Togay = 220 X (0053) =0
1

s1(Aegs23 — Aac2)

= |—c1(Ae3s23 — A2c2)

0

_0 0 0 _
Jv3(2) = "z X ( Ocy — 01> =

—c1(Ae3s23 + A2c2)
= | —s1(Ae3S23 + Aac2)

(Ac3s23 — Aac2)

0 0 0
Jv3(3) = “29 X ( Ocy — 02)

—C1Ac3C23
= | —51A3C23

Ac3523

Finalmente, J3 es:

J3 = J”fs(l) J”3(2) ‘]”3<3>
Jw3<1) Jw3(2) Jw3<3>

0

—c1(Ae3s23 — A2c2)
02 = | —s51(Ae3523 — Aaca)
A1 — Ae3Ca3 — A2

—c1(Ae3S23 — A2c2)

—51(Ae3523 — Aac) | =

A1 — Ae3C23 — A28

—c1(Ae3S23 — A2c2)
X | —=51(Aegsa3 — Aaca)

Ac3C23 — 252

—51 —C1 3523
c1 | X | —851Ac3523

0 —Ae3C23

[ s1(Aegs23 — Aaca)  —c1(Aegsas + Aaca)
—c1(Ae3s23 — A2c2)  —s1(Ae3s23 + Aaca)
(Ac3S23 — Aac2)

0

0
0
1

73
(A.21)
—c1(Ae3523 — A2c2)
—51(Ae3523 — Aaca)
A1 — Ae3C23 — A28
c1| |—c1(Aezs2z — Aaca)
s1| | —s1(Ae3s23 — Aac2)

Ac3C23 — 252

—C1 3523
—51Ac3523

—Ae3C23

—C1Ac3C23
—851Ac3C23
Ac3523 (A.22)
_s1
C1
0




74 Capitulo A. Modelado dindmico del QArm

Cuarto eslabén

Siguiendo el mismo procedimiento para la cuarta articulacién, observamos la figura y construi-

mos la cinematica directa al cuarto centro de masa, segin la tabla

Li+Ls= A3
Ly Ls
T,
Ze,
[ )

Acy
Ly
A

Figura A.5 Diagrama de alambre al centro de masa del cuarto eslabén

i oa; | o4 d; 0;
tlol-z| n |6
2 | Ao 0 0 0
slof-z o |6
4100 [M—A|ba

Tabla A.5 Pardmetros de Denavit-Hartenberg del centro de masa del eslabén 4
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Se obtiene la matriz de transformacion homogénea correspondiente:

C1C23C4 + 5154  51C4 — C1C2354  —C1523  A2c1C2 — 523¢1(A3 — Ay)
0f C2351C4 — C184 —C1C4 — 51C2354 —51523  A251C2 — 52351(A3 — Acy) (A.23)
c4d — .
—523¢4 52354 —c23 A1 — A2s2 — ca3(A3 — A¢y)
0 0 0 1
Obtenemos el jacobiano geométrico a partir de las ecuaciones 2.6}
_0
Jw4(1) = 20 = 0
0
Jw4(2) = Z1 = C1
0
- (A.24)
0
Jw4(3) = 22 = C1
0
—823C1
0
Jwyqy = 73 = | —52351
—C23

Aacieg — 5231 (A3 — Acy)
0OC4 = /\25102 — 82381()\3 — )\04) (A.25)
A1 — A2s2 — c23(A3 — Agy)

Mientras que %03 se obtiene de la matriz de transformacién y 009,201 ya se describen en las
ecuaciones [A.21] y [A.106] respectivamente.

/\26162
003 = )\28102 (A.?G)
/\1 — )\282
0 )\26162 — 52361(>\3 — )\04) 0 -1 0 )\26102 — 82361()\3 — )\04)
Jv4(1) = OZ(] X (OOC4> = |0] X /\28102 — 82381()\3 — )\04) = |1 0 0 )\28162 — 82381(/\3 — )\04)

)\1 — )\252 — 623()\3 — )\04) 0 0 0 )\1 — )\282 — 623()\3 — )\04)

1
—A281¢2 + 52351(A3 — A¢y)
= | Aacica — s23c1(A3 — Ag,)
0
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—51 Aocica — 523¢1(A3 — Aey) 0 0 ci| |Aecica — sa3c1 (A3 — Agy)
Juyay = 221 X (OOC4 - 001) = | | X [Aesica—s2351( A3 —Aey)| = | O 0 sp| [A2sic2 — s2381(A3 — Aey)
0 —X2s2 — c23(A3 — A¢ey) -1 —s1 O —X2s2 — c23(A3 — Aey)
—A2c152 — €23¢1(A3 — Acy)
= | —A25152 — 2351 (A3 — A¢,)
—X2c2 + 523(A3 — Acy)
—51 —523¢1(A3 — Aey) 0 0 ¢ |—s2c(X3—Ay)
Jogay = 72 X (00c4 - 002> =le | X |=sms1(A3—Aey)| = 0 0 s1| [—s2351(A3 — Aey)
0 —623(/\3 — /\64) —C1 —81 0 —623()\3 — )\54)
—ca3¢1(A3 — Aey)
= | —c2351(A3 — Aey)
523(A3 — Aey)
—823C1 —523¢1(A3 — Aey) 0 c23  —52351| | —s23c1(A3 — Aey)
Joggy = 23 X (OOC4 - 003) = | —s2351| X |—52351(A3 — A,) | = | —c23 0 se3c1 | | —s2351(A3 — Aey)
—C23 —c23(A3 — Aey) 52381 —S523C1 0 —c23(A3 — A¢y)
0
= [0
Finalmente, .J4 es:
Jy = Jv4(1) Jv4(2) Jv4(3) Jv4(4)
Jwsay Jwspy Jwss)  Jwa
[—Xasica + 82351 (A3 — Aey)  —A2c182 — cazci(As — Aey)  —casci(As — Aey) 0 ]
Aacicy — 523¢1(A3 — Aey)  —A2s182 — €2351(A3 — Aey)  —c2351(A3 — Aey) 0 (A.27)
B 0 —A2c2 + 523(A3 — A¢y) 523(A3 — Aey) 0
; 0 =81 -1 —823C1
0 c1 —81 —82351
i 1 0 0 —C23 |

A.3. Matriz de inercia y Energia cinética

Una vez que se obtuvieron la cinemética directa y los jacobianos geométricos, es posible calcu-
lar la matriz de inercia y por tanto, la energia cinética. Para ello, se hizo uso de las ecuaciones y
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En estas ecuaciones se pueden observar los términos correspondientes a la matriz de rotacién de

cada articulacién, que son las primeras tres columnas y tres renglones de las matrices de transformacion
[A2)[A.3] [A.4y[A.6]

También se observa al tensor de inercia, para el cual se hicieron las siguientes consideraciones que

simplifican el modelado del robot:

= Los momentos de inercia estan principalmente alineados con el marco de referencia i. Esto hace

que los términos no-diagonales del tensor de inercia sean cero.

= Cada eslabén es tratado como un cilindro sélido. Por ello, los términos diagonales del tensor de

inercia son Z; 4 a lo largo del eje principal y simétrico sobre los otros dos ejes Z;y,.

Las matrices de momentos de inercia, o tensores de inercia para cada eslabon son:

L, 0 0 Ly 0 0
17.=10 La 0 T, =10 Ly 0
0 0 I 0 0 Iy
- - - (A.28)
I3, 0 0 Iir, O 0
e =0 I3 0 T, =10 Iy O
i 0 0 I34 i 0 0 I4A_
Primer eslabén
La matriz de inercia del primer eslabdn, a partir de la ecuacién 2.17} es:
Mw1 = ng 1Ic1 Jw1 =1L (AQQ)
My, =my JL Jpy =0 (A.30)
Por lo tanto,
M, = Mw1 + le =1L (A31)
Segundo eslabén
La matriz de inercia del segundo eslabén, a partir de la ecuacién es:
Iy 0
My, = JL 2T, Juy = A.32
w2 w2 Cco Yw2 [ 0 I2L + (81)2 (IQA o I2L)‘| ( )
— A2 — Ae2)? 21 0
My, =ma JL J,, = [ ma(de = Ae)((s2)" — 1) ) (A.33)
0 m2(/\2 - )\02)
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Por lo tanto,

My = sz + M’U2

_ e~ ma(Aa — Ae2)?((s2)? — 1) 0 (A.34)
0 LIy + (51)? (Ina — Iop) + ma(da — Ae2)?

Tercer eslabén

La matriz de inercia del tercer eslabén, a partir de la ecuacién es:

Is4 0 0
My, =J5 *Toy Juy = | 0 I3 I3 (A.35)
0 I3p I3t
ms(Ace3s23 — Aaca)? 0 0
My, = mg JL Joy = 0 m3(A3 — 2s3X0Ae3 + M%) Acsma(Ae — A2sz) | (A.36)
0 Ae3m3z(Aez — A253) A2z
Por lo tanto,
M3 = ng + M’U3
Isa + m3(Aezs23 — Aaca)? 0 0
= 0 I3 4+ m3(A3 — 2s300he3 + M%) I3 + Acsma(Aes — Aas3)
0 I3 + )\Cgmg()\cg — )\283) mg)\zg, + I3g,
(A.37)
Cuarto eslabén
La matriz de inercia del cuarto eslabén, a partir de la ecuacion [2.17]
Iyp 0 0 —1Iyac03
0 I I 0
M, = A Ak (A.38)
0 Iy, Iy 0

—Isacos 0 0 Iya — Iyas3s+ Luns3s



A.3 Matriz de inercia y Energia cinética 79

La parte lineal, escrita término a término por simplicidad, es:

M,, =
M, (1,1) = my(Aeasa3 — A3593 + Aoca)?
My, (2,2) = ma(N3 — 2530203 + 2532 0es + A3 — 203 s + A2y)
My, (3,3) = ma(Az — Aea)? (A.39)
M,,(2,3) = My, (3,2) = —ma(A3 — Aca) (Aea — A3 + Aas3)
M,,(1,2) = My, (2,1) = My, (1,3) = M,,(3,1) = M,,(1,4) = M,,(4,1) =0
M,,(2,4) = M,,(4,2) = My, (3,4) = M,,(4,3) = M,,(4,4) =0

Por lo tanto,

My =
My(1,1) = Iya + ma(Neas2z — Azsa3 + Aaca)?
My(2,2) = Iup, 4+ ma(A2 — 253003 + 25300 Aes + A2 — 2X300s + A2)
My(3,3) = I, + ma(As — Aes)? (A40)
My(2,3) = My(3,2) = Iu, — ma(A3 — Aea) (Aea — A3 + Agss)
My(4,4) = Iya — Iyasis + Lipsa,
My(1,2) = My(2,1) = My(1,3) = My(3,1) = My(1,4) = My(4,1) =0
My(2,4) = My(4,2) = My(3,4) = My(4,3) =0

Matriz de inercia total y Energia cinética

Finalmente, se suman las matrices de inercia de cada eslabdon para obtener la matriz de inercia

total, esto se ve en las ecuaciones con una descripcién término a término de la matriz M (q).
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My = Isa + Inpa + Inp, + Iy +ma(Aeasos — Azsas + Aaca)? + m3(Aezs2s — Aaca)?

+ mQC%C%(AQ — )\02)2 + mQC%S%(AQ — )\02)2,

Mo =0,
Mz =0,
Myy = My = —1y4c93,
My =0,

May = Inp, + Isp, + Iup, + A3mao + A3ms + A3ma + Ajma + A2yms + A2yma + \2ymy + Toast
— D57 — 220 Acama — 2X3Acamg — 2X0A3m483 — 2X2A3M3S3 + 2A2 a1 S3,

Moz = M3z = I3p, + Inp — ma(A3 — Aea)(Aea — A3 + A2s3) + Aeamaz(Aez — A2s3),

M4 =0,

(A.41)

M3, =0,
Mss = Iy, + Lo, + A23ms + ma(Xs — Aea)?,
M3q =0,
Myz =0,
Myz =0,

2 2
Myy = Iyn — I4A323 + I4L323

A.4. DMatriz de Coriolis y Centrifuga

La matriz de Coriolis y Centrifuga se obtiene a partir de los simbolos de Christoffel, como se
muestra en las ecuaciones y Ya que C(q, q) estd dada por la sumatoria de los simbolos de
Christoffel, se obtienen los simbolos de Christoffel para cada eslabdn, la matriz C para cada eslabén y

finalmente se suman para obtener la matriz de Coriolis y Centrifuga total.

Primer eslabén

Los simbolos de Christoffel para el primer eslabén son cero, dado que la matriz no contiene

términos dependientes de q, por lo que todas las parciales en la ecuacion [2.22[ son cero, i.e.,

C1=0 (A.42)
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Segundo eslabén

Los simbolos de Christoffel para el segundo eslabén son:

ci11 =0,

2 2 2 2
c112 = macicasa(Aa — Ae2)” + macasisa (A2 — Ae2)”,

c121 = —Macicasa(Aa — Ae2)? — macasisa(Aa — ),
c122 = Iaacis1 — Iapci81,
N N ) ) (A.43)
c211 = —macicasa(A2 — Ae2)” — macasisa(Aa — Ae2)”,
c212 = Iaac151 — Iz c181,
c221 = Iapc181 — Iaacy sy,
c292 = 0.
y aplicando la ecuacién [2:23] se obtiene que:
1, .
Co(1,1) = §QIQQ511(IQA — I>r)
C2(1,2) = ¢o | smadi522A5 — Madi S22 2 2 + —madi522Ns + slaasin — lorsi
2 2 2 2
: (A.44)
C2(2,1) = —§m2q'2822()\2 — Ae2)?
C2(2,2) = —¢o §m2(J1822/\2 — Mmaq1522A2Ac2 + 5?@(]1822)\02 + ileSH - §I2L311
Tercer eslabén
Los simbolos de Christoffel para el tercer eslabén son:
ci12 = —ma(Aezca3 + A2s2)(Ae3s23 — Aaca),
c113 = —Ac3mscaz(Ae3s23 — Aaca),
c121 = m3(Ae3c23 + A252)(Ae3s23 — Aaca),
c131 = Aeamszcaz(Ae3s23 — Aaca),
ca11 = m3(Aezca3 + A252)(Ae3s23 — Aaca),
€223 = A2 Ac3m3cs, (A.45)

€232 = —A2A3M3C3,

311 = Aeamacaz(Aezsas — Aaca),

€322 = —A2A3M3C3,

€332 = —A2A3M3C3,

C111, €122, C123, €132, C133, €212, €213, €221, €222, €231, €233, C312, €313, €321, €323, €331, €333 = 0.
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y aplicando la ecuacién [2.23] se obtiene que:

C3(1,1) = m3qgs(Ac3sas — Aac2)(Aescas + A2gasa + Acszdacas)

C3(1,2) = m3q142gs(Ac3cas + A2s2)(Ae3s23 — A2ca)

C3(1,3) = Aegm3didagscas(Aezs2s — Aaca)

C3(2,1) = —m3414243(Acscas + A252)(Acs3s23 — Aaca)

C3(2,2) = —A2Ac3madscs (A.46)
C3(2,3) = —A2Ac3msgscs(ge + 1)

C3(3,1) = —Ac3m3q1G2G3c23(Ac3s23 — Aac2)

C3(3,2) = A Acsmsdagscs

C5(3,3)=0

Cuarto eslabén

Los simbolos de Christoffel para el cuarto eslabén son:

c112 = ma(Aeasaz — A3s23 + Aaca)(Azca3 — Aeacas + Aas2)

c113 = ma(A3c23 — Aeac3) (Acas23 — Agsaz + Aaca)

C121 = —C112
C131 = —C113
C211 = —C112

c223 = my (A2 Azc3 — Aaleacs)

Co32 = —C223
€311 = —C113
€322 = —C223
(A.47)
332 = —Aamacz(Ag — Aca)

c344 = I41,c03523 — L44C235923

C424 = C344
C434 = C344
C442 = —C344
C443 = —C344

C111, C114, €122, C123, C124, C132, €133, C134, C141, C142, C143, C144, €212, C213, €214, C221,
€224, C231, C233, C234, C241, C242, €243, C312, C313, C314, C321, C323, C324, C331, C333,

€334, C341, C342, €343, C411, C412, C413, C414, C421, C423, C431, C432, C433, C441 = 0.
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y aplicando la ecuacién [2.23] se obtiene que:

C4(1,1) = —mugsga(Acasas — Ags23 + Aaca)(A3cas — Aeacas + Aadoasa + A3dacag — Acagacas)

I
Ci(1,2) = ds (4‘4523

7~ mMaG142G3(Acasa3 — A3s23 + Aaca)(Azca3 — Acacas + )\232))

. (1448 ..
Cu(1,3) = ¢u (4/‘2% — m4G1G2G3c23(A3 — Aca)(Acas23 — A3so3 + >\202))
1 .. )
Cy(1,4) = §I4AQ3Q4823(Q2 +1)
. (I4A523
q4 72
C4(2,2) = —Aamagszgacz(Az — Aea)

Cy(2,3) = —Aamagzgacs(Az — Aea) (G2 + 1)

C4(2,1) = — maq1G2q3(Acasaz — A3s23 + Aaca)(Azca3 — Aeacos + )\282))

1. L
C1(2,4) = —=qa (Lar.52233 — 11452233 + 11441G2G43523)

% (A.48)
Cy(3,1) = —544 (144823 — Maq1Gaqd3casz(Az — Aca)(Acas2s — Agsa3 + Aaca))
C4(3,2) = XAomaGaqzqacs(A3 — Aca)
Ca(3,3) = 0
Cyu(3,4) = —544 (14152233 — Laas2233 + L4aG142G3523)
1 .. )
Ci(4,1) = §I4AQ3Q4323(Q2 +1)

1. L.
Cy(4,2) = 5 (1a1,52233 — 14452233 + 144G142G3523)

1. ..
Cy(4,3) = S (14152233 — L4a52233 + 144G142G3523)

1. . .
Cy(4,4) = —§CI3CI482233(I4A — ) (g2 + 1)

Matriz de Coriolis y Centrifuga total

La matriz C(q, q) se obtiene sumando las matrices C; de cada eslabén, dado que se expreso cada
matriz C; como matrices de tamafio 7 X i, es importante mencionar que para llevar a cabo la suma
se deben considerar matrices de tamafno 4 x 4, por lo que se deben agregar ceros en las posiciones
faltantes de cada matriz C; para posteriormente sumarlas, o bien, tomar los elementos no nulos en su

posicién ij y realizar la suma para ese término C(i, j).
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Las ecuaciones resultantes son muy largas, por lo que no se exresaran aqui, pero se hace énfasis en

que la matriz resultante estd expresada por los siguientes términos:

C(1,1) = C1(1,1) + Ca(1,1) + C3(1,1) + C4(1,1)
C(1,2) = C5(1,2) + C3(1,2) + C4(1,2)

C(1,3) = C3(1,3) + C4(1,3)

C(1,4) = Cy(1,4)

C(2,1)=C2(2,1) + C3(2,1) + Cy(2,1

C(2,2) = C2(2,2) + C3(2,2) + C4(2,2) (A.49)
C(2,3) = C3(2,3) + C4(2,3)

C(2,4) = Cy(2,4)

C(3,1) =C3(3,1) + Cy(3,1

C(3,2) = C3(3,2) + C4(3,2

C(3,3) = C5(3,3) + C4(3,3)

C(3,4) = C4(3,4)

A.5. Energia potencial

Para la obtencion de la energia potencial de cada eslabdn, se considera la energia potencial
gravitacional de cada centro de masa. Se hizo uso de las ecuaciones [2.18 y [A.52]
Las coordenadas a cada uno de los centros de masa estan dados en las matrices de transformacién
homogénea [A8] [A. T3] [A. 18] y [A.23] particularmente en la componente z de la cuarta columna. Es

decir, buscamos la altura de cada centro de masa.

hi =X —Aa

ha = A1 — (A2 — Ae2)S2 (A.50)
h3 = A1 — Ac3ca3 — Aas2

hy = A1 — Aasa — c23(A3 — Aea)

Sustituyendo las alturas en [A.50] en la ecuacién [2.18] tenemos que:

=mig(A1 — A1)

A1 — (A2 — Ae2)s2)

(
mag(
(A.51)
(
(

m3g(A1 — Aczcaz — A2s2)

Uy = mag(A1 — Aasa — ca3(A3 — Aea))

Finalmente, la energia potencial total es:
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U=U+Us+U3+Uy
=m1g(A1 — A1) + mag(A — (A2 — Ae2)s2) +m3g(A1 — Acscas — A2s2) (A.52)
+mag(A1 — A2sa — ca3(A3 — Aca))

A.6. Vector de Gravedad

El vector de gravedad G(q) se obtiene a partir de la ecuacién y de la energia potencial
obtenida en [A.52]

0
gms(Ae3sa3 — Aacz) — gma(Aaca — s23(A3 — Aea)) — gmaca(A2 — le2)
gAe3m3523 + gmasa3 (A3 — Acs)
0

G = (A.53)

Es entonces que tenemos todos los elementos para formar la dindmica del manipulador de la forma

compacta descrita en la ecuacién [2.21]

M(q)g+C(q,q4)g+G(g) =T (A.54)
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