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1

1.1

INTRODUCCION

Genenralidades

E1 método del elemento finito es un método aproximado para resolver ecuacio-

nes diferenciales de problemas de valores en la frontera o de valores en la

frontera e iniciales, que se presentan en ingenieria y en la fisica matemati

Cal

Esquemdticamente, la secuencia del método del elemento finito se puede

resumir en los pasos siguientes:

1)

2)

E1 medio continuo (dominio de las variables de las ecuaciones diferencia
les) se divide en varias regiones, denominados elementos finitos, de for
mas convenientes (1ineas, triangulos, cuadrildteros, tetraedros, hexaedros,

etc.).

Mediante una seleccidon apropiada de ciertos puntos de los elementos fini
tos, denominados puntos nodales, las variables de la ecuacion diferencial

se aproximan mediante una combinacion lineal de funciones de interpola-
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.cion (conocidas), seleccionadas adecuadamente, y de los valores (desco
nocidos) de las variables, y en algunos casos de sus derivadas, especi

ficados en los puntos nodales,

3) Mediante el uso de los métodos variacionales o de los residuos pesados
las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema, se transforman
en ecuaciones del elemento finito que gobiernan, en forma aislada, a todos

los elementos finitos.,

4) Los elementos finitos aislados se agrupan para formar un sistema global
de ecu;ciones diferenciales (en el problema de valores en la frontera e
iniciales) o de ecuaciones algebraicas (en el problema de valores en la
frontera), con sus propias condiciones de frontera o condiciones inicia

les.

5) Los valores de las variables de las ecuaciones diferenciales quedan defi

nidos al resolver los sistemas de ecuaciones correspondientes.

E1 objetivo de este curso consiste en discutir, breyemente, los fundamentos
del método del elemento finito y sus aplicaciones a 1a ingenieria estructural.
Basicamente, se utilizan las ecuaciones de equilibrio de la teoria de la elas-

ticidad lineal.

1.2 Ecuaciones de equilibnio de La elastodindmica

Para poder estudiar el comportamiento de las estructuras es necesario estable
cer su modelacion, ya sea experimental o matemdtica. La modelacion que forma
parte de este tema es la matemdtica y consiste en expresar, en un lenguaje

formal o matemdtico, las leyes que gobiernan el comportamiento.



Toda.estructura queda definida por los conceptos siguientes:

1) Geometria
2) Material

3) Cargas

Las leyes que gobiernan los conceptos anteriores son las leyes de la mecéni
ca, y en especial las corresbondientes a la mecadnica del medio continuo. Las
.estructuras que se estudian en este tema son las que se construyen con un ma
terial sblide, e]éstico.‘lineal e isotropo. Las leyes que gobiernan a tales
estructuras forman la base de la teoria de la elasticidad lineal y las ecua
ciones correspondientes a cualquier punto de la estructura, asociadas a un

sistema de referencia cartesiano (xi 6 x, y, z de la Fig 1.1), resultan ser:

-1.2,1 Principio de la conservacion de la cantidad de movimiento en su forma
local o primeras ecuaciones de Cauchy del movimiento

a) En notacion indicial

90

___J.axi + p f'l =p ai (1.2.1)
J

donde:

%4y son los componentes del tensor de esfuerzos de Cauchy, simétri-
co, que en forma matricial se puede expresar como:

91 %12 %3 }
(oij] I 3 %22 9|~ 2 (X_i,t) (1.2.2)
L ‘a1 %2 %




f

3

son los componentes del vector fuerzas de cuerpo por unidad de
masa cuya expresidn es:

[ f, ] cfelf | =f(x0) (2.2.3)

‘( a, ] =a=|a, |s= g_(xi,t) (1.2.4)

E1 vector aceleracion se puede expresar en funcién del vector
de velocidades v , del vectbr de posicion p (p = x, iy
del vector de desplazamientos, u , como-se indica a continua
cion

d

d2p d%u
ars —7

= (1.2.5)
2 gt

1<
[~ N

t

que en forma de sus componentes resulta ser

.
2 2 2
3%u 3°u 2°u
1 2 3
a-~= » T3 s 3 (1.2.6)
- at? at? at
( )
Ul .
us=fu, | = g_(xi,t) (1.2.7)
=y




p=p (xi,t) es la densidad de masa por unidad de volumen.
La letra T de la ec 1.2,6 indica transpuesta, ya que el vector a se

escribe como un vector renglén,

b) En notacidn tradicional, las primeras ecuaciones de Cauchy del movimignto
resultan ser: :

90 90 90 b
XX yX ZX -
X 3y =7t P fx P a, (1.2.8)1
90 a0 °0
o Xy yy zy -
L T 3y =t fy pay (1.2.8)2
90 d0 90
X2 yZ 22 -
- 5y trtef, =0 a, (1.2.8)3

donde los elementos del tensor o y los vectores f y a resultan ser:

( )
% %y %z
g = x Oy o | =2 (x,y,2,t) (1.2.9)
L Y2x  %zy %2
r 3
fy
T=11|=1fy.at) (1.2.10)
f,
L)
.
2 2 2
as= 2 : , 2 Z , : = a (x,y,z,t) (1.2.11)
ot ot ot




u=|v|=u(xy,zt) (1.2.12)

1.2.2 Tensor de deformaciones

La métrica utilizada para medir el cambio geométrico del cuerpo resulta ser:

a) en notacion indicial

ou. ou .
1 1,1 (1.2.13)

=1, -
&5 =7 Uy ; ¥ u; ) =3 Ty + axi)

donde:
eij son los componentes del tensor de deformaciones, simétrico, que
en forma matricial se indica como:

€1 G2 G
[eij] =e=|e. e, e, | g_(xi.t) (1.2.14)

€31 G3 G54
| )

En la primera forma de la ec 1.2.13 se utiliza la convencion de derivadas

parciales mediante una coma.

b) en notacidn tradicional

= 3
&y = 3x (1.2.15)
v (1.2.16)



- oW
eZZ = -é'-z— (1-2.17)
- _ U, oV
Ty = 26, = 204 2 (1,2.18)
= = oV 4 3w
sz = Zeyz =37t 5y (1.2.19)
- _ oW , au
You = Zezx = sty (1.2.20)
[ )
®xx Sy  Sxz
e= ey By Byl e (x,y,z,t) (1.2.21)
€2x  Czy 2z

1.2.3 Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas del material sdlido, eldstico, lineal e isdtropo
estdn dadas por las ecuaciones de Hooke-Cauchy, conocida también como la Ley

de Hooke generalizada.

a) en notacidn indicial

Op = A e 8t 2u e p (1.2.22)
o bien

et =~ T Om Skt * 21; Se (1.2.23)
donde:

Ay u son las constantes eldsticas de Lamé y Se €5 la delta de
Kronecker,




Las constantes de Lamé estdn relacionadas con las constantes de Taboratorio,
denominadas modulos de Young o de elasticidad E y relacion de Poisson v, me -

diante las expresiones siguientes:

A =-(—I+_\)_)E—\()Tl—:7\;y : (1.2.24)
=6 = i (1.2.25)
SRR e ) &
donde a
G "' se le conoce con el nombre de médulo de rigidez al cortante.

Con base en las ecs 1.2.24 y 1.2,25, las ecs 1,2.22 y 1.2.23 se pueden escri

bir como:
) E
e = TTmY(Tae) | (1729) ep * Ve i (1.2.26)
e =L1l(1m) o, -vo 6 (1.2.27)
ke = E ke mm k& | o

b) en notacidén tradicional

Las ecs 1.2.26 y 1.2.27 se pueden escribir como

- E
Oy = z‘m (1-\)) exx + v (eyy+ezz) (1.2.28)

- E
oy = TTFo(TZo (1-v) eyy + v (ezz+exx) (1.2.29)



Las ecs 1.2.28 a 1.2.33 se pueden agrupar en forma matricial, segin se indica

a continuacidn:

e
yy

e
2z

Xy

yz

Y
X

n

‘,.
.
E
T (1-29) (1-v) ezz +v (exx+eyy) (1.2.30)
E -
m ny =G ny (1.2,31)
E_ v =g (1.2.32)
2(1+v) 'yz yz ot
E__ v =% (1.2.33)
2(1+7] ‘zx ZX e
1
T { OXX -y (oyy + OZZ) (1.2.34)
. i
1 1
E-( Oy =V (ozz + oxx) (1.2.35) _ E
1 )
El 9V (gxx + oyy) (1.2.36)
2(1+v _ 1
Ul o = 1oy, (1.2.37)
2
oy, = %oy, (1.2.38)
2{Ltv n =-é-ozx (1.2.39)

¥
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[ ) 1
%yx I~y v v 0
-v. 0
Uyy v 1~y v
= E v v 1-v 0
%22 (T+){1-2v)
Oy 0 0 0 Hi-2)
Oyz 0 0 0 0
Ty 0 0 0 0
\ J \

que en forma simbdlica se puede escribir como
c=De

donde:

XX

Yy

zz

Y
yZ

ZX

(1.2.40)

(1.2.41)

o y e son los vectores de esfuerzos y de deformaciones, respectivamente,

y

D es la matriz de coeficienteseldsticos, cuyas expresiones son:

o
XX
yy

o=]o,| (L2.42) e

Xy

Uyz

ZXJ

e
XX

(1.2.43)
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4o o o
l

a1

(1.2.44)

También las ecs 1.2.34 a 1.2,39,al agruparse en forma matricial,se pueden

escribir de la siguiente forma

e=0"'g
(

1 -y -y 0

-V 1 -y 0

-1 \ 1 |V -V 1 0

D=+
0 0 0 2(1+)
0 0 0 0 2(1+v)

1.2.4 Ecuaciones de campo

o

(1.2.45)

(1.2.46)

Las ecuaciones de campo son las ecuaciones de movimiento o equilibrio dindmi

co (ecs 1.2.1 6 1.2.8) expresadas en funcion de los componentes del vector

desplazamiento. Se les conocen también con el nombre de ecuaciones de campo

de Navier y son:




a) en notacidn indicial

Estas ecuaciones se obtienen al sustituir las ecs 1.2.13 en las ecs 1.2.22

y el resultado obtenido se sustituye en la ec 1.2.1; y resulta:

au 22u 2%y
() —E—+  —K 4o =p—F (1.2.47)
axzaxk axl_ 3t

b) en notacidon vectorial

Con base en la de%}nicidn del operador gradiente Vv , las ecs 1.2.47 se pueden

escribir como:

(A42) V(9 « u) =u Y x © % u + of = pi (1.2.48)

donde:

v , el operador gradiente, queda definido por

= Lz i. ‘-a_ l
v, I tiggtky (1.2.49)

Bxk

¢) en notacion tradicional

En este caso, las ecuaciones de campo se pueden escribir directamente al inter
pretar las ecs 1.2.47 o las ecs 1.2.48. También se puéden obtener al susti-
tuir l#s ecs 1,2,15 a 1.2.20 en las ecs 1.2.28 a 1.2.33; y el resultado obte
~nido se sustituye en las ecs 1.2.8. Las ecuaciones resultantes se indican

a continuacion:

G |v2u + 1-_—12; 2 (3, ;’, + M) 4pf =L (1.2.50a)



R
13
1 3,5u, av , oW a2y
2 ou Loy W =5 &V
G [ 74y + T:?;-sy(ax + 2y + az) l + pfy p o2 (1.2.50b?
1 H,0u , v, awy | 2%w
G 72w + ms‘z—(—; + -53; + E) + pfz =0 —;2- (1.2.50C)
.; 3
7 donde:
v2 es el operador de Lap1ace definido con
a2 32 22 32
VZ=y.y= = + + (1.2.51)
' T KX 52 ay2 az2

1.3 Ecuaciones de equilibrio para varias geometrias

Las ecuaciones de equilibrio (ecs 1,2.47 6 1,2.48 6 1.2.50) son validas para

cualquier punto de cualquier estructura de forma arbitraria, pero construidas

con un material solido, eldastico, lineal e isdtropo (estructuras modeladas

con la teorfa de la elasticidad lineal). De acuerdo con lo indicado en el f

inciso 1.2, la geometria de la estructura influye sensiblemente en la forma

final de las ecuaciones de equilibrio. En este inciso, se bosquejan los mode
los estructurales de la elasticidad 1ineal para varias geometrias adicionales
a la geometria arbitraria (tridimensional), que se indicé en el inciso ante-

rior.

1,3.1 Estados planos 4

En este modelo estructural, la geometrfa se puede considerar en un plano y

el problema matemitico es bidimensional,
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1.3.1.1 Estado plano de deformaciones

En la Fig 1.2 se muestran algunas estructuras que poseen las siguientes carac’

teristicas:

a) la geometrfa corresponde a un cuerpo alargado y prismatico, de tal manera
que para definirla basta especificar la seccion correspondiente a un pla

no perpendicular al eje

b) las cargas qué actdan a 10‘1argo del eje son tales que basta con definir

las, también, en un plano perpendicular al eje.

De acuerdo con las caracteristicas anteriores, la estructura queda definida en
un plano (Fig 1.3) de espesor unitario; todas las variables que aparecen en
las ecuaciones de equilibrio son independientes de la variable z (a lo lar-

go del eje),y el desplazamiento, w, en tal direccidn es nulo, es decir:

u=u (x,y,t) (1.3.1)
v =yv (x,y,t) (1.3.2)
w=20 (1.3.3)

A continuacidn se describe el efecto de las ecs 1.3.1 a 1.3.3 en las ecuacio

nes de equilibrio de la estructura,

a) tensor de deformaciones

Al sustituir las ecs 1.3.1 a 1.3.3 en las ecs 1.2.15 a 1.2.20 se obtiene

= 3y
ey = 3x . (1.3.4)
e =3V (1.3.5)

yy o



| I’
F,
~ au ay .
i . Y = 8 = — 3. g
| xy T % Cxy "oy *ax (1.3.6) : f
e, = sz = sz =0 (1.3.7)
b) ecuaciones constitutivas
i Al sustituir las ecs 1.3.4 a 1.3,7 en las ecs 1.2.28 a 1.2.33, y al ordenar
el resd]tado en forma matricial se obtiene:
r ‘e 1\ r \ , 1 ’
3 Oyx 1-v v 0 € x ‘
E - ?t
<J"y‘y m v 1-v 0 eyy (1.3.8) E
a_. 0 0 1 ]
. 1-2v Y
e ! 2 j LY r
| 0, =V (oxx + oyy) (1.3.9)
i La ec 1.3.8 se puede escribir en forma simbdlica como: E
c=0De : (1.3.10)
donde: . E
() ()
Txx €xx
= 1,3. =
o= |a, (1.3.11) e=|e, (1.3.12)
UX.Y ' Yxy
L /J L /
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v ley 0 (1.3.13)

+v AV

XX Xy o . 8%u

vl By tof, =0 o (1.3.14)
3 30 2

yX Yy .. BV
) Ty Ty tes (1.3.15)

d) ecuaciones de campo

Al sustituir las ecs 1.3.4 a 1.3.7 en la ec 1.3.8 y el resultado en las ecs

1.3.14 y 1,3.15,se obtienen las ecuaciones siguientes:

2 2
37U 97U 1 9 ,0U aV azu
G + + —+ —) + = =
e ayz) Mo G alax 3y TP TP (1.3.16)
2 2 2
°v , 37y 1 d 43U , 3v v
G + + ——-<.-_ + £X) 4 -

1.3.1.2 Estado plano de esfuerzos

Si las estructuras descritas en el estado plano de deformaciones, en vez de
ser alargadas, sor extraordinariamente delgadas (F1g 1.4),se puede aseverar
que Tos componente. del tensor esfuerzo, asociados a 1a direccidbn del espesor,
son nulos; es decir:

0y =04y =0y * 0 (1.3.18)
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Al sustituir las ecs 1.3,18 en las ecs 1,2.34 a 1.2.39, y reordenarlas, se

obtiene:
e.=3l6 -va | (1.3.19)
xx E | %xx yy Ve
e =3ils -yvog (1.3.20)
yy ¢t yy XX tU

- - _2(14v
Ty "2y " J-E—l Sy (1.3.21)

22 7~ 1 (o tey) - (1.3.22)

Y
yz zx

[[]

-

]
o

(1.3.23)

A continuacidn,se resumen las ecuaciones de equilibrio para los estados pla-

nos de esfuerzo.

a) tensor de deformaciones

Queda igual que las deformaciones planas (ecs 1.3.4 a 1.3.7), excepto que exis

te la deformacidn e, dada por la ec 1,3.22

b) ecuaciones constitutivas

Al poner en forma matricial las ecs 1,3,19 a 1.3.21 se transforman en

) ( Y [ ]
( Txx 1 v 0 €xx
oy | = Elv 1 0 | | ey, (1.3.24)
1
%%y 0 0o FHi-v) Yxy
L P \ / L /
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La ec 1.3.24, en forma simbdlica, se puede escribir como se indica en la
ec.1.3.10; donde los vectores ¢ y e estdn dados por las ecs 1.3.11y

1.3.12 y la matriz D se indica a continuacion:

,
f 1 v 0
D=-—E_|y 1 0 (1.3.25)
T 1.2 , !
0 0 1-
| AN

¢) ecuaciones de Cauchy del movimiento

Quedan iguales a las de las deformaciones planas,

d) ecuaciones de campo

2 2 2
3°u , a°u 1+ 9 ,9u , a3v 97U

G( + ) + G (ot 22) + pf, = p — (1.3.26)
ax2 3y2 I-v ¥ 3x “ox = 3y X at2
2 2 2
v 37y 1+v. 8 ,ou v 3°V

G(=—+ ) + =G (55 + =) + of, = p =— (1.3.27)
ax?  ay? 1-v¥ay “ax 3y y ax?

1,3,1,3 Relacidn entre los estados planos

Se puede demostrar flciimente que la ec 1,3,24 se transforma en la ec 1,3,13

si se efectda la sustitucidn indicada a continuacion

E=—5 . ' : (1.3.28)
1-v
=V ’
vV E TS (1.3.29)

Por tanto, se puede concluir que si se tiene resuelto el modelo matemdtico

correspondiente al estado plano de esfuerzos, se puede tener también el corres
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pondiente al estado plano de deformaciones, si el espesor se hace unitarig'y

se efectda la transformacidn indicada por las ecs 1.3.28 y 1.3.29. ~ ~

1.3.2 S6lidos axisimétricos o de revolucidn

Existen_egtructuras cuya geometria queda definida mediante un cuerpo de revo
Tucidn por To que existe simetria geométrica respecto al eje de revolucidn.
Si también existe'§imetrfa del material respecto al mismo eje de la simetria
geométrica,ventoncés el sblido es axisimétrico y las variables de la teoria
de la elastaéidad para tales cuerpos conviene expresarlas en un sistema de

referencia cilindrico, como el que se muestra en la Fig 1.5.

1.3.2.1 Tensor de deformaciones

Los componentes del tensor de deformaciones se muestran en la Fig 1,6 y en re

‘Tacion con el vector de desplazamientos, sus expresiones se indican a continua

cion: [
!
_BU p
Cor T or (1.3.30) |
i
17
&2 ° 37 (1.3.31)
6o r r 98 te ;
. 1
Y = =_ay_ ?_!_ :
1 3u W W
Y = = = 24 4 00 _ ¥
e N A T T; r (1.3.34)
Vos2e, =i, M (1.3.35)
Z9 Z6 r 39 5z +J.
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donde:
u=u(r,z,0), v=yv(r,z8)y ww(r,z,8) son los componentes del vector
desplazamiento, u , en la direccion radial, r, axial, z, y tangencial, 8,

respectivamente,

1.3.2.2 Ecuaciones constitutivas

Los componentes del tensor esfuerzo asociado al sistema de referencia se mues
tran en la Fig 1.6. La ecuacidn constitutiva estd dada por la ec 1,2.41 en

donde los vectores de esfuerzo y de deformaciones se indican a continuacién:

A 3
f %pr a f Cpr
%2z | . €2
o e
o= 9 (1.3.36) e=| °° (1.3.37)
%rz ®r2
g o
Oz €20
L . J \ J

1.3.2.3 Ecuaciones de Cauchy del movimiento

Las ecuaciones de Cauchy para la referencia cilindrica resultan ser:

Te o 90 2
rr rz re 1 37U
+ = - + = ——
ar V4 29 r (Orr °ee) pfr P atz (1.3.38)
o0 Te 3¢ 2
rz zz , 1 "Vze 1 37V
+ o—t = = + = —_—
ar 5z Tr 38 TrorztP e (1.3.39)
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o0 o0 o0
re , 28 .1 "768 2

vtz Ty v e T Pfe e (1.3.40)

8

1.3.2.4 Ecuaciones de campo

Al sustituir las ecs 1.3.30 a 1,3.35 en la ecuacibn constitutiva, de forma
similar a Ta ec 1.2.41, el resultado se sustituye en las ecs 1.3.38 a 1.3.40,

y se obtienen las ecuaciones de campo indicadas a continuacign

2(1-v) 3,,. aau‘ v 15 |19 au
) T adiv W 7 - 5 'Fsa(ﬁ*"")"‘]

2(1-v) 3 1 3 ,13v oaw 15 u v
Y7 ez WivW + ¢ G 3- 52 ~var TGz - ar
2
+pf, = p a_% (1.3.42)
ot
2(1v) 1 3 @_.1_[9. Csul s lav_ aw
Co 1oy 7 3¢ (divu) + 55 rtar(”') aeJ 370 36 " 32
. 2
+ of, = p —2 (1.3.43)
6 12
VU = _la v, 1 oaw
div u = Cor T €22t 850 T ¥ ar (ru) + 52 T F 30 (1.3.44)
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1.3.2.5 Representacidn de las cargas arbitrarias mediante series de Fourier

Al descomponer las cargas actuantes sobre el s6lido axisimétrico, mediante
series de Fourier, respecto a la variable tangencial, 6, el problema tri-

dimensiqgnal se transforma en varios problemas bidimensionales en las varia
bles radial, r, y axial, z. E1 ndmero de problemas bidimensionales corres-

ponde al nlmero de elementos utilizados en la serie de Fourier.

1,3.2.6 S611dos axisimétricos con carga axial

Para cargas actuantes con simetria axial, dnicamente, existe un término de la

serie de Fourier, y los componentes del vector desplazamiento resultan ser

u = u(r,z) (1.3.45)
v = v(r,z) (1.3.46)
w=20 (1.3.47)

La influencia de las ecs 1,3.45 a 1.3,47 en las ecuaciones de equilibrio pa?

ra estas estructuras se resume a continuacibn:

Al sustituir las ecs 1.3.45 a 1.3.47 en las ecs 1.3.30 a 1.3.35,se obtienen

las expresiones siguientes:

_l} 1.3.48
err or (1.3.48)
_ oV ' K
e, =37 (1.3.49)

_1 1.3.50
eee r u ( 3.5 )
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au . 9V
= S — e
YW =2, %5 Yo

<
n
n

o

r;

b) ecuaciones constitutivas

(1.3.51)

(1.3.52)

Las ecuaciones constitutivas (ec 1.2.40) se reducen a la expresifn siguiente

f— ] | ""‘. —
o

rr l-y v
o v l-v
2z _ E . .
%9 (1+v) (1-2v) v v
Oz 0 0

F(1-2v)

—

—

e
rr

eZZ

€90

Yrz

(1.3.53)

en donde los elementos de la ecuacién constitutiva escrita en forma simb6lica

(ec 1.2.41) resultan ser

rr

2z
(1.3.54)

|a
1]

06

rz

rr

r 4

60

rz

(1.3.55)
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-
1-v v v 0 T
v l-v v 0
D= —t (1.3.56)
A{1+v)(2-2v)| v v l-vy 0
| 0 0 0 lu-2v)
L 2

c) ecuaciones de Cauchy

Las dos ecuaciones de Cauchy del movimiento que resultan se indican a con-

tinuacibn:
dg 3 22u
re rz , 1
—-—+-———-+-—-(0‘ - g ) +pf = p — (1.3.57)
ar 3, r ‘rr 00 r 52
sa 90 2
_rzg 2z 1 0 of, = p 2V (1.3.58)

ar . 9z rrz 3t2

d) ecuaciones de campo

Al sustituir las ecs 1,3,45 a 1,3,47 en las ecs 1.3.41 a 1.3.44 se obtienen

las expresiones siguientes:

200 2 (4 aau_ vk o 2

¢ S aF WV W+ 5 (G5 - 590 wef= e = (1.3.59)
2(1-v) 3 (4 1 3 U 3y _ v

69 T 3z Wivw) - & o= rGZ - 300 +of, = p (1.3.60)

. ot
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D (ru) + &Y (1.3.61)

1.3.3 Otras geometrias

Existen‘vérias geometrias que se utilizan para modelar las estructuras como
son barras, placas y cascarones, La determinacidn de las ecuaciones de equi-
1ibrio resulta un poco mds laboriosa que las geometrias discutidas, razén por

la que no se.indicard en este resumen,

1.4 Métodos aproximados para La sclucibn de Las ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio resumidas en los incisos anteriores se pueden

escribir, en forma matricial, como se indica a continuacifn

|
<

=f en @ (1.4.1)

jo=
=

=g en T (1.4.2)

donde los componeﬁtes de las matrices A y B son operadores diferenciales, los
componentes del vector u son las funciones incbgnitas del problema, y los com
ponentes de los vectores f y g son funciones conocidas. La ec 1.4.1.represen-
ta el equilibrio en cualquier punto interior de la estructura (regifn @), y

la ec 1.4.2 las correspondientes condiciones de frontera (regién r).

Para fines de explicaci6n, y por facilidad, las ecs 1.4.1y 1,4.2, se conside

ran como ecuaciones escalares, es decir,

Au

]
-—h

en Q : (1.4,3)

Bu

L}
«Q

enT (1.4.4)




26

1.4.1 Métodos de las funciones de prueba

De los métodos aproximados existentes para resolver las ecs 1,4.1y 1.4.2
(1.4.3 y 1.4.4), los que utilizan soluciones mediante funciones de prueba

son los que, en el campo numérico, se aplican con gran éxito.

En estos métodos, la solucibn buscada, u, es aproximada mediante la prueba,

U, de la siguientéiforma:

(1.4.5)

donde ¢, son M funciones conocidas, linealmente independientes, que existen
en la regibn @ + I'; y Jos coeficientes Cr son pardmetros desconocidos que

se determinardn con algln criterio.

1.4.2 Métodos de los residuos pesados

Para explicar estos métodos, la ec 1.4.3 se escribe como se indica a conti-
nuacion:

Au-f=20 (1.4.6)

Al sustituir en la ec 1.4.6 el valor aproximado de u(u), dado por la ec

1.4.5, se obtiene un error o residuo, e, dado por

c=Au-f (1.4.7)

La seleccifn de las funciones de pruebas, ¢r’ de la ec 1.4.5, se hace de tal
manera que satisfagan las condiciones de frontera (en r) mientras que los
coeficientes, Cr, de la solucidn aproximada se cuantifican de tal manera que,

el error, dado por la ec 1.4.7, sea minimo o pequefio en algdn contexto.
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En forma generalizada, una funcién pesada de los residuos W f(e), es la que
debe satisfacer el criterio de pequefiez, donde, W es la funcibn de peso y
f(e) es la funcibn residual, tal que, f(e) = 0, para e=0. El1 criterio de

pequefiez para todos los métodos de los residuos se puede expresar como:
J W f(e) da = 0 (1.4.8)
a .

La condicifn dada por la ec 1.4.8 para operadores lineales (que es el caso
de 1a teorfa de la elasticidad 1ineal) conduce a un sistema de ecuaciones
algebraicas lineales para todos los métodos que actualmente se usan (subdo-

minio, minimos cuadrados, Galerkin, etc.)

1,4,3 Métodos de Galerkin

E1 método de Galerkin, conocido también como de Bubnov-Galerkin, consiste en
hacer que el error, ¢, sea ortogonal a las funciones de prueba, ¢, €N el
dominio de la estructura (en 0}, es decir, que las funciones de peso sean

las funciones de prueba, como se indica a continuacifn:

J b € de =0 (1.4.9)
")

1.4.4 Métodos variacionales

En estos métodos, se busca que la solucibn de la ec 1,4.3 proporcione un
valor extremal a la funcional, I(u), que es una integral de u y sus deriva-

das sobre el dominio de la estructura (g + T),

Entonces, si se conoce la funcional, ;(u), los métodos variacionales se pue

den establecer de la siguiente forma:
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valor extremal (1.4.10).

I(u)
B(u)

9 : (1.4.11)

eh donde 15 ec, 1.4,11 establece las condiciones de frontera esenciales o

sprincipales.

De acuerdo con las ecs 1.4,10 a 1.4,11, los m&todos variacionales utilizan

la solucién aproximada dada por la ec 1.4,5 en donde las funciones de prueba,
60 satisfécén las condiciones de frontera esenciales (ec 1.4,11) y los coe-
ficientes, Cr’ se determinan de tal manera que se satisfaga la ec 1.4.10. En
los métodos variacionales se puede utilizar, en vez de la funcional, una ecua
cién variacional. Se puede afirmar que si el operador (A) del sistema por re-
solver es lineal, simétrico, positivo definido, el valor estacionario es un

minimo absoluto.

1.4.,5 Método de Rayleigh

De todos los métodos variacionales (diferencias finitas, Kantorovich, Trefftz,
etc.) el que actualmente tiene mayores aplicaciones es el método de Rayleigh,

también conocido en el nombre de Ritz o Rayleigh-Ritz.

Este método consiste en sustituir directamente Ta solucibn aproximada dada
por la ec 1.4,5, en 1a funcional I(ﬂ) y aplicar la condicibn de extremo, en

funcibn de los pardmetros Cr’ como se indica a continuacibn:

r :

En caso de utilizarse la ecuacifn variacional, la ec., 1.4,5 se sustituye di-

rectamente en ella.



29

2. ELEMENTOS FINITOS DE UN MEDIO CONTINUO, ENFOQUE DE DESPLAZAMIENTOS

En la formu]qcidn del método del elemento finito 1os'par5metros Cr, que
aparecen en los métodos de las funciones de prueba (inciso 1.4.1), se pue
den asociar a valores generalizados de la incbgnita u (desplazamientos y
sus derivadas) en los puntos noda]es, o bien, a otros conceptos relaciona-
dos con tales valores (fuerzas o esfuerzos generalizados, o combinaciones |
entre desplazamientos y fuerzas generalizadas). En este resumen (nicamente
se consideran como incignitas los valores generalizados de u, y reci-

be el nombre de enfoque de desplazamientos

2.1 Modeto discreto ipo

En el andlisis de las estructuras esqueletales (armaduras, marcos, etc.) se
establecen las ecuaciones de equilibrio con base en las correspondientes

ecuaciones de equilibrio de cada una de las barras que las forman., Lo mis-
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mo sucede con otros sistemas, no necesariamente estructurales, en donde se

puede efectuar una discretizacifn a priord,

En Tos medios continuos, generalmente, es muy diffcil asociarles, a primera

vista, un modelo discreto para su representacifn racional y, por tanto,

para establecer sus ecuaciones, La forma de realizarlo se indica a conti-

nuacién, con ayuda de la Fig 2.1:

a)

b)

d)

el medio continuo se divide en un ndmero finito de regiones, de formas
apropiadas, mediante lineas o superficies, A estas regiones se les deno

mina elementos finitos (de forma triangular en la Fig 2.1)

los elementos finitos se supone que estdn interconectados en un nidmero
finito de puntos nodales, situados sobre las fronteras de los elementos
(circulos pequefios en la Fig 2.1), Los desplazamientos de los puntos

nodales son las incAgnitas basicas del problema

se define, en forma Gnica, el campo de desplazamientos en cualquier pun
to del elemento finito en funcidn de los desplazamientos en los puntos

nodales (interpolacidn)

con el campo de desplazamientos conocido se pueden definir, también en
forma dnica, los campos de deformaciones (tensor de deformaciones), y
de esfuerzos (tensor de esfuerzos) en funcifn de los desplazamientos

de los puntos nodales

Se determina el sistema de fuerzas concentradas, en los puntos nodales,
que equilibre los esfuerzos en las fronteras y cualquier fuerza concen-
trada o distribuida que actfe en los puntos del elemento. Estas fuerzas

equilibrantes también resultan en funcidn de los desplazamientos en los
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puntos nodales, y su relacifn conduce al concepto de matriz de rigideces.

2.2 Principio del thabajo vintual en 2a teonfa de La elasticidad Lineal

Como se indicd en la solucién aproximada de las ecuaciones de equilibrio con
los métddés variacionales, se puede utilizar una ecuacidén variacional en vez
de una funcional. En las ecuéciones de Ta elasticidad 1ineal, la ecuacibn va
riacional estd dadé por el principio del trabajo virtual, del cual se obtie-
nen las eéuﬁciones de Cauchy del movimiento, y su expresidn, en notacién ini

cial, resulta ser:

+ J pfk Guk dQ (2.2.1)
Q

en donde, el simbolo, §, indica la primera variacién que opera sobre las can
tidades que le preceden, o(n)k’ son los componentes de las cargas que por
unidad de supekficie actﬁan sobre la frontera del cuerpo y los elementos res-

tantes se definieron en el capTtulo anterior.

En notacidn matricial, la ec 2.2.1 se puede escribir como:

J GgT gd@ + f GET p Ul do = § § ET §(n) dr
Q ' Q r =
¥ Jpa u' £ do (2.2.2)
Q .
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2.3 Ecuacibn de equilibrio de Los €lLementos §initos

A fin de ejemplificar el procedimiento para establecer las ecuaciones de
equilibrio del modelo discreto tipo de los medios continuos (elemento
finito) se hace referencia a la Fig 2.1, que corresponde a un estado plano

de esfuerzos.

2.3.1 Definicifn de 1a geometria

De acuerdbjcdn el punto (a) del inciso 2.1, en la Fig 2.1 se muestra la re-
gion de la estructura, la division en regiones triangulares y la definicidn
de los puntos nodales. Desde luego que la geometria de los elementos finitos
no es Gnica, ni tampoco la definicibn de los puntos nodales. En el capitulo
3 se presentan otras geometrias que se pueden utilizar en regiones bidimen-

sijonales.

2,3.2 Aproximacin de la solucibn

La formulacifn del elemento finito, a diferencia de los métodos de las funcio
nes de prueba tradicionales, aproxima la solucibn en cada una de las regiones
correspondientes a los elementos finitos. Entonces, la aproximacidn en la re-
gibn global de la estructura es seccionalmente continua. Desde luego que esta
aproximacibn debe proporcionar desplazamientos compatibles en las fronteras

con los elementos vecinos.

En la Fig 2.1 el elemento finito, e, representa a cualquier elemento en que

se dividi6 la region. A €1 le cdrresponden los conceptos siguientes.

Los componentes del vector desplazamientos asociados a cualquier punto del
elemento son dos; u= u(x,y,t) paralelo al eje x y v = v(x,y,t) paralelo al

eje y. La representacifn vectorial resulta ser:
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u = = u (x, y,t) | (2.3.1)

De acuerdo con el punto (b) del inciso 2.1, los puntos nodales del elemento
finito se etiquetan con las letras i, j, m, que pueden representar a cual-
quier digito entero con los que se numeran los puntos nodales de la estruc-

tura,

Entonces, los vectores de desplazamiento de los puntos nodales son:

u, = Y =u(t).'u= uJ" cn® s u | ™ () (2.3.2)
._-i v1 __1- ) a‘ _j vj "j ’ “m Vm Un oD

Con las ecs 2.3.2 se puede formar un solo vector denominado vector de des-

plazamientos nodales del elemento, segin se indica a continuacién.

T’ —
r—- - u.i
_-i v
i
W= lu |- = u® (1) (2.3.3)
J u. -
J
Ly, |
Y
um

Con base en la ec 2.3.2, 1a ec 1.4.5 para el elemento triangular de la Fig

2.1 se puede escribir como:
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e
i
"

ny .
Ni u; + Nj uj + Nm Us u(x, y, t) (2.3.4)

<

V(x, ys t) (2.3.5)

Ni Vi + Nj Vj + Nm vm

donde Tas funciones Ny = N (), N = Nj(x,y) y N = N (x.y) reciben el
nombre de funciones de forma. En el capitulo 3 se presentan las expresiones

correspondientes a varias geometrias de elementos finitos.

Las ecs 2.3.4 y 2.3,5 se pueden escribir en forma matricial como se indica a

continuacibn
. -
u _ | N 0 N, O N 0 u
N ! " ! (2.3.6)
V_ 0 N, 0 Nj 0 N Vs
Y3
Y3
Un
Ym
0 = mu. ]
H— ]:N.-l’ H.j’ ﬂm] =
u. | = N u® (2.3.7)
_J ——— ———
U
]
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donde F
N, 0~ N, 0 N0
0 N, 0 N, 0 N
- T, 0 N. O N 0
- N ; m
N L-N—i’ﬂj’ﬂm] l 0 N, -0 N, 0 N_J (2.3.9)
L 1 J m

2.3.3 Compdﬁentes del tensor de deformaciones

Al sustituir las éc$ 1.3.4 a 1.3.6 en 1a ec 1.3.12 se obtiene

—

[ 3u 7] 3 0 u
V— e X ax
XX v
oV 9
e=|e = | — = 0 — =L u 2.3.10
- Yy oy ’ ay - ( )
| Txy u L v |3 3
-~ oy X oy 9X
L J L _

en donde se utilizd la ec 2.3.1, y la matriz de operadores, L, de acuerdo

con la ec 2.3.10 resulta ser

Aol -
d
w0
L=| o & (2.3.11)
)
Y
a9
| dy ox _|

Al sustituir la ec 2.3.7 en la ec 2.3.10 resulta ser

e=LNu®=8" (2.3.12)
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donde, la matriz de deformaciones, B, es:
B=LN | (2.3.13)

Al sustityir las ecs 2.3.9 y 2.3.11 en la ec 2.3.13, se obtiene la forma ex-

plicita de la matriz B para el elemento considerado

3N, AN, SN ]
Mo Ny My
TR B 0 " 0

| 3N, 3N, 3N

= 1 —3J _m

8 0 5. 0 5 0 . (2.3.14)

LT P P N
oy ax oy oX oy /X

2.3.4 Ecuacion constitutiva

De acuerdo con la ec 1.3.22, la ecuacidn constitutiva para un material libre

de esfuerzos y deformaciones iniciales se escribe como:
c=De (2.3.15)

Si se considera qhe el material estd sometido a esfuerzos iniciales, go ¥y a
deformaciones iniciales, ey’ la ecuacidn 2.3.15 se modifica como se indica a

continuacion

(2.3.16)
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2.3.5 Equilibrio dindmico

La expresion del principio del trabajo virtual, dada por la ec 2.2.2, es
valida para la region completa de la estructura. Cuando se aplica a la re

gidn de un elemento finito (Qe + Pe). su expresidn resulta ser:

T T L T

r

+J su' f dg (2.3.17)
o T 7

en donde los elementos del integrando deben referirse al elemento finito;
y de acuerdo con los desarrollos anteriores se cuantifican a continuacidn,

al tomar en cuenta que la variacion se deben considerar Gnicamente en el

vector de desplazamientos nodales, EF-

se =5t B") =6u®T B (2.3.18)
sul ns = s(u®T NT) = s N (2.3.19)
M.’ﬁ_ N UE (2.3.20)

Al sustituir las ecs 2.3.18 a 2.3.20 en 1a'ec 2.3.17, y al recordar que los
componentes del vector de desplazamientos nodales son independientes de las
variables espaciales (salen fuera de los integrandos) se obtiene la expresifn

siguiente:




38

eT T T e _ el T
Sy [JQeEQdQ*‘(JQeDH!dQ)Q] =8y (ﬂe! I(p) 9F

+ f o AT £ dq) (2.3.21)
Q

Para que la ec 2.3.21 sea vdlida para cualquier variacidn del vector de des-

plazamientos.noddiés (GEFT). se debe cumplir que

T e .e e e
JQe-E cde+ M g: = js + fC (2.3.22)

donde, la matriz de masas, M?, del elemento e, estd dado por
N dQ (2.3.23)

f: y fg son Tos vectores de fuerzas del elemento debido a las fuerzas de su-

perficie y de cuerpo, respectivamente, que actuan sobre el elemento, es decir

(2.3.24)

J‘—h
1}
I
—O—
v
o
|==
la
—
=
S
o
a4

£ da | | (2.3.25)

|+
1§

"
— .
=
D

|=
|

f o §T ¢ dQ = j e B Dedq- J e §T De,do+ J B’ Jo dQ
Q Q Q ot

- e e
= L)e B Deda-f, +f (2.3.26)
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donde f: y jg son los vectores de fuerzas del elemento debidas a la defor-
] ]
macion inicial, e., y al esfuerzo inicia1, 0o, respectivamente, en el elemen

to finito, y resultan ser

e _ T |

feo- jge_B_ Q_Eo do (2.3.27)
e _ T :

fo, = Lze B oo do ‘ (2.3.23)

Al sustituir la ec 2.3.12 en la ec 2.3.26 resulta

T - T e e e
[o8 a=(f B nmom) u®-s2rse
1 Q
- € ,© e e
=K u -1t E (2.3.29)
e

donde la matriz de rigideces K-, del elemento finito, e, resulta ser:

ke = I B DB do (2.3.30)
e —— —— —
Q

Al sustituir la ec 2,3.29 en 1a ec 2.3.22 se obtiene

ME U8 + k& W& = £® (2.3.31)

donde el vector de fuerzas externas, f?, del elemento, e, se indica a conti-

nuacibn
e _ . e e e
Pt tf+f, -1 | (2.3.32)
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2.3.6 Equilibrio estdtico

Cuando las fuerzas que act(an sobre el elemento son independientes del tiempo

(cargas estdticas), se debe cumplir la relacidn siguiente

=0 (2.3.33)

Al sustituir la ec 2.3.33 en la ec 2.3.31 se obtiene la ecuacibn de equili-

brio estdtico del'élémento finito, que resulta ser:

(2.3.34)

2.3.7 Propiedades de las matrices de rigideces y de masas

Al calcular la transpuesta de la matriz de rigideces (ec 2.3.30) se obtiene

o) =

e

8 DB dn) = [ (8'p )" da = [ BT D' (8")' an (2.3.35)
Q f T t T T T

Al observar las diversas formas de ecuaciones constitutivas para las geome-
trias consideradas se concluye que la matriz de coeficientes eldsticos es

simétrica, es decir

) (2.3.36)

ademds, se debe cumplir que

(8")7 = B (2.3.37)

Al sustituir las ecs 2.3.36 y 2,3.37 en la ec 2.3,35 y considerar ademds la

ec 2.3.30, resulta que:



41

k&) = f B' D B do = K° (2.3.38)

w— e-—._-_ —
Q

De Ta ec 2.3.38 se concluye que la matriz de rigideces de los elementos

finitos, para los medios continuos de la elasticidad 1ineal, es simétrica.

Al ca]cuﬂér la transpuesta de la matriz de masas (ec 2.3.23) se obtiene

T

(e =(J9e oA ) - | et w7 e =] 0w’ e

Q ]

- J o N N da= M (2.3.39)
e — — —
f
De 1a ec 2.3.39 se concluye que la matriz de masas de los elementos finitos,

para los medios continuos de la elasticidad lineal, es simétrica.

2.3.8 Matriz de masas concentradas (diagonal)

La matriz de masas del elemento finito, dado por la ec 2.3.23, se le denomina
matriz de masas consistente, ya que es la que resulta en forma natural en el
proceso de discretizacibn en el método.de1 elemento finito. La matriz de ma-

sas consistente generalmente no es diagonal.

Sin embargo, por conveniencias numéricas, se utiliza con mucha frecuencia el
uso de matrices diagonales formadas de tal manera que las masas asociadas a
los puntos se consideren concentradas. E1 proceso de concentracifn no es

inico y se han utilizado 1os que a continuacibn se enumeran:

a) concentracifn de masas mediante conceptos f{sicos, por ejemplo, el de

dreas o vol(dmenes tributarios

b) concentraci6n mediante nuevas funciones de forma definidas de tal manera
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que se anulen los términos fuera de la djagonal de la matriz de masas

consistente

c) concentracidn mediante el escalamiento de los elementos de la diagonal
principal de la matriz de masas consistente, de tal manera que se preser

ve la masa total del elemento

d) concentracidn mediante la integracién numérica de la matriz de masas con-

sistente, al seleccionar a los puntos nodales como puntos de muestreo

E1 procedimiento del inciso d conduce a coeficientes negativos de la matriz
de masas diagonal. Independientemente del procedimiento seguide, la matriz
de masas concentrada o diagonal resulta ser la forma mostrada a continuacidn

(para el elemento triangular)

r T
Mi 0 0 0 0 0
o M 0 0 0o 0
0 0 Mj 0 0 0

Me = (2.3.40)

0 0 0 Mj 0 0
0 0 0 0 Mm 0
0 0 0 0 0 M

L m

donde Mi‘ Mj’ Mm son los valores de las masas concentradas en los puntos no-

dales respectivos

2.4 Ecuacibn de equilibrio del medio continuo global

Si una estructura estd en equilibrio, cualquier parte de ella también lo

estd; la inversa, también es cierta, Entonces, si se tiene garantizado el
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equilibrio de todos los elementos finitos en que se discretizé el medio con-

tinuo, se puede establecer el equilibrio del medio continuo global.

2.4.1 Ensamble de las ecuaciones

A fin de 1levar a cabo, sistemdticamente, el establecimiento de las ecuacio-
nes de equilibrio del medio continuo global, se procede a numerar, en forma
secuencial, los elementos finitos y los puntos nodales que resultan de la

definicibn de 1a geometria segln el inciso 2,3.1 (ver Fig 2.2)

De acuerdo con lo aseverado en el inciso 2.3, el equilibrio de la estructura
mostrada en la Fig 2.2 se puede establecer, al utilizar la ec 2.3.31, como

se indica a continuacién

MENICONRICIRNCONNPIEY

Lk L. (2.4.101
W@ (2) 4 (2 ,(2) _ 4(2) (2.4.1)2

En las ecuaciones anteriores, el nimero indicado en los paréntesis correspon-
de al nimero del elemento. En forma condensada, las ecs 2.4.1 se pueden es-
cribir como

P oyl yled P yle) L) 2§ gle) (2.4.2)
e=1

e=1

Las ecs 2.4.1 6 2.4.2 se pueden reordenar, de acuerdo con las observaciones

indicadas a continuacifn.

En la Fig 2.2 se puede observar que los desplazamientos del punto nodal 12,
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(u12 y Vlz)’ as1 como sus segundas derivadas respecto al tiempo,
(4,, y V.,):aparecen en las correspondientes ecuaciones de equilibrio de los
12 12

elementos finitos indicados con los nimeros, 11, 12, 13, 18, 19, 20 y 21.

La obsehv§c16n anterior conduce a aseverar que el n(mero de ecuaciones en

que se pueden agrupar las ecqaciones 2,4,1 6 2.4.2 es igual al nimero de pun-
tos nodales multiplicado por el nimero de grados de libertad asociado a cada
punto nodal. Entonces, las ecuaciones de equilibrio ordenadas se pueden escri

bir como

HU+Ru=F - (2.4.3)

|-o

donde Tlas matrices ﬁ:y‘K, se conocen con los nombres de matrices de masas y
de rigideces de la estructura, y el vector P, es el vector de cargas de la
estructura, E1 ordenamiento de las matrices y vector anteriores se expresa,

simb61icamente, a continuacifn

m=7 e (2.4.4)
e=] , '
33
K=1 -'S(E) (2.8.5)
e=1
33 |
£le) < e (2.4.6)

il
n
@t~

E1 vector, U, de Ta ecuacidn de equilibrio de la estructura (ec 2.4.3), es
el vector de desplazamientos de la estructura y se construye con los vectores
desplazamiento de cada punto nodal segldn se indica en la ec 2.4.7. E1 vector

de aceleraciones de la estructura, U, representa las segundas derivadas res-



pecto al tiempo del vector U,

[up ]
™
4 'l—J. v1
42
U= 1Y | = = u(t) (2.4.7)
4 Vo :
U
Y25
- U2s
LVog |

E1 procedimiento sistematizado para 1levar a cabo las ecs 2.4.4 a 2.4.6 es

igual al que se utiliza en las estructuras esqueletales.

2.4.2 Condiciones de frontera

Las ecuaciones de movimiento de la estructura (ecs 2.4.3) deben satisfacer
valores prescritos de algunos componentes del vector U. Tales valores cono-

cidos definen las condiciones de frontera.

En la Fig 2.2, del ejemplo seguido, los valores de los desplazamientos de

los puntos nodales 2,9 y 25 son nulos. Esto se indica a continuacidn como

u, =0 ' (2.4.8)1
Ug - 0 | (2.4.8)2
Upg= 0 (2.4.8)3
é Al hacer que las ecuaciones de movimiento (ec 2.4.3) satisfagan las condi- %

ciones de frontera, indicadas por las ecs 2.4,8, se obtienen las ecuaciones
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siguientes:
MU+KU=P (2.4.9)

en la ec 2.4.9 se puede observar que las condiciones de frontera (ecs 2.4.8)
inciden en las matrices de masas M y de rigideces K y en el vector de car-

gas P, que se transforman en M, K y P, respectivamente.

La forma sistemdtica de introducir las condiciones de frontera en las ecua-

ciones de movimiento es igual a como se hace en las estructuras esqueletales.

2.4.3 Matriz de amortiguamiento

Aunque el modelo matemdtico de los s6lidos, eldsticos lineales no considera
efectos disipativos, al utilizarse en la modelaci6n de las estructuras reales
se le adiciona a la ecuacibn de equilibrio dindmico de la estructura

(ec 2.4.9) un término correspondiente a las fuerzas disipativas del tipo vis-
coso lineal, y se .transforma en:

MU+CO+KU=P (2.4.10)

——

donde U es el vector de velocidades de la estructura, primera derivada res-
pecto al tiempo de U, y C es la matriz de amortiguamientos de la estructura,
generalmente cuantificada con el criterio de'Rayleigh, mediante la ecuacidn

siguiente

C=oM+uK (2.4.11)

a y u son coeficientes que se determinan experimentalmente
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2.4.4 Condiciones iniciales

Para poder integrar las ecuaciones de equilibrio dindmico (ec 2.4.10) se
requiere especificar el origen del movimiento, a partir del cuai se desea

cuantificar. Este origen del movimiento se conoce con el nombre de condicio

nes inicfaﬁes y queda establecido al especificar los vectores de desplaza-
miento U, y de velocidad Qo en el origen del movimiento (en el tiempo, t=o0),

es decir

U = U (2.4.12)

Tlt=o ° f
o =10 (2,4.13)

—='0 —o

2.4.5 Equilibrio estdtico

E1 equilibrio estdtico de las estructuras es un caso particular del movimien~
to, y es aquel en que el vector de cargas P y el vector desplazamientos U son
independientes del tiempo. Al imponer esta condicidn a las ecuaciones de equi

1ibrio dindmico (ec 2.4.10), se transforman en las ecuaciones siguientes
KUu=pP (2.4.14)

2.4.6 Solucibn de las ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio estdtico (ec 2.4.14) resultan ser un sistema de
ecuaciones algebraicas, lineales,simétricas no homogéneas. Su solucidn se ob-

tiene segln los métodos descritos en el capitulo 4. Con el vector de despla-

zamientos de la estructura conocido, (U), se calculan cada uno de los vecto-
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res de desplazamientos nodales de los elementos finitos (EF) y se procede a
cuantificar para cada elemento, en los puntos deseados, los siguientes con-

ceptos:

a) los componentes del tensor de deformaciones, mediante las ecs 2.3.12 y

2.3.14

b) 1os componentes-del tensor esfuerzo, mediante la ec 2.3.16

Las ecuaciones de equilibrio dindmico (ec 2.4.10) es un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, de segundo orden, lineales, no homogeneas, acopla-
das,cuya solucidn se indica en el capitulo 4. Conocidos los vectores de des-
plazamientos (U), de velocidades (U) y de aceleraciones (ﬁ) se procede como
en el caso del problema estdtico a cuantificar los valores de los componen-

tes de los tensores de esfuerzos y de deformaciones durante el movimiento.
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3. FUNCIONES DE INTERPOLACION DE ELEMENTOS FINITOS

3.1 Generalidades

En capitulos anteriores se indicé que las ecuaciones del elemento finito se

obtienen mediante los métodos variacionales (Rayleigh-Ritz) o de los residuos

pesados (Galerkin). Sin embargo, existen algunas diferencias basicas en re-

lacion con el método del elemento finito ya que se caracteriza por:

1) La representacién funcional global de una variable consiste de un ensam E
ble de representaciones funcionales locales. Las integrales globales
sobre el dominio de la estructura, Q ,'se establecen en funcion de un ensam

ble de integra1e§ sobre dominios locales, Q de elementos finitos dis-

e ]
juntos.

2) Si se utiliza el método de Rayleigh-Ritz, el principio variacional global
se construye como un ensamble de los principios variacionales aplicados

a cada elemento finito.




3) .Si se utiliza el método de Galerkin, las funciones de interpolacién del

elemento finito actdan como funciones de peso en la integral de Galerkin.-

En general, el paso mas crucial en el método del elemento finito consiste en
la seleccion de funciones de interpolacidn adecuadas. Deben satisfacer cier
tos criterios para que se logre la convergencia de la solucidn aproximada a

la solucidn exacta de la ecuacidn diferencial en cuestidn.

La interpolacidn en elementos finitos se caracteriza por la forma del elemen
to y el orden de aproximacién. En general, la seleccion de un elemento fini

to depende de:

a) 1la geometria del dominio global.
b) el grado de aproximacidn deseado en la solucion

c) la facilidad de integracion sobre el dominio del elemento.

E1 dominio global donde se deseanintegrar las ecuaciones diferenciales puede
ser unidimensional, bidimensional o tridimensional. En la Fig. 3.1 se indi-
can las geometrias de algunos elementos finitos correspondientes a los domi-

nios globales indicados.

En general, las funciones de interpolacion son polinomios de varios grados;
pero también se pueden utilizar productos de polinomios con funciones expon-
ciales o' trigonométricas. Si se utilizan polinomios lineales, Unicamente

se requieren los puntos nodales de las esquinas de los elementos finitos
(Fig. 3.1); mientras que si se desean polinomios cuadrdticos,se deben adicio
nar puntos nodales comprendidos en las fronteras de los elementos (Fig. 3.2).
Desde luego que se pueden utilizar aproximaciones con polinomios de orden

superior, pero se necesitan adicionar puntos nodales.



3.2. Elementos unidimensionales

Se presentan . varios elementos que dependen bdsicamente del polinomio utj_‘

lizado para la interpolacidn.

3.2.1 Elementos convencionales

La expansion polinémica de la variable unidimensional, u=u(x),se puede indi-

car como:

.

- i -

u=a +ax i=1,2,...,N (3.2.1)
3.2.1.1 Interpolacion lineal
En este caso, la ec 3.1.1 resulta ser

u=a +apx (3.2.2)

para poder expresar el valor de u, en funcifn de los valores en los puntos no
dales (Fig. 3.3) se necesita valuar la ec 3.2.2 en tales puntos, como se indi

ca a continuacion

u, = u (3.2.3)

v o= u (3.2.4)

Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.3 se obtiene

u, = a ' (3.2.5)

Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.4 resulta

u

) S8t L (3.2.6)
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De las ecs 3.2.5 y 3.2.6 se obtienen

a =u (3.2.7)

a, =7 (u, - uy) (3.2.8)

v X X _ .
u=(1- z) u, tgu, = Ni u i=1,2 (3.2.9)
donde:
Ni se denominan funciones de interpolacion y sus expresiones son:
No=1-% " (3.2.10)
1 z
_ X
N2 =7 (3.2.11)

3.2.1.2 Interpolacifn lineal normalizada

Si el sistema de referencia se selecciona como se indica en la Fig. 3.4, se

define una nueva variable adimensional como se indica a continuacion

g=§ (3.2.12)

donde:

h = %-L y, de acuerdo con la ec 3.2.12, se puede indicar el siguiente com

portamiento de la variable &:

£ =0 en el centro del elemento (3.2.13)1

£ =-1 en el punto nodal 1 (3.2.13)2
£ =1 en el punto nodal 2 (3.2.13)3
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Con. base en 12 varfable £ , 1a ec 3.2,1 se puede escribir como:

i _
u=a + ay & (3.2.14)
y para el caso lineal se reduce a
u=a + at (3.2.15)

en donde las condiciones de frontera dadas por las ecs 3.2.3 y 3.2.4 se indi

can a continuacidn:

=y, (3.2.16)

=u, (3.2.17)

g =1

Al seguir la secuencia indicada en el inciso anterior, las constantes a,ya

de la ec 3.2.15, al utilizar las ecs 3.2.16 y 3.1.17, resultan ser:
2 =5 (u, +u) (3.2.18)
o 2' tEr

a, = %-(u2 - u)) (3.2.19)

y la ec 3.2.15 se puede escribir como

uesFll-Ru +F Ry N U T=12 (3.2.20

en donde las funciones de 1nterpolac16n, N1 yresultan ser:

= %_ (1 - E) ) ' (3.2.21)

21
N2 = §-(1 + E) (3.2.22)
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3.2.1.3 Interpolacién cuadritica

En este caso, la ec 3.1.1 toma la forma siguiente:

- 2 '
us=a tax+a,x (3.2.23)

y para poder cuantificar las tres constantes, ays 3, Yy 3,8 requiere conocer
el valor de u en otro punto adicional a los extremos, como se indica en la
Fig. 3.5, en donde el punto adicional se seleccionard en el centro del elemen

to.

De acuerdo con la Fig. 3.5, las condiciones de frontera resultan ser

u = u, (3.2.24)1
x=0
u =u, (3.2.24)2
2
X=3
u = u, , (3.2.24)3
x=4L

Al hacer que la ec 3.2,23 satisfaga las condiciones establecidas en las ecs

3.2.24 se obtienen las ecuaciones siguientes

u =a, ' . (3.2.25)1
; 1 1,2

u, =a +yla +3b a (3.2.25)2

u,=a, +La, +£°a, (3.2.25)3

El sistema de ecuaciones anterior (ecs 3.2.25) se puede escribir en forma ma-

tricial como se indica a continuacion



Y su solucion resulta ser

o
L]
o

: Y 1
_1
8 2
a, = jl-(u -2u, +uy,)
27,11 2 3

y la ec 3.2.23 se puede escribir como

= [1360 + 2w, + 0 (15, +F [-1923)] s

u =
0 bien
u-= N1 u,
N1-1-3(%)+2
N, = 4 () (1 -
N, = (3) [-1+2(

3.2,1,4 Interpolacidn cuadrdtica normalizada

(-3 u, +4u, - u3)

n
=

(3.2.26)

(3.2.27)1
(3.2.27)2

(3.2.27)3

(3.2.28)

(3.2.29)

(3.2,30)
(3.2.31)

(3.2.32)

Si el sistema de referencia se selecciona con la varijable normalizada indica-

da en el inciso 3.2.1.2, seglin se muestra en la Fig. 3.6, la ec 3.2.23 se pue

de escribir como:
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- . 2
u=a + a E+a, k (3.2.33)

Con las condiciones de frontera dadas a continuacidn

up = u (3.2.34)1
g=-1
u =u, (3.2.34)2
£=0
u =u, (3.2.34)3
g=1
Al seguir el procedimiento utilizado para cuantificar los coeficientes as
a y a,, la ec 3.2.33 se puede escribir como
u-= Ni uy (3.2.35)
donde
_ 1
N1 =5k (g - 1) , (3.2.36)
N, =1- g2 (3.2.37)
1
N3 =5 (g + 1) (3.2.38)

3.2.1.5 Interpolacion en coordenadas naturales

Si las funciones de interpolacién se obtienen en funcién de variables espa-
ciales adimensionales- o normalizadas, entonces al sistema normalizado se le

denomina sistema coordenado natural,

Como puede observarse, en los incisos 3.2.1,1. a 3.2.1.4 se han logrado expre

sar y las funciones de interpolacifn en términos de variables adimensionales



57

(hue pueden ser x/& o bien g=x/h) y en ambos casos se puede definir siste

mas coordenados naturales, pero con origenes diferentes,

3.2.2 Elementos con polinomios de Lagrange

A fin de evitar la solucidn de ecuaciones que se presentan en la determina-
cion dé‘ios coeficientes del polinomio de interpolacifn utilizado en el inci

so 3.2.1, se puede utilizar el criterio de la interpolacién lagrangiana, ex-

presada como

.‘k

us= zi u; = Ni-ui (3.2.39)

en donde Li reprgsenta a las funciones de interpolacion de Lagrange, cuyas

expresiones son:

" ; X=Xy ] (x-xl)...(x~x1_1)(x-x1+1)...(x - xn)
i J=1,3#i x1-xj (xi-x{} ..(xi-xi_1)1x1-x1+l)...(x1-x;7

(3.2.40)
en donde con el simbolo m se indica el producto de los binomios x-xj y

xi-xj sobre el rango de J .

En esta interpolacidn, la longitud del elemento se divide en segmentos de

igual tamafio por los n puntos nodales, donde n=m+l y m es el orden de

aproximacion.

S1 la ec 3.2.40 se expresa en funcion de la variable adimensional g=x/g ,

se puede escribir como:

§ -8 ‘ '
n n
2 -—:—-EL (3.2.41)

Tjaliget M8

En la Fig. 3.7 se muestra esquemdticamente la division de la regidon del ele-

mento para las ecs 3.2.40 y 3.2.41, A continuacidn, se ejemplifica el uso de
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la {nterpolacién de Lagrange para diversos ordenes de aproximacion.

3.2.2.1 Interpolacién lineal

En este caso,el orden m=1 y el nimero de puntos n=2 , segln se indica en
la Fig. 3.8. La interpolacion de Lagrange, para diversas referencias, se in

dica a continuacion.

a) Variable no normalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.8a

X=X :
LA Li - < -x2 = 6‘%%: 1 -% (3.2.42)
s L 1 2
2 XX x.0  x
N2 = Lz = _x._z_:)-(.; = —2:6- = 7 (3.2.43)

2 E-Ez E-l
N1 = Ll = 51'52 e -1 = 1-¢ (3.2.44)
E-E :
Y 1 _g-0 _ :
N, = & o i (3.2.45)

c) Variable normalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.8¢

E-E |
A (—i)il = 3 (1 -8) (3.2.46)1
1 72
BB, (L |
Y, = Li E -sl ﬂ B ) % (1 +¢) (3.2.46)2

3.2.2.2 Interpolacion cuadratica

E1 orden m=2 y el nimero de puntos n=3 , se indican en la Fig. 3.9 y las

expresiones para sus correspondientes variables se indican a continuacion.



3

a) .Variable no normalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.9a

(x=x,)(x=%3)  (xp)(x-t)

(3.2.475 '

. i} s o1ia X4 o(Xy2
N =& = (X, =%, (X~ X3) (0_%0(0-2) 1-3 £-+2(29
N w3 (x-x )(x-x, ) (x=0)( -l), 4 [E :] (3.2.48)
2 2 7 Tx,m % 0(x,- x ) (z 0) T
3 73 (Xa'x1)(xa'xz) £- e
b) VariabH; normalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.9b :
(5-g)(68)) (&~ P)e-1). ,
N = 43 = 2 ~°3 7 = 2(6- ) (e-1) (3.2.50) |
A TR T 00 (&-2)
(g-£,)(g-£,) '
= 53 o (&-0)(e-1) _ _a.(so :
N, =4 = (52-51)(5 a) doda = e 1) (3.2.51) |
(6-)(e€,)  (£-0)(&- 1) \ |
_ 0 2 2 e L ,
Tl e )(e =30 AP yr 2¢(g- ) (3.2.52)

¢) Variable normalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.9¢

Las expresiones son iguales a log primeros términos de las correspondientes

ecs 3.2.50 a 3.2.52, pero el valor de las coordenadas en los puntos nodales

cambian, y se indica a continuacidn

N =gl = A820(e=l) 1 gy

1 1 _1_ _1_1 2 (3.2.53)

GCMEd
0-(-11 -1

=
N
|
il
]

(3.2.54)
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, Le(-1ILle-01

7 £(g+1) (3.2.55)

N =¢

37 (-1 J[1-07]

Como era de esperarse, las ecs 3.2.42 a 3.2.52 coinciden con sus casos corres

pondientes a las ecuaciones obtenidas en el inciso 3.2.1.

3.2.3 Elementos con polinomios de Hermite

En las interpolaciones donde se desea,ademds de la continuidad de la funcion,
la continuiqad de las derivadas de la misma, es recomendable el uso de las

funciones de interpolacidn de Hermite.

A fin de ejemplificar el uso de la interpolacion de Hermite,se describe el

caso del elemento finito con dos puntos nodales y primeras derivadas conti-

nuas, en funcion de la variable normalizada, ¢ = x/&

u(e) = % (6) WO+ by (g) ul  i=1,2 (3.2.56)
que puede escribirse como

u(g) = N, u, i=1,2,3,4 (3.2.57)

donde:

1 .
h? y hi son polinomios de Hermite, (Fig. 3.10) cuyas expresiones son:

N, = hf =1~3£2+2¢3 (3.2.58)
_ 0 _
N, =hy = 3¢2-2¢3 (3.2.59)
1
N3 = hl =f - 2 52 + 53 : (3.2.60)
1
N =h =g3.¢g2 (3.2.61)
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= = 0 ' K
u = u uy - . (3.2.62)
£=0 ‘
] _ 0 .
u, = u = U, (3.2.63)
g=1
L] S (3.2.64)
T . (3.2.64
£=0 iEe
L _ U _ 1 K
L u, = 5 u, (3.2.65)
£=1

Desde luego que se'puede considerar continuidad en derivadas de orden. supe-

rior pero se requeriran polinomios de Hermite, también, de orden superior.

3.3 Elementos bidimensionales

Como se indica en la Fig, 3,1, las geometrias de los elementos finitos bidf;
mensionales mas usados son el tridngulo, el rectdngulo y el cuadrildtero ge-
neral. En este inciso se bosquejan las funciones de interpolacion asocia-
das al tridngulo y al rectdngulo con lados lineales. En el inciso 3.5, se
considera la posibilidad de extender estos conceptos a geometrfas planas mis

complejas (cuadrilateros generales con lados curyos),

En la expansion polindmica de los elementos finitos se busca el miximo orden
del polinomio completo correspondiente a un nilmero minimo de grados de liber
tad (puntos nodales). Para determinar el ndmero de términos que se presen-

tan en un polinomio de dos variables, es conveniente utilizar el triangulo de

Pascal, mostrado en la Fig. 3.11,
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3.3:1 Elemento triangular lineal en coordenadas cartesianas

La representacion polinémica mids simple de la funcidn u = u (x,y) es la li-

neal (ver Fig. 3.12) y su expresidn es

u=o +u2x+a_y (3.2.1)

las condiciones de frontera correspondiente en los puntos nodales resultan

ser

Ul =u, 3 U =u,; u =y (3.3.2)

Al hacer que la ec 3.3.1 satisfaga las ecs 3.3.2 se obtiene

1 J
u =5 (ai+bix+ciy)ui+(aj+bjx+cjy)uj+(am+bmx+cmyh1 (3.3.3)
donde
a5 = X5 Y " X Y (3.3.4)
bi =Yi " Yo = Yin (3.3.5)
C., = X_ = X; & X . (3.3.6)

y los coeficientes aj, 3 bj, bm, cj yc, se obtienen mediante permutacion

ciclica de los subindices en las ecs 3.3.4 a 3.3.6.

boxy oy
A=11 xj yJ =2 Aijm ’ (3.3.7)
1 Xm Y
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el drea del tridngulo ijm se indica con A,

ijm °
La ec 3.3.3 se puede escribir como
u = Nkvuk k=1, 2, 3 (3.3.8)
_que en forma matricial resulta ser
u=thu (3.3.9)
donde: | o
N=|N, N, N (3.3.11)
. - [1 J m1(1x3)
ui'T
us= | u, (3.3.12)
- J
Un
L " 1(3x1)
y las funciones de forma
N: =% (ai thox + ciy) (3.3.13)

3.3.2 Elementos triangulares en coordenadas naturales

Como el ndmero de términos que aparecen en un polinomio completo determina el
-nimero de puntos nodales requeridos, con base en el tridngulo de Pascal, en
la Fig. 3.13 se muestran los puntos nodales requeridos para los polinomios de

interpolacidn lineal, cuadrdtica y cibica del elemento triangular.

En lugar de proceder como en el inciso 3.3.1, se utiliza el concepto de coorde

nadas naturales que conduce a las cogrdenadas de &rea, L, L,y L, (Fig. 3.14),
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cuya relacion con las coordenadas cartesianas estd dada por

(3.3.14)

X = L1 X, + L2 X, + L3 Xq
y=Ly *Ly,+Ly, | (3.3.15)
1=1L,+ L2 + L3 (3.3.16)

donde 1a ec 3.3.16 establece que las coordenadas de drea L1 son linealmen

te dependientes.

Otra forma alternativa de definir las coordenadas de drea se indican a conti

nuacion (ver Fig. 3,14)

A : (3.3.17)

-
L]
>
~
>

(3.3.18)

-
il
p -
~
p -

3 - fp2’Mas (3.3.19)

Las funciones de forma N. para los elementos triangulares de la Fig. 3.14

resultan ser:

3.3.2.1 Interpolacion lineal

Serequieren dnicamente los 3 puntos nodales sobre los vértices

N, =L, i=1,2,3  (3.3.20)

3.3.2.2 Interpolacion cuadrdtica

Se requieren 3 puntos nodales sobre los vértices y 3 puntos nodales sobre los

lados.



a) .Para los puntos en los vértices

N, = (2L

i i T

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al centro

3.3.2.3 Interpolacidon clbica

Se requieren 3 puntos nodales sobre los vértices, 6 puntos nodales sobre

1L, i=1,2,3 (3.

N, =4L, L, (3.
N5 = 4L2 L3 (3.
N6 = 4L3 L1 (3.3.

lados y un punto nodal interior alineado cor os nruntos nedales de log °
a) Para los puntos en los vértices
_1 .
Ni =5 (3Li '1)(3Li -2) L; i=1,2,3 (3.
b) Para los puntos sobre los lados, localizados al tercio
N, = 2L, L, (3L, -1) (3
L B S 1 | .
N. =2 L, L, (3L, -1) (3
5 2 "1 2 2 -
N.= 2L L, (3L -1) (3
6 2 2 73 2
_9
N7 =5 L, L3 (3L, -1) (3
N =2 L L (3L, -1) (3
8 2 731 3

3.21)

3.22)1

3.22)2

3.23)

3.24)1

.3.24)2

.3.24)3

.3.24)4

.3.24)5
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-3
N9 =35 L3 L1 (3L1 -1) (3.3.24)6
c) Para el punto interior
N10 = 27 L1 L2 L3 (3.3.25)

3.3.3 Referencias para elementos rectangulares

Para esta geometria es conveniente usar coordenadas normalizadas y la forma

de seleccionarlas.se indica en la Fig. 3.15.

.‘3.

Debido a la geometria del rectangulo, las funciones de forma se pueden generar,

sistemdticamente, mediante productos de polinomios en las dos coordenadas.

3.3.4 Familia lagrangiana para elementos rectangulares

Si las funciones de interpolacion se construyen con los polinomios de Lagrange

(ec 3.2.41), se pueden escribir como

Ni(gan) = £5 (8) £ (n) (3.3.26)
donde
N1 es la funcidon de interpolacién para cualquier punto nodal 1
o corresponde al polinomio de Lagrange para la variable ¢ que pasa
J por m puntos nodales Jj , localizados en 1ineas definidas median
te n = constante y
££ es el polinomio de Lagrange para la variable n que pasa por n pun

tos nodaIes k , localizados mediante £ = constante.

En la Fig. 3.16 se muestran los puntos nodales requeridos para algunos miem-
bros de la familia de Lagrange. E1 uso de estas funciones estd muy limitado,
tanto por el nimero de puntos nodales requéridos como por el nimero de térmi-

nos parasitos que resultan en los polinomios, Ni .
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3.3.5 Familia Serendipity para elementos rectangulares

Las funciones de interpolacién de esta familia se obtuvieron, originalmente,
por inspeccidn;y por esta razdn, Zienkiewicz les asigné el nombre de Serendipity,
en similitud con la princesa de Serendip de la novela de Horace Walpole, fa-

mosa por sus descubrimientos casuales.

Esta familia se origind por la conveniencia de que las funciones de interpola
cion dependan de puntos nodales localizados sobre los lados del elemento,
como puede;AVerse en la Fig. 3.17. Es necesario aseverar que las funciones
generadas por los puntos localizados sobre los lados, generan polinomios com

pletos hasta el grado tres; para aproximaciones cuartas o mas, es necesario

adicionar nados interiores.
Las funciones de forma para varias aproximaciones se indican a continuacidn:
3.3.5.1 Interpolacion lineal
Se requieren Gnicamente los 4 puntos nodales sobre las esquinas
No= {1+ g g1 enn)  i=1,2,3,4 (3.3.27)

3.3.5.2 Interpolacidn cuadritica

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas y 4 puntos nodales sobre los

lados.

a) Para puntos sobre las esquinas

N'i .= %—(1 + g 51')(1 + n ﬂ.i)(g 510 + n n'i —1) i=1’2,3’4 (3-3.28)




b) Para los puntos sobre los lados, localizados al centro

Ny =3 (1-e)(1+nn) para £ =0 5,7 (3.3.29)
Ny = %-(1 +E Ei)(l - n2) para n; = 0 i=6,8 (3.3.30)

3.3.5.3 Interpolacion cubica

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas y 8 puntos nodales sobre los

lados.

a) Para puntos sobre las esquinas -

N, = é%(l +E g1+ ni)[§(52-+n2) -1§1 i=1,2,3,4  (3.3.31)

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al tercio

9 :
N; = z5(1+g €;)(1-n2)(1+9n n,) para g;=:1y ﬂf*?% i=7,8,11,12

(3.3.32)

9 .
(3.3.33)

3.4 ELementos Lnidimensionales

Al igual que en el inciso 3.4, se bosquejan las funciones de interpolacion
para las geometrias simples formadas con superficies planas ya que en el inci
so 3.5 se extienden estas funciunes a geometrias mds generales, como el hexae

dro.
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3.4.1 Elemento tetraedro lineal en coordenadas cartesianas

La funcidn tridimensional wu=u(x,y,z) se puede representar en forma de polino

mios lineales como se indica a continuacion’

u=a

L FeX tagy a2 (3.4.1)

Las condiciones de ffdntera,fcorreSpondientes a los puntos nodales (ver Fig.

3.18), resultan ser

u = U ou =uj;ou =u ;U = U
X=X, X=X X=X X=X (3.4.2)
a5, Yy Y=y, y=y,
2=z, 222 z=z_ 2=z,

Al hacer que Tla ec 3.4.1 satisfaga las ecs 3.4.2 resulta:

=
L]

., +b.Xx + c.y +d.
3y i c1y iZ

N. =a, +b.x+c.y +d,.
35 T OX T LY TGyt

=
I

ja1}
+

bmx + cmy + dmz

=
n

[=1)
+

b x + +d
e

1
ijmp

[ =i
fl

(Ni ug + Nj Uj f Nm u, * Np up) (3.4.3)

donde:

Vijmp gs_e] volumen del tetraedro formado con los puntos nodales
1,J,my p , y se cuantifica mediante




y los coeficientes ai,bi,c{ y di

cion:

vijmp )

O\ =

X5 Y3
i~ *n Ym
*» Yp
1 yj
i =11 ym
1
Yp
xj 1
i xm 1
xp 1

X;p - Y24
X: Y. Z,
T (3.4.4)
xlTl 'yl'l'l Zm
» Yo I

se cuantifican como se indica a continua-

Z (3.4.5)

Z _ (3.4.6)

p . | (3.4.7)
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. 1
X500y
d1 = | Xy Yy 1 (3.4.8)
1
» Yp
Las otras constantes (aj,bj,cj,d.,a b ,c_,d ,a_,b ,c_yd) sedefinen ente-

Jj*m>m’m’ Tm>p’ptp T P
ramente en forma similar a las correspondientes constantes ai’bi’ci y d1,

mediante un intercambio ciclico de los subindices en el orden p,is,j,m, con

la convencién establecida en la Fig. 3.18.

La ec 3.4.3 se puede escribir, con las notaciones indicial y matricial, como

se indica a continuacion:

u = Nk Uk k,= 1.5 J: m, p (3.4.9)
u = NN Uy (3.4.10)
donde:
NN = Ni Nj Nm Np (3.4.11)
B (1x4)
( \
u.
i A
uy = | Y (3.4.12)
u
m
u
p
L) (4x1)

y las funciones de forma, Nk

Nk = (ak + bkx teyt dkz)/6 Vijmp k = 1,j,m,p (3.4.13)

Loy
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3.4.2 Elementos tetraedros en coordenadas naturales

De manera similar al elemento triangular bidimensional, el nimero de puntos
nodales requeridos para definir polinomios completos, asi como el tetraedro

de Pascal, se muestra en la Fig, 3,19.

Las coordenadas naturales del tetraedro se denominan coordenadas de volumen,
Li; i=1,2,3,4, cuya relacidn con las coordenadas cartesianas resulta ser

(Fig. 3.20).

[

X = L1 X, + L, x, + L3 Xy ¥ L, %, (3.4.14)
yaLhiy, vy, Ly, +Ly, (3.4.15)
zZ= L1 z, + L2 z, * L3 z, % Lu z, (3.4.16)
l=L, +L,+L +1L, - (3.4.17)

La forma alternativa para definir las coordenadas de volumen se indica a con-

tinuacion (Fig. 3.20)

Ly = szsu/V123u (3.4.18)
Ly = vp13k/v123u‘ (3.4.19)
Ly = Vp12/V123s (3.4.20)
LI PYA TP | (3.4.21)

Las funciones de forma Ni » para los elementos tetraedros de la Fig. 3.19,se

indican a continuacion:
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3.4.2.1 Interpolacidn lineal

Se requieren (nicamente los 4 puntos nodales sobre los vértices.

N, = L. i=1,2, 3,4 (3.4.22)

3.4.2.2 Interpolacion cuadratica
Se requieren 4 puntos nodales sobre los vértices y 6 puntos nodales sobre las
aristas, que en este caso se suponen localizadas al centro,

a) Para lo$ puntos en los vértices

N = (2L - 1)L k=1,2,3,4 (3.4.23)

k k

b) Para los puntos del centro de las aristas

N =41 L (3.4.24)

=41, L (3.4.25)

3.4.2.3 Interpolacion cidbica

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas, 12 puntos nodales sobre las
aristas localizadas a los tercios y 4 puntos nodales sobre las caras, alinea-

dos con los puntos nodales de las aristas.
a) Para los puntos en los vértices

21 .
Ny =2 BL, - 1L, - 2)L, i=1,2,3,4 (3.4.26)




»
H
»
i
¥
>

o

b) -Para los puntos sobre las aristas
N.=2 L, L (3L -1)
5 =3 L L L - (3.4.27)

_ 9 |
N = 5 L1 L2 (3 L2 - 1) (3.4.28)

c) Para_los puntos sobre las caras

PN

=
i

27 L, L, L (3.4.29)

17 3

=
it

18 27 L1 Lz L, (3.4.30)

3.4.3 Familia lagrangiana para prismas rectangulares

Las funciones de interpolacidn, Ni ,» S& construyen directamente con el produc

to de tres polinomios de Lagrange, como se indica a continuacion:

N (eanse) = £ (e) & (n) 4 (2) (3.4.31)

donde: g,n y ¢ son las variables normalizadas y m,n y p son las subdi
visiones a To largo de cada arista (ver Fig. 3.21). Al igual que en los ele-
mentos bidimensionales, la aplicacion prdctica de estos elementos es casi nula

por su ineficiencia.
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3.4.4 Familia Serendipity para prismas rectangulares

Se obtiene con razonamientos enteramente similares a los usados en los elemen

tos bidimensionales. En la Fig. 3.22 se muestran los puntos nodales asocia-

dos a los elementos cuyas funciones de interpolacion se indican a continuacidn:

3.4.4.1 Interpolacién lineal

Se requieren (nicamente 8 puntos nodales sobre las esquinas.

N, =

. ; (1 +¢ gi)(l + 1 “i)(l +r ;i) i=1,...,8 (3.4.32)

00| =

3.4.4.2 Interpolacion cuadrdtica

Se requieren 8 puntos nodales sobre las esquinas y 16 puntos nodales sobre

las aristas que se seleccionaron en los puntos medios.
a) Para los puntos sobre las esquinas

N = %(1 tEEMI +nn)(1+pgg)e gy +nny + gy -2) i=21,2,3,...,8

(3.4.33)
b) Para los puntos sobre las aristas
Ny =g(l- (1 enn)(1+gg)  9,10,11,12
¥ £y = 0; ng =213 g; = 1l (3.4.34)




L4

3.4.4.3 Interpolacifn ciibica

Se requieren 8 puntos nodales sobre las esquinas y 24 puntos nodales sobre 1a§

aristas que se localizaron a los tercios.

a) Para puntos sobre las esquinas

Nymgr (146 £,) (Lt n.) (14 ;i)[§(52+n2+;2)-1§] i=1,2,...8 (3.4.35)

b) Para los puntos sobre las aristas
Ny = gp(1-£2) (149 £ £)(I4n n.)(14g ©,)  129,...,16 (3.4.36)

¥ g =1t 5 n, =13 r. =+ 1

W]

3.4.5 Elementos anillos axisimétricos

Si la geometria del cuerpo es la de un sdlido de revolucion o axisimétrico
(ver Fig. 1.5), la configuracion tridimensional se puede reducir a una bidi-
mensional debido a la posibilidad de eliminar la variable angular. Entonces,
se pueden utilizar los elementos finitos del inciso 3.3, bero con las varia-

bles asociadas a los ejes radial y axial.

3.5  Efementos .isoparambtricos

Para que cualquier geometria, relativamente compleja, se pueda representar

con un ndmero pequefio de elementos, se necesitan elementos finitos con formas
mas complejas que las descritas en los incisos 3.2 a 3.4. En este inciso se
tratan geometrias distorsionadas (lados y superficies curvas) de los elemen-

tos de forma simple que conduzcan a geometrias arbitrarias, segiin se puede
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observar en la Fig. 3.23, en donde los puntos asociados a las regiones regula
res mapean a puntos de las regiones irregulares. En este mapeo, la referencia’
original del elemento se transforma en una referencia curvilinea. Si el mapeo
es uno a uno, se puede establecer una correspondencia entre las coordenadas

cartesianas y las curvilineas de la forma siguiente (caso tridimensional).

[ A f 3 [ 3 ( \
X E | X L1
yl =f [n obien |y|=f |L (3.5.1)
oz z z L
3
L / t 4 L P
L,
\

Una vez establecida la relacion dada por la ec 3.5.1, las funciones de forma
se pueden especificar en las coordenadas locales y, mediante una serie de
transformaciones, determinar los elementos correspondientes a una referencia

arbitraria.

3.5.1 Transformacion de coordenadas mediante funciones de forma

Si N% = N%(g,n,c) son las funciones de forma del elemento en las coordenadas

locales (no deformadas), se puede escribir la relacién siguiente:

) ‘ t'y = N'y = IN! |(W_‘
X = Njxy + o0+ Nox = Nixg = (Nl, cer NmJ x| =N x (3.5.2)




- - [ ) . .
ys= Niyl + .00t Nr;'ym = N..iy.i = [Ni » tee 9 Nr;‘l yl -ﬂ_' Yy (3.5.3)
y
m
-
. { )
z=Nz +... +Nz =Nz, = [Ni s vee s N&] 2, =Nz (3.5.4)
Zm
\ )

donde:

X, ¥, Z son las coordenadas en la referencia cartesiana de cualquier punto
localizado en el elemento deformado, y :

;
3
I
!
3
3
kg
4
{
|

Xis¥5s24. SON las correspondientes coordenadas cartesianas de 1os m pun-
(i=1.m) tos seleccionados apropiadamente sobre la frontera del elemento.
i=1,m

Para asegurar la continuidad entre las fronteras de los elementos mapeados,

basta con asegurar que las funciones de forma, N: , garanticen la continuji

dad de los elementos en la cohfiguracién no deformada.

La representacidn de la variable de campo, funcion u , definida en la region

del elemento y en términos de las coordenadas curvilineas (£,n,z) y las fun-

ciones de forma, resulta ser:

(3.5.5)

. (]
| ==
|=

g= Ni(E,n,c) ui = (Nl s ves s Nn] u
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donde:

Ujs i=1,n son los valores de la variable u, en los n puntos nodales del
elemento.

Para asegurar la continuidad de la funcién u (ec 3.5.5), basta con asegurar

que las funciones de forma Ni(g,n,c) utilizadas, garanticen la continuidad

de u en las coordenadas del elemento no deformado.

Los puntos nodales. n utilizados para definir la interpolacidn de la funcifn
u(ec 3.5:5{zbueden estar o no relacionados con los m puntos empleados para
definir la geometria del elemento (ecs 3.5.2 a 3.5.4). En la Fig. 3.24 se
muestran las relacjones que se pueden presentar para un elemento plano (cua
drildtero con lados curvos) en donde las funciones de forma N;, i=1,8, para
definir la geometria del elemento (ecs 3.5.2 a 3.5.4) son cuadrdticas; mien

tras que las funciones de forma N1 , para definir la funcién u (ec 3.5.5)

pueden ser lineal (i=1,4), cuadritica (i=1,8) o cidbica (i=1,12),

Se 1laman elementos isoparamétricos cuando se utilizan los mismos puntos para
definir a la geometria y a la funcién (n=m) y, por tanto, las funciones de

forma son las mismas, es decir
N; = N} i=1,...,n (3.5.6)
En la actualidad son los elementos de uso mds generalizado.

Se 1laman elementos subparamétricos cuando n>m y elementos superparamétri-

cos cuando n<m .
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3.5.2 Derivadas de las funciones de forma

Considérese el sistema de referencia local

E,N,C Yy su correspondiente sis-

tema de referencia global x,y,z; las derivadas parciales de las funciones

de forma N1 » respecto

se pueden expresar como:

Las ecs 3.5.7 a 3.5.9

¢‘BE X o9& dy 0o 9z 9§
M N, My, Ny

an  9x on | 9y on 9z on

5N,  oN, N, ON.
1 _iox 19y _ 109z

3¢~ 9x or = dy dr 9z o

a continuacitn:

donde:

() 1[0
Mo Jax oay ow | |
)3 3 3¢ OE | | O
Mmooy w2 |
on an on an oy
ST B IO VI
14 I 13 T4 3z
\ \ \ J

|Cs

(

BN1

9X

a las variables locales, por la regla de la cadena,

(3.5.7)

(3.5.8)

(3.5.9)

se pueden expresar en forma matricial, segin se indica

(3.5.10)

denominada matriz jacobiana, se puede cuantificar explicitamente con
base en las ecs 3.5.2 a 3.5.4, ya que, por la ec 3.5.6, se conocen
las funciones de forma en la referencia local (elementos isoparamé-

tricos). La expresién de J resulta ser:
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aN.
L3E Yy
; aNi

an Vi
] aNi

2z i

(3.5.11)

En la ec 3.5.10 se puede conocer el término de la izquierda, ya que se conocen

las N, por To que se puede escribir la ecuacién siguiente

» r \
N,
-1

X

Para que exista gfl

r

cion sea diferente de cero, es decir

X
13

X
an

X
.14

oy

3

)

agx,!,zg
aILE,N,T

(3.5.12)

es necesario que el jacobiano (det J) de la transforma

(3.5.13)
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3.5.3 Integracidn en coordenadas locales

En el método del elemento finito es muy frecuente cuantificar integrales

sobre regiones de los diversos elementos finitos, como las indicadas a conti

nuacion:
{ f
VI = Gy dv = Gv(x,y,z) dx dy dz (3.5.14)
v ly
f f
AI = Gy dA = GA(x,y) dx dy (3.5.15)
A ‘A
f
1 - [ 6, dX = GL(x) dx. (3.5.16)
L ‘L

Debido a la complejidad, tanto de los integrandos como de las regiones de
integracion, es conveniente establecer las integrales anteriores en funcion

de las coordenadas naturales,y quedan como se indica a continuacion:

1,1,

Vy = [ [ f Gy (€.n,z) dg dn dz (3.5.17)
-17-1-1 |
1 . )

AI = J [ GA(g,n) dt dn (3.5.18)
-17-1
1

Ly = ( EL (g) dt (3.5.19)
-1

Aunque las regiones de integracidn de las ecs 3,5.17 a 3.5.19 estan bien de-

finidas las funciones EV, EA y GL' resultan, en general, sumamente comple



jas de tal manera que, para 1levar a cabo las integraciones es necesario

un método numérico que sea una aproximacién al problema.

3.5.3.1 Integracion numérica para rectdngulos y prismas rectangulares

La cuadratura recomendable es la gaussiana en donde el error es del orden

b(Azn); Con esta cuadratura, las ecs 3,5.17 a 3.5.19 se transforman en las

siguientes:
n n n
R mil jzl 121 H; Hj Hn EV (Ei' Ny Cm) (3.5.20)
.A—g r)]:HHE( ) (3.5.21)
I a1 j=1 T J A Ei0 My .5.
— n -
Ly= = Hy G (g) (3.5.22)
i=1
donde:

H. son los coeficientes de peso asociado a las abscisas £y » por donde
se hace pasar la aproximacibén polinémica; cuyos valores se indican

en la tabla 3.1.

3.5.3.2 Integracion numérica para tridngulos y tetraedros

Las coordenadas locales de estos elementos difieren, respecto a las del in-

ciso 3.5.3.2, en los siguientes puntos

i)  son linealmente dependientes y son mayores en ndmero (uno mis) que las

coordenadas cartesianas

ii) los 1imites de variacidn son diferentes, ya que var{an de 0 a 1




A fin de continuar con el uso de las ecs 3.5.7 a 3.5.13,se puede hacer el si

guiente cambio de variables (para el caso tridimensional):

g =L, (3.5.23)
no =1, (3.5.24)
ro=L, (3.5.25)

1..&_'“_2:[_4 (3.5-26)

Como las funciones de forma Ni estdn dadas en funcidn de las variables

Lo el calculo de sus derivadas se pueden efectuar con expresiones de la

forma siguiente:

aNi aNi aLl aNi oL aNi aL aNi an

2 3

5 3L, B¢ ' 3L, B ' al, BE ' oL, IE (3.5.27)
Al utilizar las ecs 3.5,23 a 3.5,26 en la ec 3.5.27, resulta
aN,  aN, N,
i_ i i
pg oL, oL, (3.5.28)

De manera similar, se pueden obtener las siguientes ecuaciones

aN. N,  oN,

1o _1__1 ' | (3.5.29)
an aL2 aLu

aNi aNi aNi
TR e (3.5.30)

Las ecs 3.5.17 y 3.5.18 se adaptan a los correspondientes 1imites de integra

cidon y son:
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1/l-n;l-n-g 1 1-L1 1-L1-L2
VI = [ f ‘{ -G.V(E,n,c)dgdndcr.f ( ( EV(LI’LZ’L3’L'+)dL1dL2dL3
0

0 0 o‘’o ‘o
(3.5.31)

1 (1-n 1 l-L1
Af{ f By (£an)dedn= [ [ Gy(Lyaly, L)dL, dL, (3.5.32)
0’0 o'o

La aproximacion numérica de las ecs 3.5.31 y 3.5.32, mediante la férmula de

Hammer, se-indica a continuacifn:

n v
AR LA (3.5.33)
. 1=
L
Ap= I Gy ¥ (3.5.38)

donde el 1imite de la sumatoria n representa los puntos de integracién con
siderados (ver tablas 3.2 y 3.3). EI1 sfmbolo ( )i indica el valor de la fun
cion Timitada por el paréntesis en las coordenadas de los puntos de integra-

¥ y 'W? son los factores de peso correspon

cion (ver tablas 3.2 y 3.3),y W
dientes. En las tablas 3.2 y 3.3 se especifican todos los elementos para el

uso de las formulas de Hammer,
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) 4. ASPECTOS NUMERICOS DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTQ FINITO

Con base en los desarrollos de los capitulos anteriores, se puede aseverar

que para poder aplicar el método del elemento finito en la solucibn de los

problemas que se presentan en la prdctica profesional, es necesario el uso
de una computadora digital, Por tanto, se requiere desarro]]ar'programas de
computadora que, con la informacifn de la geometria, el material y las car-
gas, se construyan y se resuelvan las ecuaciones de equilibrio correspon-
dientes, y se determinen, ademis, los elementos requeridos para el andlisis

y el disefio de las estructuras.

En este capitulo se resumen los aspectos numéricos que forman parte de los
algoritmos asociados al mé&todo del elemento finito y que, desde el punto

de vista de la computacién, controlan la eficiencia de los programas de com

putadoras asociados a los algoritmos en cuestién.
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4,1 Sofucibn de Los sistemas de ecuaciones algebraicas Lineales
E1 modelo matemdtico correspondiente al sistema de ecuaciones algebraicas

Tineales se acostumbra representar como:

Ax=b (4.1.1)

donde A es Ta matriz de coeficientes (de rigideces, K, en nuestro caso)
cuadrada, de n renglones pbr n columnas, b el vector de cargas (P en nuestro

caso) y x el vector incBgnita (los desplazamientos U, en nuestro caso).

Los métodos de solucifn para resolver el modelo matemdtico dado por la ec
4.1.1, conforman dos grandes grupos y son: los métodos directos y los méto
dos iterativos. Los que actualmente se encuentran en uso en el método del
elemento finito son los directos y, de este grupo, los denominados compactos,

descritos a éontinuacidn.
4,1,1 Métodos directos generales

En el d1gebra 1ineal se demuestra que cualquier matriz A, no singular, se
puede descomponer en el producto de dos matrices triangulares, una inferibr
L y otra superior U, con la condicidn de que alguna de ellas est& normaliza
da (los elementos de la diagonal principal son iguales a la unidad), Enton-

ces, se puede escribir lo siguiente:

A=LU ' (4.1.2)

Las matrices triangulares L y U, se cuantifican con la ec 4,1.2 y a tal pro-
ceso se denomina triangulacibn, Al sustituir la ec 4,1,2 en la ec 4.1.1 se

obtiene

LUx=b (4.1.3)
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La ec 4.1.3 se puede escribir como

LY=»b ' (4.1.4)
donde
Ux=Y . (4.1.5)

Las ecs 4,1,4 y 4,1,5, conocidas como sustituci6n hacia adelante y susti-
tucidn haéié~5tr§s. respectivamente, establecen que el proceso de triangu-
lacién (ec 4.1.2) transforma el sistema original, que es arbitrario

(ec 4.1,1), en dos sistemas triangulares (ecs 4.1.4 y 4.1,5) que son mucho

mds simples de resolver,

De acuerdo con las dos posibilidades para seleccionar la matriz normaliza-
da, se obtienen los dos métodos siguientes.

4,1,1.1 Método de Gauss

E1 método de eliminacifn de Gauss, en forma compacta, se obtiene cuando la

matriz triangular interior estd normalizada, es decir

L;s=1 i=1, .eorn (4.1.6)

4.1,1.2 M&todo de Crout
E1 método de Crout, en forma compacta, se obtiene cuando la matriz normali-

zada es la triangular superior, o sea

U.ii = 1 .i = 1, Teeh n . (4-1.7)
4,1.2 Métodos directos para matrices simétricas

Si la matriz de coeftcientes es simétrica, es decir,
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Al = A (4.1.8)

los métodos de Gauss y de Crout se pueden modificar para tomar en cuenta tal
situacifn. Para ello, la ec 4,1,2, con base en la matriz identidad, 1, se

puede escribir como:

1

Us=LD™ DU (4.1.9)

donde D es.una matriz diagonal, formada con la dtagonal de U, en el método

de Gauss, 0 bien con la dfagonal de L, en el método de Crout.

4.1,2.1 Metodo de- Gauss modificado,

Si la ec 4,1.9 queda arreglada como:

A=LDD U=LDT (4.1.10)
donde

-l
UT=0 U (4.1.11)

Al hacer que la ec 4,1,10 satisfaga la condicifn de simetrfa (ec 4.1.8) Se

obtiene que

0oL =LD0 | (4.1.12)

(4.1.13)

Al sustituir la ec 4,1.13 en la ec 4,1,10 se obtiene el proceso de triangu-

1aci§n para el mdtodo de Gauss modiftcado para matrices stmétricas y resulta
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A=LDL | (4.1.14)

La ec 4.1,14 establece que el proceso de triangulacifn queda definido por

una matriz triangular inferior normalizada y una matriz diagonal.

E1 proceso de sustitucibn se obtiene al sustituir la ec 4.1.14 en la
4.1.1 y resulta
LotTx=b (4.1.15)

La ec 4.1,15 se puede escribir como

Ly=5b (4.1,16)
pL' © (4a1.07)
2L x=Y s

La ec 4.1.16 es la sustitucibn hacia adelante y la ec 4.1,17 la sustitucidn

hacia atrés.

4.1.2.2 Método de Crout modificado

St la ec 4.1,9 queda arreglada como

a=Lplpyu=Toy | (4.1.18)
donde
L=Lp? | (4.1.19)
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resulta que

UT

LT =Ly . (4.1.20)

Ta ec 4.1,20 establece que

L=y

(4.1,21)

Al sustituir 1a ec 4,1,21 en la ec 4,1,18 se obtiene el proceso de trian-
gulacifn para el método de Crout modificado para matrices, que se indica

como

A=u'pu (4.1.22)

[N

La ec 4.1.22 establece que el proceso de triangulacidn queda definido por

una matriz triangular superior normalizada y una matriz diagonal.

Al comparar las ecs 4.1,14 y 4,1,22, que definen los procesos de triangula-
cifbn para los métodos de Gauss y de Crout modificados para matrices simétri
cas, se puede concluir que no existe diferencia entre ellos por lo que pue-

de 1lamarsele método de Gauss~Crout, (

Deiésuerdo con 1o anterior, las ecuaciones de sustitu¢ifn hacia adelante y

hacia atrds, en notaci6n de matriz triangular superior normalizada, se pue

de escribir como se indica a continuacién (ya que U = LT)

o'y -

Uy=b (4.1,23)
DUx=y (4,1,24)
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4.1.2,3 MEtodo de Cholesky

Se puede considerar como una variante del método de Gauss-Crout, para el
caso en que la matriz A sea positiva definida, Entonces la ec 4.1,22 se

puede escribir como

ST M2 g2y

(>
=i

(4.1.25)

1/2

donde 1a matriz triangular U = D™“ U, ya no estd normalizada.

Las sustituciones hacia adelante y hacia atras se obtienen al sustituir la

ec 4.1.25 en 1a ec 4.1.1 y resultan ser:

U y=b (4.1.26)

U x=y (4.1.27)

4.1.2.4 Seleccibn y organizacién del método de solucidn

La seleccidn del método debe hacerse con base en el menor nlmero de operacio
nes consumidoras de tiempo en la computadora, Para matrices simétricas, que
es el caso de interds, el método de Gauss-Crout, ordenado en forma inteligen
te, efectla menos operaciones que el de Cholesky y es el que se recomienda.

Su algoritmo, para matrices cuadradas, se resume en la tabla 4.1\‘_ 9

Aunque en los desarrollos de las ecuaciones de los métodos de solucidn se
emplearon varios arreglos matriciales y vectoriales, en la computadora se
debe utilizar el menor nimero de ellos ya que, en general, la capacidad de

la memoria rdpida estd limitada. En la tabla 4.1 se presentan las subrutinas
del algoritmo de Gauss-Crout donde se utiliza un arreglo matricial y un arre-

glo vectorial, por las razones indicadas a continuacibn
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a) la matriz diagonal, D, se guarda en la diagonal de la matriz original A
y la matriz triangular superior normalfzada se guarda en el triéngulo
superior de la matriz original A. Lo anterior se puede observar en la
subrutina TGCCEV de 1a tabla 4.1, en donde se entra con la matriz ori-

ginal A.

b) el vector y se guarda en el vector b (sustitucién hacia adelante) y al
final, el vector x es el que queda guardado en el vector b (sustitucién
hacia atrds). Lo anterior se indica en la subrutina SGCCEV de la tabla

4.1, donde se entra con la matriz triangularizada y el vector de cargas.

Otro aspecto relacionado con la organizacién del método de solucibn consis-
te en cémo se 1levan a cabo las operaciones matriciales de los algoritmos.
Como una recomendacifn a prioni, que se justifica en el inciso 4.1.3, con-

viene realizar por columnas las operaciones con las matrices; en las sub-

rutinas de la tabla 4,1 se incluye esta recomendacién.

4.1.3 Organizacibn de las ecuaciones de equilibrio

El ordenamienfo de las ecuaciones de equilibrio depende de la numeracibn de
los puntos nodales y a la vez determina la configuraci6n de los coeficien-
tes de la matriz A, que es de la forma mostrada en la Fig. 4.1, para matri-
ces simétricas. De acuerdo con la Fig, 4,1, la informacifn correspondiente
al arreglo matricial A se puede manipular con menor o mayor eficiencia,
tanto operativa como de capacidad, si se guarda en los arreglos descritos a

continuacibn, Para comparar la eficiencia se utiliza un sistema de 54 ecua-

ciones.

e e i on mim e e M oo sa - semose s s
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4.1.3.1 Arreglos cuadrados

Este arreglo es el mis elemental (Fig 4.1} y, de hecho, los algoritmos de la
tabla 4.1 estdn desarrollados para estos arreglos., A continuacifn se resumen

sus desventajas numéricas

a) existe gran desperdicio de espacio en la memoria rdpida porque, al menos
se almacenan los %-n (n-1) elementos que no se utilizan, ya que no se

opera con ellos {cantidades bajo la diagonal principal de la Fig 4.1)

b) existe otro desperdicio de espacio al guardar cantidades nulas, localiza-
das arriba de los contornos mostrados en la Fig 4,1. Como con estas car-

~ tidades sT se opera, también existe desperdicio de tiempo.

La 1oca1izaci§n de los elementos en estos arreglos es directa, En la Tab
4,2 se muestran los tiempos y localidades requeridos para la soluci6n de
sistema de ecuaciones cuando se utilizan los arreglos cuadrados para 1os
métodos generales (Gauss y Crout) y los modificados para matrices simét:
cas (Gauss-Crout y Cholesky), Para el método de Gauss-Crout se utilizan dos
versiones, la simple (V-s), que es la que resulta directamente y la eficien
te (V-E), que utiliza un ordenamiento de las operaciones en el algoritmo

directo. La diferencia en tiempos y en espacio es significativa,

4,1.3.2 Arreglos rectangulares (en banda)

En la Fig 4.2 se‘huestran los coeficientes que definen 1a matriz A, compren~ ;
didos entre la banda limitada por la diagonal principal y el contorno de
banda, indicados en la Fig 4.1, Estos coeficientes forman un arreglo rectan ;
gular denominado arreglo en banda, cuyas desventajas se resumen a continua-

cibn.
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a) subsiste el desperdicio de espacio, porque se almacenan elementos que
no existen en la matriz A, como son los ceros que aparecen en el tridn
gulo inferior derecho de la Fig 4,2 con los cuales, desde luego, no se

opera

b) existe otro desperdicio de espacio al guardar los ceros que existen en-
tre los contornos de silueta y de banda, mostrados en la Fig 4.1. Pues
to que con estps ceros sf se opera, también existe desperdicio de tiem

po.

Para la localizacifn de los elementos de este arreglo, en relacifn con el
arreglo cuadrado, no se requiere informacifn adicional al ancho de banda,
y se puede definir una relacién que identifique las columnas, ya que son

las Gnicas que se distorsionan.

En la tabla 4.2 se muestran los tiempos y localidades requeridas para el
caso del arreglo en banda. En este ejemplo (ancho de banda igual a 37), la
reduccifn en tiempos no es tan significativa, como 1o es en el nimero de 1o

calidades, en relacién con el arreglo cuadrado.

4.1,4, Arreglos unidimensionales (en silueta)
En la Fig 4.3 se muestran los coeficientes que definen a la matriz A, com-
prendidos entre la diagonal principal y el contorno de silueta, indicado en

la Fig 4.1. Estos coeficientes forman un arreglo unidimensional, al colocar

las columnas una tras otra.

En este arreglo no se puede hablar de desperdicio de espacio ni operativo,
ya que se eliminan todos los ceros no operativos y, por tanto, es el arreglo

mds eficiente que hasta la fecha se ha logrado. Para la localizacidn de

i
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los elementos, en este arreglo en relacibn con el arreglo cuadrado, se requie
re un arreglo adicional (como el IA mostrado en la Fig 4,3) en donde se espe-
cifique la localizacibn del elemento de la diagonal principal correspondiente
a cada columna, Con este arreglo se puede definir una relacidn que identifi-
que tanto a los renglones como a las columnas distorsionadas al pasar al

arreglo unidimensional.

Los tiempos y localidades requeridos cuando se utiliza este arreglo se mues-
tran en la tabla 4,2, Se puede observar la gran reduccidn de localidades asi
como del tiempo de computacifn, razones por 1o que este tipo de arreglo es el

mas recomendable,

4.2 Solucién de Los sistenas de ecuaclones diferenciales ondinarias Lineales

de segundo onden

4,2,1 Introduccibn

E1 modelo matemdtico correspondiente a las ecuaciones de equilibrio dindmico
de los medios continuos modelados con la teoria de la elasticidad se indica

con las ecs 2.4.10 a 2.4,13,

La solucidn de las ecs 2.4.10 puede obtenerse mediante la aplicacifn de los
procedimientos cldsicos para la solucibfn de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes, Sin embargo, tales métodos resultan, en general,
ineficientes para los sistemas estructurales, Por tal razbn,se han desarrolla
do tédcnicas especiales que toman en cuenta las caracteristicas de las matrices
K, C y M, para mejorar la eficiencia del método de solucibn, Tales procedimien
tos conducen a dos clases de métodos denominados directos y de superposicidn

modal., Los métodos directos integran la ec 2.4.10 en forma directa, sin ningu-
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na transformacién, Los que interesan son los de paso simple, y se basan en

las siguientes ideas:

1} Se satisface el equilibrio Onicamente en puntos discretos a intervalos
at, denominado paso de integracifn (Ftg., 4.4)
2) Se supone conocida la variacibn, en el intervalo at, de los desplaza-

mientos, velocidades y aceleraciones.

Las ideas anteriores conducen a métodos aproximados, y la aproximacibn y el
costo de cada método dependen de la variacibn que se elija. Los métodos di-

rectos que se utilizan con mayor frecuencia se enlistan a continuacidn:

a) método de diferencias centrales
b) método de Houbolt

c) mBtodo theta de Wilson

d) método beta de Newmark

e} método alfa de Hilber

f) método cibico de Argyris

La diferencia bdsica entre estos métodos se encuentra en la forma en que se

~aproxima la respuesta en el intervalo at.

En los métodos de diferencias centrales y de Houbolt, se emplea una aproxi-
macifn de las aceleraciones y velocidades en términos de los desplazamientos,

mediante diferencias finitas,
En el método theta de Wilson, se supone una variacifn Tineal en el intervalo

[t, t+eaf] , donde el parémetro g » 1, controla la convergencia y estabi-
lidad del método,

En el método beta de Newmark, se generaliza la variacién 1ineal de la
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aceleracifn mediante dos pardmetros y y 8

En el método alfa de Hilber se emplea la misma aproximacifn que el beta de
Newmark, pero introduce un té&rmino perturbador que se controla mediante un

pardmetro o,

E1 método clibico de Argyris aproxima la fuerza de inercia mediante una varia-

cidn cibica en el -.intervalo at

E1 prop6sito.que se persigue en cualquier método de integraci6n numérica es
que el método sea eficiente en el contexto de una buena aproximacifn a un

bajo costo,

Es necesario hacer notar que entre mds pequefio se elija el tamafio del paso
de integraci6n (At) mejor serd la aproximacidn; sin embargo, el costo del
tiempo de computacifn resulta mayor, ya que éste es directamente proporcio-
nal al ndmero de pasos de {ntegracifn. Entonces, la eficiencia de un mé&todo
depende de la eleccidn apropiada del paso de integracidn, at, para el cual

el método converge a la solucidn,

La convergencia de un método se puede probar al satisfacer las condiciones de
consistencia y estabilidad. Ademds se ha observado que cuando el tamafio del
paso es grande, comparado con el perfodo mds corto del sistema, Ta solucibn
aproximada, no obstante satisfacer el criterio de estabilidad, presenta erro-
res significativos en las amplitudes correspondientes a los primeros pasos de
integracibn, Este fendmeno se conoce con el nombre de excedencia y debe inves

tigarse que no se presente en el método seleccionado.

En el método de superposicién modal, el sistema de ecuaciones diferenciales

acopladas (ec 2,4,10) se transforma en n ecuaciones de un grado de libertad,
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desacopladas (n es el ndmero de grados de libertad de la ec 2,4,10), La
transformacién que se emplea para desacoplar las ecuaciones se determina al
resolver el correspondiente problema de vibracifn 1ibre de la ec 2.2.10
(cuando C = 0 y P = 0) que conduce a un problema de valores caracteristicos.
En el espacio transformado (denominado natural) se integran por separado las

ecuaciones desacopladas, cuya solucin se transforma al espacio original.

E1 método directo que se describe en este resumen, ¥ Cuyo uso se recomienda,
es el métoéo beta de Newmark, para B=1/4 y ~v= %—, ya que es incondicional-
mente estable, se obtiene buena aproximacibn y no presenta el fendmeno de
excedencia. El métgdo de superposicibn modal también se recomienda como

método eficiente para obtener la respuesta de sistemas lineales

4.2.2 Método beta de Newmark

Al considerar que la variacibn de la aceleracidn relative, asociada a cada
grado de libertad, tiene una variacifén lineal en el intervalo de integracion

[:to, t1:], como se indica en Ta Fig. 4.4, se obtienen las expresiones

siguientes:

91 = g4 (4.2,1)

0. = 0o + = at (U + U,) :

21 5 T3 Yo T Yy (4.2.2)

Uy = Uo + ot U0 + & at?(2l, + U,) (4.2.3)
21 Vo Yo 6 Yo 21 . -3)

Con base en las ecs 4,2,2 y 4,2.3, Newmark propone la aproximacifn siguiente:
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gl = g_o + (.l“Y)At :lio"' Y At :l'j‘l (.4!204) .

2

(o=
1

Uy = Uo + at 0, + (% - s)at?' ij_o + B at g (4.2.5)

1
El paréﬁétro g estd relacionado con la estabilidad del método (para 8 = 1/4,
es incondicionalmente estab]é) y el pardmetro y estd relacionado con la esta
bilidad y convergéncia del método debido al amortiguamiénto matemdtico que
puede inducirse (para y = 1/2, no existe amortiguamiento matemdtico). Para el
caso en que 8=1/6 y vy = 1/2, las ecs 4.2.4, y 4.2.5. son iquales a las

ecs 4.2,2 y 4,2,3, respectivamente, |

Al definir los vectores a y b, como se indica a continuacién:

a =+ (1-y) at s (4.2.6)
) 1 2 n A
b = U+ at 0, + (5 ~ 8) at” Us : (4.2.7)

las ecs 4.2.4 y 4,2.5 se escriben como sigue:

-Q'l '.a_"" y ot :U_l ' - (4.2.8)

2

Yy=b+sat U, (4.2.9)

Al valuar las ecuaciones de movimiento (ec 2.4,.10) al final del intervalo
(t = tll,y en la ecuacifn resultante se sustituyen las ecs 4,2,8 y 4.2.9,

se obtiene la siguiente expresifn:

2

=
jcs

1+g(a+yat'g'1)+£(g+eat

—

i) =p, " (4.2.10)
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que puede escribirse como ) i

*

LS il =r (4.2.11)
donde

* 2

K =M+yatC+patr kK - (4.2.12)
r=P-La-kKb | (2.2.13)

La ecuacidn que gobierna la aceleracién al final del paso es un sistema de
ecuaciones algebraicas, lineales, como los descritos en el inciso 4.1. Puesto
que las matrices M, C y K son simétricas, Ef también lo es. Si el tamafo de’l
paso (At) se conserva constante durante el proceso de integracién,y puesto

L *
que las matrices M, C y K son constantes, K también resulta constante.
Al sdstftuir la ec 2.4.11 en las ecs 4.2,12 y 4.2.13 se obtienen las expre-

stones siguientes:

K (4.2.14)

* 2
K =(1+y ata)M + (y atp + 8 ot7)

r=P -aMa-Kua+bh (2.2.15)

La forma sistemdtica para utilizar el método de Newmark se muestra en la ta-

bla 4.3

4,3 Esquema simple para organizar un proghama de computadonra

En l1a Fig. 4.5 se muestrz~, en forma esquemdtica, los aspectos mds relevan-
tes para construir un programa de computadora simple, basaco en el método de’

elemento finito, para cargas estdticas. Una secuencia a seguir para construir
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el programa de computadora puede ser la siguiente:

a) se define el modelo matemético que se va a resolver, Para ello se proce-

de como se bosqueja en el capitulo 1,

b) se especifica la forma de c6mo manipular los parémetros que definen a 1o0s
materiales con gque se va.a construir la estructura. De acuerdo con las
ecuaciones constitutivas del capitulo 1, son: E, vy p. Esto se define

«

en el bloque indicado con MATERIALES.

c) se establece como definir la geometria y condiciones. de frontera deiﬁa
estructura por .resolver, Queda definida al conocer las coordenadas:de los
puntos nodales en que se jdealiza 'a estructura, y sus condiciones cine-
méticas, segln el capitulo 2. Esto se realiza en el bloque 1lamado

COORDENADAS.

~d) se especifica la informacifn necesaria para establecer Jas ecuaciones de
equilibrio de cada uno de los elementos de la estructura (por ejemplo:
puntos nodales, material, geometria, funciores de interpolacién, etc).
Con tal informacidn se puede construir la matriz de rigideces de caca
elemento, seglin se indica en_]os capftulos 2 y 3. Todo lo anterior se

realiza en el bloque indicado por ELEMENTOS.

e) se indica la forma de realizar el ensamble de la matriz de rigideces, K,
como se especifica en el capTtulo 2, y se 1leva a cabo la triangulacidn

(cap. 4). Esta actividad queda indicada en el bloque denominado ENSAMBLE.

f) se sistematiza la forma de cuantificar el vector de cargas con opcion a
varias condiciones de cargas. Las fuerzas debidas a esfuerzos y deforma-
ciones infciales, peso propio, y carras de superficie en los elementos

finitos (capitulos 2 y 3) es conveniente cuantificarlos en el bloque
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ELEMENTOS, En el bloque CARGAS se especifican las cargas concentradas que
actfan en Tos puntos nodales y se Tlevan a cabo las operaciones indicadas,

de acuerdo con los capitulos 2 y 4.

Es muy recomendable que los blogues mostrados funcionen como subrutinas contro
ladas por un programa principal que permita el dimensionamiento eficiente de

los arreglos que se utilicen en las subrutinas.

Desde Tuego que el esquema simplista de la Fig. 4.5 puede tener muchas varian-

tes que dependerédn de la experiencia numérica de quienes las elaboren.
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5. DESARROLLO PASO A PASO DE UN EJEMPLO DE APLICACION DEL METODO DEL ELE
MENTO FINITO

5.1 Formubacidn del problema
Obtenga con el método del elemento finito los elementos mecénicos y,cineméti 

cos de la estructura mostrada en la Fig. 5.1.

De acuerdo con la geometrfa mostrada en la Fig. 5.1, el modelo estructural
corresponde a un estado plano de'esfuerzos (incﬁso 1.3.1.2) y’coincide con el

modelo utilizado para ejemplificar el capitulo 2.

5.0 Elemento finito seleccionado

E1 elemento finito se’2ccionado es el cuadrildtero isoparamétrico lineal
(4 puntos nodales). Debido a 1a geometria de la estructura, los elementos

finitos utilizados resultan ser rectdngulos, seqgln se muestran en la Fig. 5.2.
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5.3 . Componentes del elemento §inito tipo
A fin de establecer las ecuaciones de equilibrio de cada uno de los elementos
finitos en que se discretizd la estructura, es conveniente hacer referencia
a un elemento tipo, que se describe a continuacidén, y se representa en la
Fig. 5.3 (para un cuadrildtero general con 4 puntos nodales).

5.3.1 Vector de desplazamientos nodales del elemento, g?

De acuerdo con el inciso 2.3.2 se puede escribir

\9—1‘
u. u
= i
ot = u = ,ete.  (5.3.1)
Yy Vi l(2x1)
\-”-z (8x1)

5.3.2 Funciones de forma, Nm(g,n), en coordenadas locales

Estdn dadas por la ec 3.3.27 y‘reéu]tan ser

Nt d (e epmny = Lo (5.3.2)
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1+£)(1-n) (5.3.3)

: NJ = %(1+£ EJ)(1+H nJ) = %{
Ne = H14 g ) (1 n) = H1E)(1em)  (5.3.4)
N, = 7{1+€ £5)(I+n ny) = %—(1 £)(14n) o (5.3.5)

. 5.3.3 Relaci6n entre los sistemas de referencia g‘loba] (x,y) y local (g,n)
Estdn dadas por las ecs 3.5.?, 3.5.3 y 3.5.6. Para Tos elementos isoparamétri
cos lineales resultan ser: |

me a N, X +N X. +N,_ X +N XL (5.3.6)

z
i,35k,2 i R B T

T . |
Tadsksl Nm Ym Ni Y1 + Nj Yj + Nk Yk + NL Y£ (5.3.7)
5.3.4 Aproximacién de Tos desplazamientos

Ni"ui +NJ uj+Nk uk+»N£ up *u ' (5.3.8)

o -
"

Ve N v N e vk+NLv£~v (5.3.9)

- que en forma matricial resulta ser

u=Nu® D (5.3.10)
- donde: '
N, O N, O N O N, O
k L
N=| | ! (5.3.11)
0 N; O Ny O N O Ny (5
U u
u=| _|s (5.3.12)
v Y
RS
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5.3.5 Tensor de deformaciones

De acuerdo con la ec 2.3.12

e =8y R (5.3.13)

donde la matriz de deformaciones B resulta ser

( oN. LN, oN, . oN - W

R 3 _k _£
ox 0 ) X 0 ox 0 ox 0

‘ N, N, N N

= e ._1_ ___.J.. .__E.. ._._Z. - L

ET 0 5y 0 5 0 3y 0 3y (5.3.14)
aNi aNi aNj BNJ‘ aNk QNk 3NZ BNK
ay oX oy ax 3y ox oy ax

\ J (3)(8)

5.3.6 Derivadas de las funciones de forma respecto a las coordenadas globa-
les L : S ,

De acuerdo con la ec 3.5.12 se puede escribir

r . Y
2 [2
X P13
=I1 (5.3.15)
2 2
oy an
AU L
donde la matriz jacobiana, J , para el problema plano, resulta ser
( ; ; \ (
X
'a"é' ‘a‘g‘ Xag, .Y,g .
J = = (5.3.16)
1 ax 2
‘é"ﬁ 5‘% \x”\ .y9n
\ )

J™! se puede escribir como



1 3y
an
-1 1
=3
L
an
\
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Y
"FE y!n 'y’E
=1
J |
X
EE‘ 'x'n X’E
/ \

E1 jacobiano de la transformacién, J , resulta ser

3y

14 9
J:

x ¥y

an an

= X’E .y:n - x’n ‘y’E

(5.3.17)

(5.3.18)

Entonces, explicitamente, los operadores derivadas respecto a las coordenadas

locales quedan

0

Lo

=l d .y &
w T Wanar Y.e B

3

_ 1 ]
=3 (-X.n % * Xog =)

3 )

an

(5.3.19)

(5.3.20)

Para las funciones de forma, Nm, se tienen las expresiones siguientes:

2)N_i

—_—= N

39X 1,X

L

BN_i
W:Ni’y=
N

X =Nj,x=—
oN

3

J

1
J

0o Ne - ye N0

(-X,n N'I,E + X’E N".n)

Yon Nyg = Yo Nyon)

- =1
ay - gy T e Ny gt g Ny )

(5.3.21)

(5.3.22)
(5.3.23)

(5.3.24)
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K _ _1 K |
—a-;(— = Nk,X = J (‘y’”«Nk,E ‘ y’E Nk,n) (5.3.25)
Ny 1 - |
-—a'sl— = Nk,y = -J— (-X,n NkyE ,+ X’E Nk,n) (5.3.26)
BNz 1
Ny T Win Mg - Ve Vg o (s3.27)
3N£ ' 1

. "W = Nz—,.y = :j- (-x,n Nz’E + X’E Nz’n) (5.3.28)

5.3.7 Derivadas de las funciones de forma respecto a las coordenadas locales

De acuerdo con las expresiones de las funciones de forma, N , dadas en el inci °

so 5.3.2 se obtienen las expresiones siguientes

._éE— = Ni,g = - 7 (1-n) (5.3.29)
N 1 o
- - N1,n = - 7 (1-8) | (5.3.30)
aN )
.&_J_ =N, o= 7 (1) (5.3.31)
aN, ) '
F\l = Nj,n = - 7 (%) _ (5.3.32)
N ) .

_a_‘é_ = Nk,E =7 (1+m) (5.3.33)
aN :

_a_nﬁ =N %. (1+E) | (5.3.34)
aN | |
_a_g_{ =Ny g = - %. (1+n) (5.3.35)
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BNL

1 . .
- Nl,n = & (1-8) (5.3.36)

5.3.8 Derivadas de las coordenadas globa!es respecto a las coordenadas loca
Tes

Oe acuerdo con las expresiones del inciso 5.3.3 se obtiene

Xof = N1'€ X; + Nj’g X, ,g X+ N L.e *e (5.3.37)
Xan =‘&1.n Xy + Nj,n X; + Nem % * Ne.m %2 | (5.3.38)
v,g*® Noe Vit Ny ey v N ey ¥ Nee Ve (5.3.39)
Yon =Ny Vi 4N Yi* M Y * Nen 22 (5.3.40)

5.3.9 Matriz de masas

La expresi6n de Ya matriz de masas esti dada por (ec 2.3.23)

= onN N (2.3.23)
Qe

La regién de integracidn para un estado plano resulta ser

dQ = tdA ) 75.3.41)

donde:

t es el espesor del estado plano de esfuerzos Para el estado plano de
deformaciones el espesor t=1,

De acuerdo con el inciso 5.3.4, se puede escribir la expresifn siguiente,

para la matriz de masas consistente




111

‘o, | )
N0 NN, 0 NN 0 NN, O
2
[Ni 0 NN 0 | NN, 0 NN,
N2 NN N '
. : 0 Mo 0 NN, o
I N2 0 N.N 0 N.N
NN = / J 3k 32 1(5.3.42)
M
2
: N2 0 NN, 0
2
T N2 0 NN,
R .
2
: N2 0
2
C NK
\ A P

Para la matriz de masas concentrada, de acuerdo con el criterio del inciso

2.3.8¢ (escalamiento de la diagonal principal de la matriz de masas consisten
te de tal manera qde se preserve l1a masa total) se puede escribir la aproxima

¢cion siguiente

Moo 0 0o 0 0 0
N§ 0 0 0 0 0
2
S oo 0 0 0 0
I N2 0 0 0 0
NT N = 2 M w0 o0 o0 (5.3.43)
_— - E ‘_—‘I k' e I8
T 1 Nﬁ 0 0.
R 2
: N2 0
c 2
A Ny
\ )
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donde la constante X se calcula con la condicifn de que se preserve la masa

total del elemento, e , es decir

e

o (N§ + Nz. + Ni + Nz) dQ=p At (5.3.44)

‘Q

donde:

AS es el &rea del elemento finito.

5.3.10 InthEacién numérica de la matriz de masas

Puesto que la integral de una matriz es fgual a una matriz formada por la inte
gral de sus componéntes, entonces, basta con especificar la forma de integrar

cualquier componente, digamos, el (1,1), para integrar cualquier otro.

—

ME(1,1)= 'pn§ a0 (5.3.45)
Qe

Si p es constante en la regibn, y al tomar en cuenta la expresién de dQ

en una regibn plana, se puede escribir la expresign siguiente

ME(1;1)= ot [ NE (x,y) dA (5.3.46)
Ae

Al tomar en cuenta la transformacién de variables la ecuacién anterior se

puede escribir como

. 1 1
M(1,1)= ot J f J(g,n) N7 (g,n) dg dn (5.3.47)
Ja1 -1

De acuerdo con las ecs 3.5.18 y 3.5.21 se puede

MoON |
e = 2
ML pt BB HHy 9 (Eun) N (Epny) (5.3.49)
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donde My N son Tos puntos de integracifn de la cuadratura de Gauss-Legandre.

Si M=N=2, Ta ecuacidn anterior se puede escribir como

ME(1,1) = pt [Hf 3(E, oy IN2(E, an, J4HH, 3(E,n, N2 (E, o)

+H,H, J(sz,nl)Né(sz,nl)*Hid(gz,nz)Nﬁ(ez,nz)]

- e e e
= Mllﬁl,l) + Mlz(l’l) + M21(1’1) + Mzz(l,l) (5.3.49)

Los va]dreS“de las abscisas Em,hn estdn indicados por los aj en la tabla
3.1 y los valores de los pesos Hm y Hn por los Hj de l1a tabla en cues-

tion.

5.3.11 Matriz de rigideces

La ecuacidn de la matriz de rigideces dada por la ec 2.3.30 es:

=] 8" 0B d (2.3.30)
Qe

Para un estado plano resulta ser

x;y) 0B (x,y) dA (5.3.50)
y al tomar en cuenta la transformacion de variables

o 1 .1 T ‘
K=t J f J(g,n) B (g,n) D B(£,n) dg dn (5.3.51)
-1 /-1

De acuerdo con las ecuaciones de los incisos 5.3.5 y 5.3.6, la expresidn de

la matriz de deformaciones, B , resulta ser:
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La matriz de coeficientes eldsticos, D , para el estado plano de esfuerzos

(inciso 1.3.1.2) resulta ser

D=—>|v 1 0 (1.3.25)

La expresién.de.lézmatriz de rigideces cuando se utiliza la integracién numé

rica resulta ser

e . M N T
Kot LK 35, 8T (Eeny) D 8GN, (5.3.53)

Si M=N=2, la ecuacidn anterior se puede escribir como
e 2 T
K& =t {:Hl 3(Ey,n,) BT (£,,n,) DB (£,,n,) +
T
H1 Hz J(El’nz) E (El’nz) gg_ (El’nz) +
T
H, H, J{E,m,) B (g,,n) BB (E,n) +

| T
H2 J(€,.n,) B (E,,n,) DB (Ez’“z)j[

A R (5.3.54)

~-11 —12 —21 —22

'5.3.12 Vector de cargas

De acuerdo con las ecs 2.3,24, 2.3.25, 2.3.27, 2.3.28 y 2.3.32, el vector de

cargas es

e _ T ; T
_f~fe_N_g_(n)d1‘+Lzepﬂ_id9+fe_8_g_e_odﬂ-{e§g_od9
T Q Q
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Para el problema que se quiere resolver, se tiene que

U & % T L (5.3.56)

por 1o que la ec 5.3.55, al tomar en cuenta a las ecs 5.3.41 y 5.3.56, y al

transformarla, se puede escribir como

L
£ -1 tf oN'F dn = tf [ pa(E,n) NT(E,n) £ dE dn  (5.3.57)

-1-7-1

Puesto que f es e1 vector de fuerzas por unidad de masa, pf es un vector

de fuerza por unwdad de vo1umen que se puede escribir como

CosS o
of = PV ' (5.3.58)
sen. .o

donde:
PV es el peso volumétrico del, material.y

a la direcci6n de la aceleracifn de la gravedad en relacifn con el sis
tema de referencia global, segiin se muestra en la Fig. 5.4.

Debido a que e] vector of (ec 5.3.58) ho es funcién de las coordenadas 1o
cales, puede sa11r fuera del operador integral, de la ec 5.3.57, y al efec-

tuar su integracion numérica se tiene:

e M N T
fo=t m§1 'nlemHn J(&,on,) N(E on.) | of

_ B T
=t H? J(El,nl) _N_ (Elanl) *




T .
HH, 9(E,n,) N (g,4n,) +
HH J(E,.n,) NT (£,.n,) +
21 214 o 2
HZ J(& n)NT(E n)]pf
2 2% 24 o 2?2 -

= fé‘*) « gle) o gle) | gle) | (5.3.59)

11 12 G2 G,

5.4 Ondanamiéﬂtb de Las ecuaciones de equilibrio de La estructura

De acuerdo con el inciso 2.4, para la construccién de las ecuaciones de equi
1ibrio (ecs 2.4,.3 y 2.4.9) se requiere de un ordenamiento de los grados de

libertad de los ﬁuntos nodales de la estructura,

E1 ordenamiento depende de la numeraci6n de los puntos nodales de la estruc
tura, que puede ser arbitraria. La localizacidn de los coeficientes de la
matriz de rigideces, K , depende de la numeracidn utilizada y 1a que se reco.
mienda es la que provoca que tales coeficientes queden lo has cercanos a la
diagonal principal. Para lograr lo anterior, se requiere que la numeracion
de los puntos nodales provoque la menor diferencia entre los grados de liber

‘tad para todos los elementos finitos.

A fin de aclarar los conceptos anteriores, se considera la malla del ejemplo
de aplicaci6n con la numeraci6n de los puntos nodales indicadas en las

Figs 5.2 y 5.5.

Una vez definida la numeracién de los puntos nodales, se puede obtener el
ordenamiento de los grados de 1ibertad, que también puede hacerse de diversas

maneras; pero el mds recomendable es el indicado a continuacién:
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se le asocia a cada punto nodal un indicador de grado de libertad. Este
indicador es nulo si el punto nodal tiene libertad de moverse en la di
reccifn considerada 6 vale 1 si su desplazamiento es nulo. E1 arreglo
matricial de estos indicadores se representa mediante ID(NGL, NPE),
donde NGL es el ndmero de grados de 1ibertad por punto nodal (2 para
e1'ejemp1o), y NPE es el nimero de puntos nodales requeridos para cons

truir la malla de la estructura (10 para el ejemplo).

a). para la numeracién de la Fig. 5.2

.o = (5.4.1)

(2x10)

b) para la numeracién de la Fig. 5.5

(

: 6 0 0 0 1 0o O 0 0 1 ‘
= (5.4.2)
o 0 0 0 1 0 0 0 0 1 (2x10)

con los valores de los indicadores conocidos se procede a la numeracién
de los grados de libertad de los puntos nodales. Esto se hace en el
mismo arreglo matricial, ID. Al recorrer cada casillero (por columnas)

se hace la operacidn siguiente:

- si es un uno, se sustituye por un cero

- si es un cero, y si es el primero, se sustituye por el nidmero uno que

- es la primera ecuacién de equilibrio; a partir del sequndo cero en |
ade]ante; se sustituye por el ndmero de la ecuacién de equilibrio

anterior mds uno.
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. a) para la numeracién de la Fig, 5.2

De acuerdo con la ec 5.,4.1 se tiene

1 3 5 7 9 11 13 15 0 0
1D = (5.4.3)
12 4 6 8 10 12 14 16 0 0

b) para la numeracidn de la Fig. 5.5

De acuerdo con l1a ec 5.4.2 se tiene

11 3 5 7 0 9 11 13 15 0
1 = | (5.4.4)
2 4 6 8 0 10 12 14 16 0

De acuerdo con los desarrollos anteriores, el ordenamiento de Tos grados de
Tibertad para el punto nodal N queda localizado en la columna N del arre
glo lg; Para conocer los grados de 1ibertad para cada elemento finito, es
necesario saber cudles son los valores de los puntos nodales 1,j,k y £ de
la referencia local (Fig. 5.3). En la tabla 5.1 se indican las numeraciones

de Tas Figs. 5.2 y 5.5.

Para tener explicitamente indicados los grados de libertad de cada elemento
finito es converiiente construir un arreglo vectorial, IE , con NGL*NPN ele
- mentos, donde NPN es el ndmero de puntos nodales del elemento (4 para el
ejemplo). Este vector se construye, en forma general para el ejemplo, como

se indica a continuacidn
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1D(1,1) |
10(2,1)
10(1,3)
I0(2,3) (5.4.5)
=71 (1,0
10(2,k)
10(1,2)
10(2,2)

L
Con base en las eés 5.4.3 y 5,4,4 y en la tabla 5.1 se escriben los vectores

IE para cada elemento de las Figs. 5.2 y 5.5.

a) Vector IE para la numeracién de la Fig. 5.2

| r \
(7] (1] 15 | [0
8 12 16 0
3 7 11 15
AR I (0 B B A A TR R R A BT (5.4.6)
= ] 5 g 13
2 6 10 14
5 9 13 0
6 10 L 14 0
k / \ / / L /

b) Vectores IE para la numeraci6n de la Fig. 5.5

\ ) f )
[ 11 [ 13 W f 15 0
12 14 16 0
9 11 13 15

D 0w 2] E® ] 1| @] 1 (5.4.7)

’ 1 3 ' 5 7
| 5 5 7 0
1 6 ’ 6 8 0

i o) L) ) -

|

En las ecs 5.4.6 y 5.4.7 se puede observar que los vectores indicador de

ecuacién del elemento 4, 1§F4) contiene elementos nulos. Esto es una indi

cacién de que los componentes de desplazamiento de los puntos nodales corres
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pondientes son conocidos y su valor es nulo, por tanto, no deben considerar
se para calcular la diferencia entre los grados de libertad de los elementos y
finitos, misma que permite definir cudl numeraci6n de los puntos nodales es
la mds recomendable. En la tabla 5.2 se presenta la diferencia en cues-
tion para las numeraciones de las Figs. 5.2 y 5.5, calculadas con los datos

mostrados en las ecs 5.4.6 y 5.4.7,

De Ta tabla 5.2 se concluye que la numeraci6n recomendable es la de la Fig.
5.2. Con estas diferencias de numeracifn se calcula el ancho de semibanda de |
la matriz de rigideces cuando se utilizan arreglos rectangulares (en banda)

seglin el inciso 4.1.3.2.

5.5 Matrniz de rigideces del elemento finito nmero uno

En la Fig. 5.6 se muestran los datos geométricos correspondientes al elemen

to finito nimero uno. Se utiliza la numeracidn de la Fig. 5.2.

La ec 5.3.54 es la expresifn de la matriz de rigideces de un elemento finito
'tipo con cuatro puntos de integraci6n numérica, A continuacidn, se calculan

los componentes de tal ecuacidn,

'5.5.1 Matriz de rigideces para el primer punto de integracidn numérica

De acuerdo con la ec 5.3.54 1a matriz de rigideces correspondiente al priher

punto de integracién numérica resulta ser

(1) | T
Kiy' =t H? J(g ;) B (g,,n,) DB(E ,n,) (5.5.1)

Las coordenadas locales del primer punto de integracidén numérica (El,nl) asi

como los coeficientes de peso (H,) para N=2 se obtienen de la tabla 3.1
y se muestran en la Fig. 5.7.
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" De acuerdo con la Fig. 5.7 se tiene que

£, = ~0.57735... (5.5.2)
n, = -0.57735... (5.5.3)
H,o = 1.0 - (5.5.4)

1
5.5.1.1 Funciones de forma

De acuerdo con las ecs 5.3.2 a 5.3.5, 5.5.2 y 5.5.3 se obtiene Yos valo-

res siguientes

| - N, = 1 (1+0.57735)(1+0.57735) = 0.62201 (5.5.5)
! | Nj = 0.16667 (5.5.6)
N, = 0.04466 | (5.5.7)
N, = 0.16667 - (5.5.8)

5.5.1.2 ?erivadas de las funciones de forma respecto a sus coordenadas loca
es

De acuerdo con las ecs 5.3.29 a 5.3.36, 5.5.2 y 5.5.3 resulta

Ny g = -%{1+o.57735) = -0.3934 (5.5.9)
Ny = -0.3043¢ (5.5.10)
Ny = 0.39434 - (5.5.11)
Ny, = =0.10566 | | (5.5.12)
Ny g = 0.10566 ' ~ (5.5.13)
Ny = 010566 | (5.5.14)
Ng g = -0.10566 (5.5.15)

Ng.n = 0.39434 (5.5.16)




Came e 4o
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5.5.1.3 Derivadas de las coordenadas globales respecto a las coordenadas
locales

De acuerdo con las ecs 5,3.37 a 5.3.40, 5.5.9 a 5.5.16 y la Fig. 6 se obtiene

Xop = (-0.39434)(6.0)+(0,39434)(8.0)+(0.10566)(8.0)

+ (-0.10566)(6.0) = 1.0 (5.5.17)

= ’ 5.5.18

x,n 0 ' ' ( 18)

y =0 | o "~ (5.5.19)
g -. . ‘

Y =05 | (5.5.20)

5.5.1.4 Jacobiano de lg transformacién

Con base en las ecs 5.3.18, 5.5.17 a 5.5.20 resulta

J = (1.0)(0.5)-(0.)(0.)=0.5 = J(£ ,n ) (5.5.21)

5.5.1.5 Derivadas de las funciones de forma respecto a las coordenadas glo-
bales

Con base en las ecs 5.3.21 a 5.3.28, 5.5.9 a 5.5.21 se obtiene

Ny x ® 6%3-[(0.5)(-0.39434)-(0.)(-0.39434)} -0.39434 (5.5.22)
Ny,y = -0.78868 - (5.5.23)
Ny o = 0.39434 (5.5.24)
Ny, = -0.21132 . (5.5.25)
Nix = 0:10568 | (5.5.26)



0.21132 (5.5.27)

’Nk.y )
Mex = -0.10566 (5.5.28)
Ny, = 0.78868 (5.5.29)

5.5.1.6 Matriz de deformaciones

Al sustituir las ecs 5.5;23 a 5.5.29 en la ec 5.3,14 se obtiene la expresién

dé 1a matriz de deformaciones, §§}), dada por la ec 5.5.30.

5.5.1.7 Matriz de rigideces

De acuerdo con las ecs 55.4, 5,5.21, 5.5.30 y 1a Fig. 5.1, se pueden calcu

lar los elementos de la ec 5.5.1. El primer elemento resulta ser:

1
551) (1’1) =t J(gl’nl)[gll(oll Bll+012 BZI+Dl3 B31) +
BZI(DZI Bll+022 821+D23 B31) +
BSI(DSI Bll+032 B21+D3$ BSI)]

(0.3)(0.5) {(-0.39434)]:(2083333.)(-0.39434) .

(416667.)(0.)+(0.)(-0.78868)]
+( 0. ; )[§416667.)(-0.39434) +

(2083333.)(0)+(0.)(-0.78868ﬂ
+(-o.7saea)[(o. )(-0.39834) +

(0. )(0.) +
(833333.) (-0.78868):{}
= 126347.
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donde la matriz de coeficientes eldsticos (ec 1.3.25 y Fig. 5.1) es

( A
2083 333, 416 667. 0.
D=1| 416 667, 2083 333, 0. (5.5.31)
{ 0. 0. 833 333,
J

Al calcular los elementos restantes de la matriz, K(l) se obtiene la ec

=11 ?
5.5.32.

5.5.2 Matrices de rigideces para los restantes puntos de integracifn numé-
_rica

Al proceder de manera similar a como se hizo en el inciso 5.5.1 se obtienen
las matrices de rigideces para los puntos de integracid6n numérica 2,3 y 4
mostrados en la Fig. 5.7, correspondientes a _5(1) K(l) y '5(1) de la

12 % =21 22

ec 5.3.54. La; matrices resultantes se indican con las ecs 5.5.33 a 5.5.35.

5.5.3 Matriz de rigideces del elemento

Al sustituir las ecs 5.5.32 a 5.5.35 en la ec 5.3.54 se obtiene la expresifn

de la matriz de rigideces del elemento finito ndmero uno, segin se indica

‘en la ec 5.5.36.

5.6  Matriz de masas del elemento findito nlmeno uno

Para cuantificar la matriz de masas dada por la ec 2.3.23 se utilizan

los desarrollos de los incisos 5.3.9 y 5.3,10, asf como algunos resultados

del inciso 5.5.

De acuerdo con el criterio indicado con las ecs 5.3.43 y 5.3.44, los elemen-

tos de la matriz de masas se calculan con la ec 5.3.49. Para el primer




~1.0566E-01

P

(6 .5

-3.9434E-01 0. 3.9434E~-01 0. 1.0566E-01 0. 0.
m | 0. -7.8868E-01 0. ' ~2.1132E-01 0. 2.1132e-01 O. 7.83868€-01
By =7.3868E=01 -3.9434E-01 ~2.1132E~01 3.9434E-01 2.1132E-01 1.0566E-01 7.8868E-~01 ~140566E—01
(5.5. 30 )

1.2635E+05 5.8313E+04 ~2.7761E+04 -3.3667E+04 —3.3854E+04 —1.5625E+404 —6.4730E+04 ~9.0211E+03

5.8313E+04 2.1382E+05 -9.0211E+03 3.2646E+04% ~1.5625E+404 —5.7292E+04 —3,3667E+04 <1.8917E+05

() | 72+7761E+04 -9.0211E+03 5.4177€404 -1.5625E+04 7.4386E+03 2.4172E+03 -3.3854E+04 2.2229E+04

kK ..=|=3+3667E404 3.2646E+04 —1.5625E+04 3.3393E+04 9.0211E+03 -8.7474E+403 4,0271E+04 =5,7292E+04

=N ] -3.3854E+04 ~1.56256+04 7.4386E+03 9.,02116+403 9.0712€+03 4.1867E+03 1.7344E+04 2.4172E+03

~1.5625E+04 ~5.7292E+04 2.4172E+03 —-B.7474E+03 4.1867E+03 1.5351€404 9.0211€+03 5.0688E+04

~6.4730E404 ~3.3667E+04 —3.3854E+404 4.0271E+04 1.7344E+04 G.0211E+03 B8.1240E+04 ~1.5625E +04

~9.0211E403 ~1.8917E+05 2.2229E+04 -5.7292E+404 2.4172E+03 5.0688E+04 —1.5625E+04 1.9577E+05

(5.5.32)

8.1240E+04 1.5625E+04 1.7344E+04 —9,0211E+03 —3,3854E+04 —4,0271E+04 -6,4730E+04 3.3667E+04

1.5625E+04 1.9577E+05 —2.4172E+03 5.0688E+04 —2.2229E+04 -5.7292E+04 9.0211E+03 —1.8917E+05

1.7344E+04 ~2.4172E+03 9.0712E+03 -4,1867E+03 7.4386E+03 ~9,0211E+03 -3,3854E+04 1.5625E+04

() |-9-0211E+03 5.0688E+04 —4,1867E+403 1.5351E+04 ~2.4172E+03 -8.7474E+03 1.5625E+04 ~5.7292E+04

k' ={-3.3854E+404 ~2.2229€+04 7.43B6E+03 —2,4172E+03 5.4177E+04 1.5625E+04 -2.7761E+04 9.0211E+03

—12 | 4., 0271E+04 ~5.7292E+04 -9.0211E+03 —-8.7474E+03 1.5625E+04 3.3393E404 3.3667E+04 3.2646E+04

- |-6.4730E+04 9.0211E+03 ~3.3854E+04 1,5625E+04 —2.7761E+04 3.3667E+04 1.26356+05 ~5.8313E+04
3.3667E+04 -1.8917E+05 1.5625E+04 -5.7292E+404 9.02L1E+03 3.2646E+04 -5.8313E+04 2.1382E+05 |

.33 )
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5.4177E+04
1.5625E+04
~2.7761E+04
9.0211E+03
~3.3854E+04
=2.222GE+04
7.4386E+03
_:5.4172E*03

e

9.0712E+03
4.,1867E+03
1.7344E+04
2.4172E+03
~-3.3854E+04
—1.5625E+04%
7.4386E+03
| 9.0211E+03

[ 2.7083E+05

9.3750E+04
-2.0833E+04
~3.1250E+04
~1.3542E+05
—9.3750E+04
~1.1458E+05

[ _3.1250E+04

1.5625E+04

3.3393E404
3.3667E+04
3.2646E+04
~4,0271E+04
~5.7292E+04
-9.,0211£+03
~8.7474E+03

4,1867£+03
1.5351E+04
9.C211E+03
9.0688E+04
-1.95625E+04
~5.7292E+04%
2.4172£+03
—8.7474E+03

9.3750E+04
4.5833E+05
3.1250E+¢04
1.6667E+05
-9.3750E+04
—-2.2917E +05
-3.1250E+04%
-3.9583E+05

-2.7761E+04
3.3667E+04
1.2635E+05

-5.8313E+04

—6.4730E+04
9.0211E+03

-3.3854E404
1.5625E+04

1.7344E+04
9.0211£+03
8.1240E+04
~-1.5625E+04
—6.4730L£+404
~3.3667E+04
-3.3854E+04
4.0271E404

-2.0833E+04
3.1250E+04
2.7083E+05

-9.3750E+04

~1.1458E+05

~-3.1250E+04
~1e¢3542E+05
9¢3750E+04

9.0211E+03 —3.3854E+04 —-2.2229E+04

3.2646E+04
—-5.8313E+04
2.1382E+05
3.3667E+04
~1.8917:+05
1.5625E+04
—=5.7292E+04

2.4172E+03
5.0688E +04
-1.5625E+04
1.9577&+05
-9.0211£+03
-1.8917E£+05
2.2229E+04
~5.7292E+04

-3.1250E+04
1l.6667E+05
-93.3750E+04
4.5833E+05
3.1250E+04
~-3.9983E+05
9.3750E+04
~2.2917E+05

-4,0271E+04
~6.47306+04
3,3667E404
8.1240E+04
1.5625E+04
1.7344E+04
~9.0211E+03

-3.3854E+04
~1.5625E+04
~&.4730E+04
-9.0211E+03

1.2635E+05

5.8313E+04
~2.7761E+04
~1.3667E+04

-1.3542E+05
~9.3750E+04
-1.1458E+05
3.1250E+04
2.7083E+05
9.3750E+04
-2.0833E+04
~3.1250E+04

~5.7292E+04
9.,0211E+03
~1.8917E+05
1.5625E+04
1.9577€E+05
~2.4172E+03
5.0688E+04

~1.5625E+04
—=5.7292E+04
~3.3667E+04
~1.8917E+05
5.3313E+04
2.1382E+05
-9.0211E+03
3.2646E+04

~9.3750E+04
~2.2917E+05
~3.1250E+04
~3.9583E+05
9.3750E+04
4.5833E+05
3.1250E+04
1.6667E+05

7.4386E+03
-9.0211E+03
-3,3854E+04
1.5625E+04
1.7344E+04
~2.4172E+03
9.0712E+03
~4,1867E+03

(5.5

7.4386E+03
2.4172E+03
~3.3854E+04
22229E+04
~2.7761E+04
-9,0211E+03
S5.4177E+04
-1.5625E+04

(5.5.

-1.1458E+05
~3.1250E+04%
-1.3542E+05
9.3750E+04
~2.,0833E+04
3.1250E+04
2.7083E+05
—9.3750E+04

(5.5.

.

~-2.4172€+403
~8.7474E+03
1.5625E+04
~5.7292E+04
~-9.0211E+03
5.0688E+04

1.5351E+04
3 04

. 34 )

—

9.0211E+403
4.,0271E+404
—5e7292E+04
—343667E+04
3.2646E+04'
-1.5625E+04

3.3393E+04 | -

35 )

3.1250E+04]
-3.9583E+05
9.3750E+04
—2.2917E+05
-3.1250E +04
1.6667E +05
~9.3750E+04
4<5833E+05

36 )

L21
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punto de integracién numérica la expresifn del componente (1,1) resulta ser

M) (1,1) =0t A K2 3CE,n,) W (5, (5.6.1)

i
Al sustituir los valores de las ecs 5.5.4, 5.5.5 y 5.5.21 se obtiene la ecua
cién siguiente:

ML (1,1) = ota(1.)%(0.5)(0.62201)%= 0.193847(ptA) (5.6.2)

Para los componentes restantes resulta

M) (3,3) = 0.013889 (ptn) (5.6.3)
M1 (5,5) = 0.000397 (pta) (5.6.4)
ML (7,7) = 0.013889 (pta) (5.6.5)

Al repetir el proceso anterior para los puntos de integracién numérica res-

tantes se obtienen las expresiones siguientes:

Mfg) (1,1) = 0.013889 (pty) (5.6.6)
M) (3,3) = 0.000997 (otA) O (5.6.7)
w1 (5,5) = 0.013889 (ot) (5.6.8)
ML) (7,7) = 0.193887 (pta) (5.6.9)
M) (1,1) = 0,013889 (pta) | (5.6.10)
M) (3,3) = 0.193847 (o) (5.6.11)
m{1) (5,5) = 0.013889 (otn) ‘ (5.6.12)
M) (7,7) = 0.000997 (ptn) (5.6.13)
mH (1) - 0.000997 (pta) (5.6.14)
ML) (3,3) = 0.013889 (pt) " (5.6.15)
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w1 (5,5) = 0.193047 (pta) (5.6:16)

M) (7,7) = 0.013889 (pta) O (5.6.17)

De acuerdo con la ec 5.3.49 y las ecs 5.6.2 a 5.6.17 se obtienen las expresig

nes siguientes

M) (1,1) = (0.193847+0.013889+0.013889+0.000997) (ptA)
= 0.222222 (pt) | | (5.6.18)a

D 3.3y = w1 (5,5) = M(1) (7.7) = 0.222222 (pta)  (5.6.18)b

Para poder cuantificar la constante X se hace uso de la ec 5.3.44, E] drea
del elemento finitd, I , es muy simple de cuantificar para el recténgulo;
pero para cuadrildteros generales es necesario también una integracifn numé-

rica como se indica a continuacién:

. 1,1 MN
AS = [ dx dy = [ ( Jdedn= £ £ H,H; J(E.n.) (5.6.19)
- iy 3 i A ,

‘Para M=N=2, la ec 5.6.19 se reduce a
A® = Hi J(El,n1)+HlH2 J(El',nz)+HzH1 J(Ez,n1)+H§ J(Ez,nz) (5f6.29)
Al sustituir los valores correspohdientes en la ec 5.6.20 se obtiene

AL« (1.)%(0.5)+(1.)(1.)(0.5)+(1.) (1.)(0.5)+(1.)%(0.5)
=2.. (5.6.21)

Al sustituir las ecs 5.6.18 y 5.6.21 en la ec 5.3.44 resulta

A(pt)(0.222222 * 4) = pt(2.) - - (5.6.22)
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De 1a ec 5.6.22 se puede calcular el valor de A ; pero, las ecs 5.5.18 re-
quieren del valor de ptd que de acuerdo con la ec 5.6.22 y los valores in-

dicados en la Fié. 5.1 resulta ser
ptA = (0.245)(0.3)/(0.222222 * 2) = 0,16538 (5.6.23)

Con las ecs 5.6.23 y 5.6.18 se calcula la matriz de masas concentradas para

el elemento nimero uno y el resultado se indica con la ec 5.6.24

0.036697 0 o 0 0 0 0 0

¢ [0.036697 0 0 0 0 0 0

I . |0.036697 O 0 0 0 0

ay | M 0.036697 O 0 0 0

W c 6897,

. 0.036697 O 0 0

R - |0.036697. 0 0

I ~ |0.036697 0
\ S 10.036697
(5.6.24)

- 5.7 Vecton de fuerzas de cuenpo del elemento {finito nGmero uno

De acuerdo con la ec 5.3.57 la expresifn del vector fuerzas de cuerpo del

elemento para el primer punto de integracifn resulta ser

£ 2y 3(E,n) N(En) of (5.7.1)

Al desarrollar el producto matricial " ﬂ? pf , con base en las e¢s 5.3.11 y

- 5.3.58 1a ec 5.7.1 se puede escribir como



(1) .
fo, TPVt h: 3(g, )
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. COS

. Sen

cos

. sén

cos

sen

NZ cos

NL sen

(5.7.2)

Al sustituir las ecs 5.5.4 a 5,5.8, 5.5.21 y los valores mostrados en las

Figs. 5.1 y 5.6 se obtiene la ec 5.7.3

(1) ,
f. =(2.4)(0.3)(1.0)"(0.5)

cll

(1062201 (0. )
(0.62201)(-1.)
(0.16667) (0. )
(0.16667)(-1.)
(0.04466) (0. )
(0.04466)(-1.)
(0.16667)(0. )
(0.16667)(-1.)

\ /

A

0.
-0.22392

0.
-0.06

0.
-0.01608

0.
-0.06

(5.7.3)

Los vectores de la ec 5.3.57 para los puntos de integracién restantes resul-

tan ser:




(1)

—Ci12

(

-L

0.
-0.06
0.0
-0.01608
0.0
-0.06
0.0
-0.22392

\

-0.06
0.
-0.22392
0.0
-0.06
0.0
-0.01608

(

0.
-0.01608

0.
-0.06

0.
-0.22392

0.
-0.06

(5.7.4.)

Al sustituir las ecs 5.7.3 y 5.7.4 en la ec 5.3.57 se obtiene el vector de

fuerzas de cuerpo para el elemento finito nimero uno y su valor se indica

en la ec 5.7.5

5.8

—Cin

12

21

N I IR

—Cs2

.36

.36

.36

.36

(5.7.5)

Matrnices de esfuenzos pana algunos puntos del elemento finito nlmero
- wio .

La expresién del vector esfuerzo para cualquier punto del elemento finito

se obtiene de acuerdo con las ecs 2.3.12 y 2.3.15 y resulta ser
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g=De=DBu =Eu (5.8.1)
Para seleccionar los puntos donde deben calcularse los esfuerzos es convenien
te seguir las recomendaciones de la ref. 24 (inciso 11,5.2, pdg. 280) en donde
se establece que para elementos con funciones de forma con continuidad Co(es
decir, se requiere la continuidad de la incégnita entre elementos, sin impor
tar sus derivadas) cuando se tienen funciones de forma lineales, los esfuer
zos deberfan representarse en los centroides; mientras que para funciones de
forma cuadrdticas, los esfuerzos deberfan calcularse en los puntos gaussianos

(n=2, tabla 3.1).

En este ejemplo, para observar la variacién de los esfuerzos, los puntos se
Teccionados son los cuatro gaussianos (1,2,3 y 4 de la Fig. 5.7) y el del

centroide (0 de la Fig. 5.7).

Para calcular la matriz de esfuerzos, E=D B en Tos puntos seleccionados se
procede a calcular la correspondiente matriz de deformaciones, B , tal como
se indica en los incisos anteriores, y se 1leva a cabo el producto con la
matriz, D, dada por la ec 5,5.31, Llas matrices resultantes se indican median

te las ecs 5.8.2 a 5.8.6.

" Es conveniente conocer la posici6n de los puntos donde se calculan los es-
fuerzos. Esto se realiza mediante las ecs 5.,3.6 y 5.3.7. Para el elemento

en cuesti6n resultan ser:

x{) = N5 (0,0)x#4,(0,0)x 14N, (0,0)x, 4N, (0,0)x,
= (%)(6.0)+(%)(8.0)+(%9(3.0)+(%9(6-0) =7.0=x (5.8.7)
vy =052y, (5.8.8)




-
E()‘

£
—4

n

N [iodl [ )] [l ]

~2.2013E+05
—444026E+04
~1.7610E+05

~8.2154E+05
-1.6431E+05
~6.5723E+05

=84 2154E+05
-1.6431E£+05
~1.7610E+05

—-2+2013E+05
"4.‘0026!5‘*0"
—-6.95723E+05

~8.8052E+04
~4.4026E+05
~8.8052E+04

—-3.2861E+05
~1.6431E+06
~8.8052E+04

~3.2861E+05
~1.6431E+06
~3.2861E+05

-8.8052E+04
-4.,4026E+05

2.2013E+05
4.4026E+04
~6+45723E+05

2.2013E+05
4,4026E4+04
-1.7610E+05

8.2154E+05
1l.6431E+05

-1.7€10E+05

8.2154E+05
1.6431E+05

~3.2861lE+05 -6.5723E+05

1.0417£+05

~-3.2861E+05
~-1.6431E+06
B.8052E+04

~8.8052E+04
~4,4026E+05
8.8052E+04

~8.8052E+04
-4.4026E+05
3.2861E+05

~3.2861E+05
~1.6431E+06
3.2861E+05

-1.U’|17E "06
2.C333L+09

l.G417E+05"
4,L667E+05

 8.2154E+05

1.6431E£+05
6.5723E+05

8.2154E+05

l1.6431E+05
1.7610E+05

2.2013E+05
4.4026E+04
1« 7610E+05

2.2013E+05
4,4026E+04
6.5723E+05

1.0417E+06 ~1.0417E+05

~5..083E+05 ~2.0833L+05 5.2083L+05 —2.0833+05 5.2083L+05 2.0833E+05 —5.2083E+05 2.0833E+05
~1.0417E+05 =~1.0417:+06
~4,1667E+05 —2.0833E405 ~4.1667E+05

1.0417£+06

2.0833E+05 4.1667E+¢05 —2.,0833E+05
(5.8. 2)
1.2861E+05 —-8.2154E405 B8.8052E+04
1.6431E+06 ~1,6431E+405 4.4026E+05
3.2361E+05 1.7610€+05 -3.2861€+05 |
(5 .8. 3)
8.3052L +04 ~8.2154E+05 3.2861E+05
4.4026E+05 ~1.,6431E+05 1.6431E+06
3.2861E+05 6.5723E+405 —-3.2861E+05 |1
e
(5 .8. 4)
8.3052E+04 —2.20136+05 3.2861E+05
4.4026E+05 ~4.4026E+04 1.643LE+06
8.8052E+04 6.5723E+05 —-8.,3052E+404
(5.8. 5)
3.2861E+05 —2.2013E+05 8.8052E+04%
1.6431E+06 —4,4026E+04 4.4026E+05
8.3052E+04 1.7610E+05 -8.8052E+04
(5 .8.6 )
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1) = 6.423 -
1 c
(1) _ -

v s021 =y

AU -7 I
(1) . -

Y, 0.211 yD

x{1) < 6.423 = xg
(1) _ -

y3 0.78? yB
(1) . 5 geq 2

X, = 7.557 = x5

) s 0780 -y
“ A

4

(5.8.9)

(5.8.10)
(5.8.11)
(5.8.12)
(5.8.13)
(5.8.14)
(5.8.15)

(5.8.16)

5.9  Ecuaciones de equilibrio de Los efementos finitos nestantes

De acuerdo con las expresiones de M?, 5? y jﬁ

penden Gnicamente de la geometrfa y del material.

se puede observar que de-

Puesto que los elementos

finitos dos, tres y cuatro (Fig. 5.2) son iguales que el uno; se puede con-

cluir que las correspondientes matrices que definen sus ecuaciones de equi~

1ibrio son iguales, es decir:

- _M_(Z) - p_,,'(3) - M(4)

E(l) - 5(2) - 5(3) - _!(_(4)

(1) _ ((2) _ o(3) _ (4
.fc)-.fc)_.fc)-_fc )

(5.9.1)
(5.9.2)

(5.9.3)

Obvio es que los vectores de desplazamiento correspondientes son diferentes

ya que quedan definidos por puntos nodales diferentes.

5.10 Ecuaciones de equilibrio de La estructura

Para construir las matrices de las ecuaciones de equilibrio de la estructura
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(M, Ky P de Ta ec 2.4.9) se hace uso de los conceptos establecidos en los

incisos 2.4 y 5.4,

En el inciso 5.4 se explica el ordenamiento de las ecuacioﬁes de equilibrio
de Ta estructura segin 1o requiere la ec 2.4.7, en donde ya se consideran las
condiciones de frontera. La forma sistemdtica de construir las ecs 2.4.4

a 2.4.6 se indica a continuacién

5.10.1 Ensamble de la matriz de rigideces

De acuerdo con el ordenamiento de las ecuaciones de un elemento finito, indi
cado con el vector indicador de ecuacidn ggﬁe), la forma en que se lleva a

cabo 1a ec 2.4.5 se muestra esquemdticamente en la ec 5.10.1

1e€(1) 1e®¢2) 1e%(3) 1£%(4) IEe(S)—IEe(S) 1£%(7) 1£%(8)

L T SR SR S A R A I €8
T A T A A T A R
K?l K?z Kia KSM Kgs Kgs K§7 K?s IEe(3)
I I L
S P A SO A I DU PR GO G I () |
SR ST R PR O B S A A 1)
S R LT R
R TR ST TR R R S A
t | |
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La interpretacion de Ta ec 5.10.1 es tal que, por ejemplo, el elemento K?z
de la matriz de rigideces 5? del elemento finito, debe sumarse al elemento

K(IE8(1), 1E%(2)) de 1a matriz de rigideces K de la estructura.

En Ta ec 5.10.2 se muestra como queda la matriz de rigideces del ejemplo

cuando se 1leva a cabo 1a ec 2.4.5 con base en la ec 5.10.1.

5.10.2 Ensamble de la matriz de masas

El ensamQ]e de la hatriz de masas de la estructura se 1leva a cabo en forma
enteramente similar a como se construye la matriz de rigideces. Cuando se
utiliza la aproximacion de masas concentradas, como es el caso de este ejem
plo, la matriz de ﬁasas es diagonal. Con base en 1o anterior, y para ahorrar
espacio, se acostumbra guardar la diagonal de la matriz en un arreglo vecto-

rial, como se muestra en la ec 5.10.3, para el caso del ejemplo de aplicacion.

5.10.3 Ensamble del vector de cargas

E1 ensamble de Tos vectores de cargas jF, cuyos componentes estdn dados por
la ec 5.3.55, se muestra esquemdticamente en la ec 5.10.4. La interpretacifn
de la ec 5.10.4 debe hacerse de tal manera que, por ejemplo, el elemento ff
~del vector de cargas f? del elemento finito debe sumﬁrse al elemento

P(IE®(3)) del vector de cargas P de la estructura.

En 1a ec 5.10.5 se muestra el vector de cargas que se obtiene para el ejem-
plo de aplicacidn. A tal vector se le asocia un subindice ¢ debido a que

el vector de cargas _fg es el dnico que participa en su formacidn.

Casos particulares de cargas de superficie son las cargas concentradas.

Cuando estas concentraciones actllan en los puntos nodales, ya no es necesa
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! 2 3 4 5 6 7 8
270830. 93750.| ~14580. 31250.; =-20833.] -—31250.| -135420.] —93750.
458330. ~31250.| —395830. 31250, 166670.| -93750.] —229170.
270830.f —93750.| —135420. 93750.; —20833. 31250.
458330. 93750. | -229!70. ~31250. 166670.
270830.| ~—93750.| -=114580. —31250.
270830. 93750.] ~114580. 3t250.
541660, 0.| —229160. 0.
458330. 31250.] =395830.
458330. - 31250.| ~395830.
916660, 0.| =79i8e50.
270830. 93750.
270830.| =—93750.
541660. 0.
458330.
458330,
9:65650.
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9 10 ] 12 I3 14 15 16
,Y
i
[ —
i i /Comorno de Bandpo
I __/
1 !
! |
I ————
| I
[ ‘ -
—l—d'—.4-o_u —0-{-- —— e ¢ q.ﬁ.“
—20833.| —31250.| —135420. -93750.i
L -_—— e
3250.| 166670.| —93750, -zzerro.i i
. | l
| —_
—135420. 93750. | —20833, 31250. | )
L/[Contorno Ede Silueta
93750. | — 229170. | — 31250. | .166670. ! |
' ]
-t e Gt ¢ mms o [ ¢ GEmn e SR o] e ¢ Sesm ¢ —.‘m“-
270830.| —93750.| —114580.| —31250. | —20833.| —31250.| —135420.] -93750.
270830. 93750. | —114580. 31250.
541660 ‘0. | =229160. 0.
458330. 31250. | -395830. 31250. 166670. | —93750.| —229170.
458330, | - 31250. | -395830.
916660. 0. | -791660.
270830. | 93750. | -135420. 93750. | -20833, 3(250.
270830. | —~93750.
541660. 0.
458330. 93750. | —229170. | ~31250. 166670.
458330.
916660.
270830.| —93750.| —114580.]| —31250.
270830. 93750. | —114580. 31250.
541660. 0. | - 229160. 0.
458330, 31250. | ~395830.
458330. | —31250.| —-39583%Q.
916660. 0.| -791660.
270830, 93750.
270830.| - 93750.
541660, 0.
458330,
458330,
37360 |
.,
(5.10.2)

10
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rff} IE° (1)

f5| 1E%(2)

£ 1E°(3)

e

£f = fu ) (5.10.4)
° £ 1E8(5) |

ff 1E°(6)

£ 1E%(7)

£°| 1E5(8)

\ J

rio 1levar a cabo la 1ntegracf6n indicada por la ec 2.3.24; pero cuando exis
ten en puntos diferentes a los nodales, las concentraciones deberdn tratar
se como funciones tipo deltas de Dirac. Para el caso del ejemplo de aplica
cion el vector de cargas debido a las concentraciones se muestra en la ec

5.10.6.

5,11 Obtencibn de Los elementos cinemdticos de La estructuna

ET problema qué se va a resolver es un problema estdtico por lo que los
elementos de las ecuaciones de equilibrio son Tos indicados en la ec 2.4.14,
La matriz de rigideces estd dada por la ec 5.10.2 y el vector de cargas
corresponde (nicamente a las cargas concentradas y estd dado por la ec

5.10.6.

Al observar la matriz de rigideces (ec 5.10.2) se puede aseverar lo siguien

te:

a) si se almacena en un arreglo cuadrado se requiere de 16x16=256 locali-
dades



=

{0.036697

0.036697+
0.036697
0.073394

0.036697+
0.036697
0.07339%

0.036697+
0.036697
0.073394

0.036697+
0.036697
0.073394

0.036697+
0.036697
0.073394

- et v -

0.036697+
0.036697
0.073394

0.036697+
0.036697
0.073394

0.036697+
0.036697

0.036697+
0.036697
0.073394

0.036697+
0.036697
0.073394

0.036697+
0.036697

0.036697+
0.036697
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——————

- -

- - -

(5.10.5)

—-co

--------

BowWw N s

10

11

12

13

14

15

16

(5.10.6)
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b) si se almacena en un arreglo rectangular (en banda) se necesitan 16x8=128
localidades (ocho es el ancho de la semibanda, con la diagonal principal:

incluida)

c) si se almacena en un arreglo unidimensional (en silueta) se requiere de

88+16=104 localidades

Al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales considerado se
obtiene el vector de desplazamientos de la estructura, U, que corresponde
a los desplazamientos de los puntos nodales, cuyos valores se muestran en

la tabla 5.3.

\

Conocido el vector U se pueden calcular los correspondientes vectores de des

. - e . s . .
plazamiento de Tos elementos finitos, u~, como se indica a continuacion:

=
—

( 3

U(IE(1)) u$
U(IE(2)) u
U(IE(3)) 03
W= | VE@) || (5.11.1)
U(IE(5)) us
U(IE(6)) o
U(IE(7)) 0
U(IE(8)) u®

Al 1levar a cabo la 6peraci6n indicada en la ec 5.11.1 se obtienen los vec-

tores siguientes:
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(- \ ( \ ( ) \
-0.001108| ~0.000886 -0.000517 0.
-0.008069 20.004000 -0.001114 0.
-0.001180 - 1-0.001108  1-0.000886 -0.000517
-0.012719 -0.008069 -0.004000 -0.001114
LS00 ), 3. ()
0.001183 0.001107 0.000886 0.000517
-0.012733 1-0.008066 -0.004000 -0.001114
0.001107| | 0.000886 0.000517 0.
{-o{boaoss +|-0-004000 -0.001113 0.
/ J/ \ P, /
(5.11.2) (5.11.3) (5.11.4) (5.11.5)

5.12 Obtencifn de Los elementos meclnicos de La estructura

.Para calcular los esfuerzos en los puntos considerados para cada elemento en
el inciso 5.8, basta multiplicar las matrices E (ecs 5.8.2 a 5.8.6) por los
correspondientes vectores g? (ecs 5.11,2 a 5.11,5) segiin se indica en la
ec 5.8.1. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 5.4 y en la

Fig. 5.10.

5.13  Aproximacibn de La solucibn

Puesto.que la estructura original con un ndmero infinito de grados de 1iber-
tad (continua) se ha idealizado con un nimero finito de grados de libertad
(discreta) la aproximacién del andlisis depende fundamentz.mente del ndmero
de eTeﬁentbs utilizados y de la aproximacién de los desplazamientos (funcio-
nes de forma) en los elementos. Si el elemento finito utilizado satisface

Tos requisitos de convergencia es vdlido aseverar que la aproximacion de la
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solycidn se puede incrementar si se utiliza una malla con mayor nimero de

elementos.

Los requisitos de convergencia para los elementos son la completez (que las
funciones de desplazamiento sean capaces de representar desplazamientos de
cuerpo rigido y estados de deformacién constante) y la compatibilidad (las
funciones de desplazamiento sean continuas en los puntos interiores y en las
fronteras). Si un elemento finjto satisface las condiciones anteriores se
dice que es conforme. Cuando se viola la compatibilidad, pero se satisface
la comp1etéi, el elemento finito se denomina no conforme. La rapidez de la
convergencia depende de la expansi6n polinémica utilizada en la aproximacion

de los desplazamientos en los elementos.

A fin de tener una idea de la aproximacidon y la rapidez de convergencia de
la solucidn obtenida con el método del elemento finito se presentan las solu
ciones del ejemplo de aplicacién obtenidas con las mallas mostradas en la
Fig. 5.8, que corresponde a elementos cuadrildteros lineales, y las mallas
de 1a Fig. 5.9, formadas con elementos cuadrildteros cuadrdaticos. También
se obtiene la solucidn con los elementos cuadrildteros lineales con modos de

flexion* (no conforme).

La distribuci6n del esfuerzo normal, o, , se muestra en las Figs. 5.10 a

XX
5.12 mientras que en la Fig. 5.13 se presenta el desplazamiento vertical en

el punto de aplicacién de la carga.

* R.L. Taylor, P.J..Beresford, and E.L. Wilson, "A non-conforming element
fon stness analysis", Int. J. Num. Meth. Eng., Vol. 10, pp 1211-1220,
1976.
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La aproximacién y rapidez de convergencia de los desplazamientos quedan éxpli
citas en la Fig. 5.13 y para una presentacifn similar para los esfuerzos, se
construyen las Figs. 5,14 a 5.16, con base en las correspondientes Figs. 5.10
a 5.12. Con los resultados se presenta la soluci6n para la teoria de vigas
en el contexto de la mecdnica de materiales que también es una solucibn apro

ximada para la teorfa de la elasticidad.
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7. TABLAS
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TABLA 3.1 Abscisas y coeficientes de peso pora la cuadratura
de Gauss
! n
[ f(x)dx = ) Hflg,)
-1 j=1
*aj Hj
n =1
0 2.00000 00000 00000
n =2
0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000
n =3
0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
0.00000 00000 00000 : 0.88888 88888 88889
n =4
0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
n =25
0.90617 98459 38664 0.23692 68350 56189
0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889



TABLA 3.2 Fdrmula para integracién numérica de tetraedros (ref. 24) .

No, Orden Fiqgqura Error Punto | Coordenadas Wi / Volumen
| Lineal R= 0O (h?) a /4,174 ,1/4,1/4 1
a a, B, B, B /4
b ,8, a , :8: :8 1 /4
Cuadrati = 3
2 uadratico R=0(h°) c B. B, a, B 1/ 4
@ =0,58541020
B =0.13819660 d B, B, B, I/74
a (/4 ,1/4 , /4, 1/4 - 4/5
b 1/3,1/6 ,1/6, 1/6 9/20
3 CdbiCO R=O(h4) c ‘/6,]/3,'/6,|/6 9/ 20
d I/76,1/6,1/3,1/6 9/20
e 1/6,1/6,1/6, 1/3 9/20

16T



TABLA 3.3 Fdrmula para integracidn numérica de triangulos . ( Ref. 24)
No. Orden Figura Error |Punto | Coordenada . Wf‘ / Area
| Lincal Rzo(hz) a- 1/3 ,{'|/3 , V/3 1
a /2 , 1/2 , 0 1/3
2 | Crudrdtico R=0(h>) b o, 1/2 , 1/2 1/3
c i/2 , 0 , 1/2 1/3
a (/3 , 1/3 , 1/3 - -27/48
b 06 , 02 , 02
3 Cubico R=0(h%) c 02 , 0.6 , 0.2 25/48
d 02 , 0.2 , 0.6
% 1/3 ‘233 , 11[/33 0.22500,00000
] . a .
i i |
Quintico c ,g,,' %,', B, | 01323941527
4 |2jz00597158717 - 6 d . L a
B =0.4701420641 R=0(h®) e a, B, B,
@ ,70.7974269853 f B,, a,, B, | 0.12593,91805
.70.1012865073 g B, B, a,

76T
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200
300

400

600
G500

TABLA 4.1 .SUbrpﬁnos para el algoritmo del

metodo de . Gauss - Crout

para arreglos cuadrados (Versién eficiente)

SUBROUTINE TGCCEV(AyN)
TRIANGULACION GAUSS-CROUT CUADRADO VE C
DIMENSION A(NyN)

YY=A(1y2)/A(1l,y1)

AL242)=A0252)—-A(Ly2)%YY

A(ly2)=YY

IF({N.EQ.2) GO TO 900

D0 600 J=3,4N , :

I1S=4-1 100
DO 200 I=2,1S

XX=04 200
KS=1-1

DO 100 K=1,XS

XX=XX+A (K31} ¥A (K4 ) 300
CONT INUE

AIsd)=A(T44)~-XX

CONT INUE

CONT INUE

XX=0e

DO 400 1=1,1S

YY = A(L,J)/7A(1,1)

XX=XX+YY*A(141) 400
AT J)=YY 500
CONT INUE

ACJydl=a0Jdy4)-XX

CONT INUE

CONTINUE

RETURN

END

a) A=U'DU

SUBROUTINE SGCCEV(A,B4N) .
SUSTITUCIGN GAUSS—CROUT( CUADRADO
DIMENSIUN AIN,N) 93(N) '
CO.200 1=2,4N

KS=1-1

XX=Qa

D0 100 K=1,4KS

XX=XX+AlKy1)}%B(K)

CONT INUE
BCI)=8(1)-XX
CONT INUE

DO 300 I=14N

B(I}=8(I)/A(T,1)
CONTINUE
NP=N+1
NM=N-1
DO 500 M=1,NM
=NP—-M
KS=[-1
DO 400 K=1,KS
BUK)=8(K)-A(K,I)*B(])

CONT INUE

CONT INUE

RETURN

END

b) u'y=b
DUx= Y

cCCT
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TABLA 4.2 Comparacién de la eficiencia de los métodos de so
Tucibn de los sistemas de ecuaciones algebraicas
Tineales (54 ecuaciones)

TIEMPO{s)/ PORCIENTO PARA

METODO ARREGLO/ | No.ELEM.| TRIANGULA- SUSTITU- TOTAL
MATRIZ DE A CION CION
(4.03)*
Gauss Cuadra- 4,47 0.21 4.68
do/general 96 4 100
2916
~1(2.98)8 (4.03)*
Crout - 4,47 0.21 4.68
96 4 100
. (2.72)*
Gauss-Crout| Cuadrado/ 2,95 0.21 3.16
V-5 ' simétrica 93 7 100
1485
+ (2.15)*
Cholesky 2.85 0.21 2.49
1431 92 8 100
2916 1210
Gauss-Crout (2.98)8 2.25 0.21 2.46
V-E 91 9 100
(2.49)*
Gauss-Crout| Banda/ 2.68 0.21 2.89
N -3 simétrica | 54x37 93 7 100
= {1.91)*
Cholesky 1998 2.01 0.21 2.22
91 9 100
‘ (2.04)8 (T807%
Gauss-Crout 1.98 0.21 2.19
V-E 90 10 - 100
(1.28)
Gauss-Crout| Silueta/ 1.30 0.18 1.48
V-S simétrica 88 12 100
(1.04)*
Cholesky 924 1.03 0.18 1.21
+ 85 5 100
o4
978 (1.00)*
" | Gauss-Crout 1,01 0.15 1.16
| V-E (1.00)8 87 13 100

* Relacibn de tiempos totales respecto al método mds eficiente

® Relaci6n de Tocalidades para guardar la matriz
al arreglo més eficiente

A respecto
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TABLA 4.3 Algoritmo del método beta de Newmark, para sistemas lineales

de veorios grados de libertod.

a)_Ca]cu]ar las siguientes constantes:

ag = Yat

a; = At - ag

a, = Bat

az = axat

a, = -%-At2 - a,
ag =1+ aga

ag =g+ p+ ag

b) Construir la matriz K*

K¥ =as M + agk

c) Triangularizar K*

Para cada paso de integracion:

d) Construir los vectores a, by r
a=Ug+a; Ug

b= Up+at Uy + a, Uy

rePy-aMa-khath

e) Calcular U; mediante la sustitucion hacia adelante y hacia atras en el
sistema de ecuaciones

Kk Uy = r

f) Calcular los vectores

Lsz.
I
|
+
&
(<

&
f
o
+
&
\<
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TABLA 5.1 PUNTOS NODALES PARA LOS ELEMENTOS FINITOS

Elemento Malla Figura 5.2 Malla Figura 5.5

finito No. 1 Pk ) ] j k J
1 4 2 1 3 7 6 1 2
2 6 4 3 5 8 7 2 3
3 8 6 5 7 9 8 3 4
4 10 8 7 9 10 9 4 5

TABLA 5.2 DIFERENCIA ENTRE LOS GRADOS DE LIBERTAD DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Elemento | Diferencia de numeracion para las mallas
finito No. Figura 5.2 - Figura 5.5
1 T 11
2 7 11
3 7 u
4 3 _ 9

TABLA 5.3 Componentes de desplazamiento de los
puntos nodales de la estructura (malloa Fig. 5.2)

seSPLAZAaalEnTdS M) DESLUOO0> A La LAKGA . L
PTO0xU0D H 2 R [ 2 U NT A& == v R T I L AL
1 lelbB31948E-03 —~142732890t-02
b o =1.1798821u-03 -~le2713412t-0/
3 141072884c—-03 -3.0b01009L-03
4 ~1el060DY62:-03 -83.N692837&-03
o Bedbl3667lL =04 —44,000374bE-03
o “03.8607102L-04 ~349990254E-03
{ 5. 1l088957c=J4 ~lall37624L-03
o -ha1b6926%0L=-04 ~1ell39299E=-03
9 e Ua
1u U Ue
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TABLA 5.4 Esfuerzos calculados para la estructura del ejemplo de aplicacidn

e

(4%

C Q0 L ¢ U 3 e

[ SR < AP L T

CIunUcnwAUAL ¥¥coFdenlUs (T/A%%¢) Reobe GLOBAL #%ESFUCRZIUY (T/7M%%2) kbFPRINCLPALFDIRLPPAL.

A1)

l.ou
/.00
Uetd
el
{eJ0
PIRVAV]
Deld
T e 4
LI B4
24J0
BIPRVAV]
e
late
AR B4
JeDC
1euU
1e20

1L

el
l.os

»

Y4} NURKMAL 3AA fuadAL SYr CORTAN SXY PPALMAX 31 PPALMIN Sc¢

e2U=De0lVU0b—=1li=1,u3vic+0l—343333crul Z2eoblobvul—-3.0079L+ul
ol 3 9.2407 0 l—-1e.44c¢+01l 1e9125%E~01 4.2408E+01l-1.1443E+01
ef9d 4409i0E*vuL BoLUYDEYUU~T.086TE*UL L.OQUuobE+UZ=494.5835E+01
el k4240 ctui—P¢1000c+UU—b.0358EY0UY .31l luEroi—=2.,467T7L+01L
el a~h s DALOLYIL~LCat U +0L 442006E+00U~¢eB823bE+J1~447307C+01
edU—3,scl4it—=tt £e330+00-343333E+01 3420 E+ULl—-3.2139E+U1l
o Lo 3370 tUe 3an44o0+v0Ll 2.348276+01 172530k +02—-7.1461E+00
ald Le32000%v0e CeLfiloevIl=1439495E+0U¢ Calor3btUul—DeF450E+01
Wdl~ted3licrvc~ce2l0ocrUh—1leau3d9ctue 1401l cb+ul—~-24304it+0c¢
ell-LedldluivUs=2eiB42ce+01L 1.2701E+01 1e4l9/ftul—L.6801E1t0¢
«eDVU celloib=1e=5a0looe=01=343333Ev01 3se3ua4c+ul—-3.3625:+01
ol W lLlYDUtUZ 4.2 09 r0L Lea420E+0¢ 3.90Z2250+02-3.7019E+U1
oY Cedl21LlE+Ud 4,430l v0L8-2,11i09EvU2 3.62320+12-4.5769L+01
eldl-coellYoctud—tanascerUl=241d87LrUd Y2029 E+ul-3.019ck+Uc
el l=lec2tlctud—4e¢m95920+0] 1.949426+02 3.9420E+ul—-3.031ab+02
eV 1e U9k ~1li leud53e—~01L—-3.3333c+01 3.34178¢01-3.32>0E+01
of J 341 0YUETUC 0044490l 2.1239E1tU2 9.39532E+02-6.1970E+01
ofd 341lI30E+Uc 64¢283E+01-240c¢028+402 49.9475E+02—-L.2165E+0/
e 1=34buYIL+UE~6.c109c+01-2,0206E702 Le2177E+U2-4.9475E+02
el Ll—341030LYUL—041iY00C+tUL 201235E102 6232498 +01—-443512E+0¢

CurTeMAaXeT (GRADOS)

3.3729E+01~4.00E+01
2.6925c+01 2.03E—-CL
7.3340+01-3.75E£+01
beo394c+01 3.80b+01
Fen754c+00—-130E+014
343356E+01 4.40c+01
Ba9722E+0L 2.70E+0i
l.4919c+02-3s40E+01

lo?OZ?C*OZ 3.4b6f01,

F41502£+01-2.63£+01
3.3335c+Ul—-%.40C+04
l.O)OBt*OZ ZonE*UL
2.24904E+02-3.3bE+01
el ?3c+02 3.30E+01
leo928c+02-2.93E+01
3¢3333c+01 4.449E+01
2.4365£+02 3.00£+01
3.0820E+02-3431t+01
3.08276+02 3.31E+01
248374E+02-3.,0uE+01

L9T
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8, FIGURAS



O3,
Plx),%,%9) 3]
O
N

(OX
0.

P T XAy T Xy Ayt Xp o + X3 A3

U URhgT UpkythUphy T lsAs

b ) Notacidén tradicional { sin indice )

a) Notacion indicial

Fig, 1.1 Sistemas de referencia cartesiano
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Zapata corrida Muro de retencidn

77
iy

N ¥ N N\ Y% N Y/ N\ N

Presa de tierra

Fig. 1.2 Ejemplos de problemas de estados planos
de deformacién .



AW A

vavi{X,y)

L

u=ulx,y)

Px,y)

Fig 1.3 Region para los estados planos



ZTX de—

t = espesor

e B R
AH

Fig. 1.4 Estado plano de esfuerzos. Placa delgada con cargas

en su plano,

u=ulr,z,8)
=v(r,z,8)
w=w(r,z,8)

Fig.1.5 Sistema de coordenadas cilindricas para sdélidos
axisimétricos .
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"O-rz-("erz ) v
-Opz (€oz)

Fig. L6 Componentes de los tensores de ezfuerzo y de deforma-
cion en una referencia cilindrica.



Fig. 2.1 ldealizacion de una regibn
bidimensional, (estado plano

de esfuerzos) mediante ele-
mentos finitos.

T Tso—

No. de elementos finitos
l No. de pr ' =~ nodales

Woou
N W
W

Fig.2.2 Elementos finitos para establecer
el equilibrio global de la estructura.

QT
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° -0

Unidimensional

[ ]

Trianqular Rectanqular

Cuadrildtero
Anillo triangular

Anillo cuadrildtero

Hexaedro regqular Hexaedro irregular

Fig. 3.1 Elementos finitos de varias formas.
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Fig. 3.2 Elementos cuadraticos .

Fig. 33 Elemento unidimensional con variacion
lineal y origen en un extremo.

Fig. 3.4 Elemento unidimensional con variacidn
lineal y origen en el centro.
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. v e . . . !
Fig. 3.5 Elemento unidimensional con variacion
cuadratica y origen en un extremo

PR S—
1 2 3

E:—] €=1
-¢ -‘—+—r€=x/h
Q !

Fig. 3.6 Elemento unidimensional con variacidn
cuadrdtica y origen en el centro .

i
R
=

—

|
1 2 3 n-1 n

e = X

| “1

!

1 ‘ 2 3 n -t n
- ) -

Fig. 3.7 Coordenadas en un elemento unidimensional

en el que se utilizo interpolacion lineal




Fig. 3.8
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— - X

i

1 2
)
X1 X2
, i

! 0, i
=~ ~]

1 2
Oumrrsess————————————————————————————(()

& o &
i ) |

£=-1 =0 &=
fo———h=0/p ——————f=——p E=x/h '
| ' ¢ !
= B

c) Variable normalizada con origen en el centro.

Aproximacion lineal en un elemento unidimensional
~Lagrangiano
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a) Variable no normalizada con origen en un
extremo .

€2-1
}._l . ——---h=Q,/é~————44-——: §=x/h——————‘.l;
| ] —

¢) Variable normalizada con origen .en el centro.

r‘

. : H . / H . H H
Fig. 3.9 Aproximacidn cuadrdtrica en un elemento unidimensional
Lagrangiano
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Fig. 3.10 Funciones de interpolacion de Hermite.

y ——xy . S

/\/\/\/\

—— e ——-x2 -..-x —_——— Y

/\/\/\/\/\

Fig. 3.11  Triangulo de Pascal .(Ref.24)



Vi

Xy {

7

Fig. 3.12 Elemento triangular lineal.

Fig. 3.13

2

3n
A a) Lineal
: .

Familia

b) Cuadratico

¢c) Cdbico

de elementos triangulares . (Ref.24)
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Fig. 3.14  Coordenadas de area.

A T T Nt .t ot cm = g

i —
' X

Fig. 3.15 Coordenadas normalizadas para un rectdngulo . (Ref.24)
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a) Lineal b) Cuadratico

[o] (]
[o] [o]
¢ ) Cubico

Fig. 3.18 Familia Lagrangiona de rectdngulos (Ref. 24)

n =41
')7
£=-1 L*E £=1
n=-1 )
a) Lineal b) Cuadratico
¢ ) Cubico d ) Cudrtico

Fig. 3.17 Familia Serendipity de rectdngulos.(Ref,24)
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|

X

Elemento tetraedro {ineal.

Fig. 3.18



¢) 20 nudos {cubico)

Fig. 319 Familia de tetraedros. ( Ref.24)

Fig. 3.20 Coordenadas de volumen. { Ref. 24 )




Fig. 3.22 Familia Serendipity de prismas rectangulares
( Ref. 24 )



Fig. 2.20 Coordenadas de volumen, ( Ref, 24 )




Fig. 3.22 Familia Serendipity de prismas rectangulares
( Ref. 24 )



Coordenadas locales

2

X
Coordengdas cartesianas

Fig. 3.23 Mapeos de elementos bidimensionales y tridimensionales
(Ref. 24 )



178

X=NiXi =1, ..., m
U=Nili i=l,...,n

Subparametrico

o Punto donde se define la coordenada (m)
0 Punto donde se define la funcidn (n)

Fig. 3.24 Transformacidn de coordenadas mediante funciones
de forma. ( Ref. 24 )
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T——
t

_— At

T —

' ( Tamaho de! paso )
Valores conocidos al inicio del paso : Uo, _Llo v Y :L]_o
Valores por conocer al final del paso @ U, LL v Y .LJ..1

en el

Fig 4.4 Variacién lineal de la aceleracion
intervalo de integracidn , At.
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n
o MATERIALES| Moatriz de coeficientes elasticos, D
o
')
5 1cid dal
Localizacién de los puntos nodales
a ° COORDENADAS ‘ .
" y ordenamiento de !as ecuaciones
:' ‘—
# ® Matriz de deformaciones, Qm
' O ©
¥
2 O : , . te)
© ELEMENTOS Motriz de rigideces, K
. :
- E
= o)
x § Matriz de esfuerzos E(
n
o
a. g Condiciones de frontera para des-
o plazamientos prescritos no nulos
>
< " ES. "._TURA Matriz de rigideces, K
o
= £
-
: 7’
< 5 Triongulacion de K
=
7
x
s § Vector de cargas P
(O
@
, .
: O - CARGAS Desplazamientos (sustitucion) U
o
-
o .g .
O Cdlculo de esfuerzos
a.
Flg. 4.5 Orgonizacidn esquemdtica simple de un programa
de computadora para el método del elemento finito
(ecuaciones de equilibrio estdtico)
> 4
. !
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P =100t
/
2 —_-
2 ;{Om U
Z A
o 1
; [ N -°-3m
) t ‘-N e
‘%__‘ 8.0m :
S
£ =2.0 x10%t/m? 9= 9.8 M/s?
Vv = 0.2 P = _p_!_- O 245 .t Sz 4 I
- . . m .
Pv= 2.4 t/md g v/
Fig 5.1 Estructura del ejemplo de aplicacion
10.0 t
Z] 0 1.40m !
| 3 —
® ©) @
L‘_ 20m . 20m 7'_ 2.0m Vr_ 2.0m —

Fig 5.2 Malla de elementos finitos
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L=, n=1. k(1,1)

6 T

i
£=- £
: 3
® . 1
S P T -
} o J—-
Xk X
a) Coordenadas globales b )} Coordenadas locales -
Fig‘ 5.3 Componentes del elemento finito tipo lineal
v | N
Pl
g = Vector aceleracion de
~ lo grovedad
S
X
Fig 5.4 Orientacion de las fuerzas de cuerpo

10.0 ¢t

j ® @ ® ® O] y

7 7 T 1

@ I El| [ @ R
4.l S —d J
@@ ® @ ©®©

Fig 5.5 Malla de la Fig 5.2 con numeracidn
de los puntos nodales diferentes
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F n
: ®: @ (6.0,1.0) (D z®1(8.0,1.0)
————— — e e e e e
: | o |,
! l x
_____ I S S |«

@:@(6.0,00) @z @)(8.0,0.0)

Fig 5.6 Elemento finito numero uno

.
n = +1

l l
} { Hy =Hp =1.0
| @@L _ 7=rostiss #:—‘_
| l
£=-1 { ! £=+1
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Fig. 5.8 Mallas con elementos finitos lineales
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Fig. 5.10- Distribucidn del componente normal Oxx (t/m2) calculado con elementos
finitos lineales.
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