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1 INTRODUCCION 

1. 1 GeneJtalldadu 

El método del elemento finito es un método aproximado para resolver ecuacio­

nes diferenciales de problemas de valores en la frontera o de valores en la 

frontera e iniciales, que se presentan en ingeniería y en la física matemát.:!_ 

ca. Esquemáticamente, la secuencia del método del elemento finito se puede 

resumir en los pasos siguientes: 

1) El medio continuo (dominio de las variables de las ecuaciones diferencia 

les) se divide en varias regiones, denominados elementos finitos, de for 

mas convenientes (líneas, triángulos, cuadriláteros, tetraedros, hexaedros, 

etc.). 

2) Mediante una selección apropiada de ciertos puntos de los elementos fin.:!_ 

tos, denominados puntos nodales, las variables de la ecuación diferencial 

se aproximan mediante una combinación lineal de funciones de interpola-

! 



-ción (conocidas), seleccionadas adecuadamente, y de los valores (deseo 

nocidos) de las variables, y en algunos casos de sus derivadas, especj_ 

ficados en los puntos nodales. 

3) Mediante el uso de los métodos variacionales o de los residuos pesados 

las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema, se transfonnan 

en ecuaciones del elemento finito que gobiernan, en fonna aislada, a todos 

los elementos finitos. 

4) los elementos finitos aislados se agrupan para fonnar un sistema global 

de ecuaciones diferenciales (en el problema de valores en la frontera e 

iniciales) o de ecuaciones algebraicas (en el problema de valores en la 

frontera), con sus propias condiciones de frontera o condiciones inicia 

les. 

5) los valores de las variables de las ecuaciones diferenciales quedan defi 

nidos al resolver los sistemas de ecuaciones correspondientes. 

El objetivo de este curso consiste en discutir, brevemente, los fundamentos 

del método del elemento finito y sus aplicaciones a la ingeniería estructural. 

Básicamente,se utilizan las ecuaciones de equilibrio de la teoría de la elas­

ticidad lineal. 

1. 2 Ecu.ac,ionu de e.quil.-ib.lÚo de la ~t;ocü.Mmlc.a. 

Para poder estudiar el comportamiento de las estructuras es necesario establ~ 

cer su modelación, ya sea experimental o matemática. la modelación que forma 

parte de este tema es la matemática y consiste en expresar, en un lenguaje 
' formal o matemático, las ~eyes que gobiernan el comportamiento. 
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Toda.estructura queda definida por los conceptos siguientes: 

1) Geometría 

2) Material 

3} Cargas 

Las leyes que gobiernan los conceptos anteriores son las leyes de la mecánl 

ca, y en especial las correspondientes a la mecánica del medio continuo. Las 

estructuras que se' estudian en este tema son las que se construyen con un ma 

terial sólido, elástico, lineal e isótropo. Las leyes que gobiernan a tales 

estructuras forman la base de la teoría de la elasticidad lineal y las ecu! 

ciones correspondientes a cualquier punto de la estructura, asociadas a un 

sis tema de referencia cartes fano (xi ó x, y, z de la Fig 1.1), resultan ser: 

• 1.2.l Principio de la conservación de la cantidad de movimiento en su forma 
local o primeras ecuaciones de Cauchy del movimiento 

a) En notación indicial 

donde: 

ªªfi F + p f1 = P ª1 
j 

(1.2.1) 

son los componentes del t~nsor de esfuerzos de Cauchy, simétri­
co, que en forma matricial se puede expresar como: 

ªu C112 C113 

( ª; j) = (1 = 
ª21 ª22 ª23 

= ~ (x1,t) (1.2.2) 

ª31 ª32 ª33 

t 
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son los componentes del vector fuerzas de cuerpo por unidad de 
masa cuya expresión es: 

= f = f {1.2.3) 
2 

f 
3 

ªi son los componentes del vector aceleración indicados como: 

= a tx., t) - , {1.2.4) 

El vector aceleración se puede expresar en función del vector 

de velocidades v , del vector de posici6n .e. (.e,= xi ;1) y 

del vector de desplazamientos, ~,como.se indica a continu-ª.. 

ción 

d.'{_ d2.e, d2
~ 

! = at = dt2 = dt2 

que en forma de sus componentes 

[ 

a2u 
a = ----1.. 
- 2 at 

u = 

2 a u
2 , 

at2 

= u (x.,t) - , 

, . 

(1.2.5} 

resulta ser 
T 

2 a u 
3 (1.2.6) rt2 

(1.2.7) 
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p = p (xi,t) es la densidad de masa por unidad de volumen. 

La letra T de la ec 1.2.6 indica transpuesta, ya que el vector a se · 

escribe como un vector renglón. 

b) En notación tradicional, las primeras ecuaciones de cauchy del movimi~to 
res u 1 tan ser: t 

,lt 

ªªxx ªªyx ªªzx --+ +-+pf •pa ax . ay az x x (1.2.8)1 

·,. 

•• 
ªª ªª ªª 
__N_+-D..+~+pfy•pay ax ay az (1.2.8)2 

ªªxz ªªyz ªªzz 
fz = P ªz (1.2.8)3 --+ +--+p -ax ay az 

donde los elementos del tensor a y los vectores f y a res u 1 tan ser: -

ªxx ªxy ªxz 

a = ªyx ªyy ªyz • .2,. {x,y,z,t} (1.2.9) 

ªzx ªzy ªzz 

fx 

f = fy = f {x,y,z,t} ( 1.2.10) 

fz 

a = 
' 

a2w ]T = ! {x,y,z,t} 
at2 

• 
(1.2.11) 



r 
6 

u 

u= v = .!!. (x,y,z,t) ( l. 2 .12) 

w 

1.2.2 Tensor de defonnaciones 

La métrica utilizada para medir el cambio geométrico del cuerpo resulta ser: 

a) en notación indicial 

( l. 2 .13) 

donde: 

e .. 
1J 

son los componentes del tensor de defonnaciones, simétrico, que 
en forma matricial se indica como: 

ell el2 el3 

[ªiJ] = e = e e e = ! (xi,t) ( l. 2 .14) 21 22 23 

e31 e32 e33 

En la primera fonna de la ec 1.2.13 se utiliza la convención de derivadas 

parciales mediante una coma. 

b) en notación tradicional 

e = !.!!. xx ax 

e = av 
YY ay 

( 1.2.15) 

( l. 2 .16) 
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1 

i 

7 

ezz 
_ aw 

(1.2.17) - az 

y = 2e = ~ + E.Y. (1,2.18) xy xy ay ax 

y = 2e = E.Y. + aw (1.2.19) yz yz az ay 

aw au ( l. 2. 20) Yzx = 2e = - + -zx ílx az 

exx exy exz 
• 1 

e = e . yx eyy eyz = !. (x,y,z,t) {1.2.21) 

ezx e ezz zy 

1.2.3 Ecuaciones constitutivas 

Las ecuaciones constitutivas del material sólido, elástico, lineal e isótropo 

están dadas por las ecuaciones de Hooke-Cauchy. conocida también como la Ley 

de Hooke generalizada. 

a) en notación indicial 

o bien 

donde: 

}. y JJ 

{ 1.2 .22) 

{ l. 2. 23) 

son las constantes elásticas de Lamé y ~kl es la delta de 
Kronecker, 
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Las constantes de Lamé están relacionadas con las constantes de laboratorio, 

denominadas módulos de Young o de elasticidad E y relación de Poisson v, me • 

diante las expresiones sisJientes: 

Ev 
A = 

--r-.:c 1,--+v-,-)-,-( 1=--.. -=--2 v.....-} (1.2.24) 

E 
µ = G = 2(l+v) (1.2.25) 

donde a 

G •' se le conoce con el nombre de módulo de rigidez al cortante. 

Con base en las ec~ 1.2.24 y 1.2,25, las ecs 1.2.22 y 1.2.23 se pueden eser.:!_ 

bir como: 

( l. 2. 26) 

(1.2.27) 

b) en notación tradicional 

Las ecs 1.2.26 y 1.2.27 se pueden escribir como 

( l. 2. 28) 

( l. 2. 29) 
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( 1.2. 30) 

1 E 
ªxy = 2(l+v} Yxy = G Yxy (1.2,31) 

( l. 2. 32) 

E y = G y ªzz = 2(1+v) zx zx (l.2.33) 

- 1 [ (oyy + ªzz) l e - -E a - v XX XX . . 

{ 1.2. 34) 

eyy = t [ ªyy - V (azz + ªxx) l ( l. 2. 35) 

e -- a -v - 1 [ zz E zz (axx + ªyyl ] ( 1.2. 36) 

y = 2(l+v) = l 
xy E ªxy G ªxy (l.2.37) 

y _ 2 ( lE+v ) _ 1 
yz - ªyz - G ªyz { 1.2. 38) 

y _ 2( ~+v) _ 1 
zx - ªzx - G ªzx ( 1.2. 39) 

Las ecs 1.2.28 a 1.2.33 se pueden agrupar en fonna matricial, según se indica 

a continuación: 
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0 xx 1-v \1 \1 o o o exx 

(Jyy \1 1-v. \1 o o o eyy 
E 

1-v o o o ezz ºzz = (l+v){l-2v) \1 \1 

ºxy o o o ~ 1-2v) o o y 
xy 

ºyz o o o o 1 o y í{ 1-2v) yz 

ºzx o o o o o ~ 1-2v) Yzx 

( 1.2.40) 

que en forma simbólica se puede escribir como 

o = D e (1.2.41) 

donde: 

o y e son los vectores de esfuerzos y de deformaciones, respectivamente, 
y 

D es la matriz de coeficienteselásticos, cuyas expresiones son: 

o exx XX 

ºyy eyy 

o = ºzz ( l. 2. 42) e = ezz ( l. 2. 43) 

ºxy Yxy 

ºyz Y yz 

0zx 'Yzx 
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1-v " " o o o 

" 1-v " o o o 

O - E 
- - {1 +v )( 1-2v } " " 1-v o o o ( l. 2. 44) 

o o o -}( 1-2v) o o 

o o o o 1 i{ 1-2v) o 

o o o ·o o 1 i{ 1-2v) 

• 1 

También las ecs 1.2.34 a 1.2.39,al agruparse en forma matricial,se pueden 

escribir de la siguiente fonna 

e= 0- 1 
C] ( l. 2. 45) 

1 -v -v o o o 

-v 1 -v o o o 

1 -v -v 1 o o o 
0-1 =---r- ( 1.2.46) 

o o o 2(1+v) o o 

o o o o 2(1+v) o 

o o o o o 2(1+v) 

1.2.4 Ecuaciones de campo 

Las ecuaciones de campo son las ecuaciones de movimiento o equilibrio dinám.!_ 

co (ecs 1.2.1 ó 1.2.8) expresadas en función de los componentes del vector 

desplazamiento. Se les conocen también con el nombre de ecuaciones de campo 

de Navier y son: 
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a) en notación indicial 

Estas ecuaciones se obtienen al sustituir las ecs 1.2.13 en las ecs 1.2.22 

y el resultado obtenido se sustituye en la ec 1.2.1¡- y resulta: 

(1.2.47) 

b) en notación vectorial 
·,, 

Con base en la defin1c16n del operador gradiente ! , las ecs 1.2.47 se pueden 

escribir cdmo: 

donde: 

v. el operador gradiente, queda definido por 

a a , a a 
V • 1., - • i - + .J. - + k -- ~ axk - ax ay - az 

e) en notación tradicional 

(1.2.48) 

( 1.2.49) 

.. 

En este caso, las ecuaciones de campo se pueden escribir directamente al inter 

pretar las ecs 1.2.47 o las ecs 1.2.48. Tano;én se pueden obtener al susti­

tuir las ecs 1.2.15 a 1.2.20 en las ecs 1.2.28 a 1.2.33; y el resultado obt!_ 

nido se sustituye en las ecs 1.2.8. Las ecuaciones resultantes se indican 

a continuación: 

6 (v2u + • 1 ...!. ( au + av + aw>] + pf • P a
2
u 

I=2v ax ax ay az x at2 ( 1.2.S0a) 
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G [ v2v + 1 ~ !l!. + ~ + aw) l + pf = P a2v 
1-2v ay ax ay az y at2 

( 1.2. 50b) 

G [ v2w + k -A-<~ + ~ + aw) 1· + pf = P a2w 
i-~v az ax ay 1z z at2 

( l. 2, 50c) 

donde: 

v2 es el operador de Laplace definido con 

. ' (1.2.51) 

1 . 3 Ec.ua.c.lonu de equilibJú.o pvc.a. vtVLla.6 geome.tlúa.6 

Las ecuaciones de equilibrio (ecs 1,2.47 ó 1,2.48 ó 1.2.50) son válidas para 

cualquier punto de cualquier estructura de fonna arbitraria, pero construidas 

con un material sólido, elástico, lineal e isótropo (estructuras modeladas 

con la teoría de la elasticidad lineal). De acuerdo con 1o indicado en el 

inciso 1.2, la geometría de la estructura influye sensiblemente en la fonna 

final de las ecuaciones de equilibrio. En este inciso, se bosquejan los mod! 

los estructurales de la elasticidad lineal para varias geometrfas adicionales 

a la geometría arbitraria (tridimensional), que se indicó en el inciso ante­

rior. 

1,3.1 Estados planos· 

En este modelo estructural, la geometría se puede considerar en un plano y 

el problema matemático es bidimensional, 
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1.3.1.1 Estado plano de deformaciones 

En la Fig 1.2 se muestran algunas estructuras que poseen las siguientes carac • 

terísticas: 

a) la geometría corresponde a un cuerpo alargado y prismático, de tal manera 

que ·para definirla basta especificar la sección correspondiente a un pl_! 

no perpendicular al eje-

b) las cargas que actúan a lo largo del eje son tales que basta con definir 

las, también, en un plano perpendicular al eje. 

De acuerdo con la~ características anteriores, la estructura queda definida en 

un plano (Fig 1.3) de espesor únitario; todas las variables que aparecen en 

las ecuaciones de equilibrio son independientes de la variable z (a lo lar­

go del eje),y el desplazamiento, w, en tal dirección es nulo, es decir: 

u= u (x,y,t) 

V = V (x,y, t) 

w = o 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

(1.3.3) 

A continuación se describe el efecto de las ecs 1.3.1 a 1.3.3 en las ecuacio 

nes de equilibrio de la estructura. 

a) tensor de deformaciones 

Al sustituir las ecs 1.3.1 a 1.3.3 en las ecs 1.2.15 a 1.2.20 se obtiene 

e = au 
xx ax 

e .= av 
YY ay 

(1.3.4) 

(1.3.5) 
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Y = 2 e = !!!. + av 
xy xy ay ax (1.3.6) 

e = Y = Y = O zz yz zx (1.3.7) 

b} ecuaciones constitutivas 

Al sustituir las ecs 1.3,4 a 1.3,7 en las ecs 1.2.28 a 1.2.33, y al ordenar 

el resultado en fonna matri€ial se obtiene: 

ªxx 1-v " o exx . ' 
E 1-v o e (1.3.8) ªyy = 

( l+v) (l-2v) " yy 

a . o o ½(1-2v) y xy· 
xy 

(1.3.9) 

La ec 1.3.8 se puede escribir en fonna simbólica como: 

a = D e ( 1.3.10) 

donde: 

ºxx 

C] = (1.3.11) e = (1.3.12) 

ºxy Yxy 
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1-v 'V o 

D = E 
1-v o (l+v)(l-2v) 

o o ~ 1-2v) 

c) ecuaciones de Cauchy del movimiento 

•• 

ªºxx ªº~v a2u -- + ~ + pf = p -
ax ay x at2 

d) ecuaciones de campo 

(1.3.13) 

(1.3.14) 

(1.3.15) 

Al sustituir las ecs 1.3.4 a 1.3.7 en la ec 1,3,8 y el resultado en las ecs 

1.3.14 y 1,3.15,se obtienen las ecuaciones s1gu1entes: 

2 2 
+ 1 G 4:-( fil!. + !'l) a2u G( !..Y_ + L.'!) + pf • p-

ax2 ay2 I=2v ax ax ay X at2 
( l. 3 .16) 

2 2 
+ 1 G beªº + av) a2v G(.Ll. + Ll) + pfy 1-2v ay ax ay • p-

ax 2 ay2 at2 
(1.3.17) 

1.3.1.2 Estado plano de esfuerzos 

Si las estructuras descritas en el estado plano de deformaciones, en vez de 

ser alargadas, so1• extraordinariamente delgadas (F1g l. 4) • se puede aseverar 

que los componente· del tensor esfuerzo, asociados a la d1recc16n del espesor, 

son nulos; es decit! 

ºz. = ºxz • ~yz = O ( l. 3 .18) 
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Al sustituir las ecs 1.3,18 en las ecs 1,2.34 a 1,2.39, y reordenarlas,se 

obtiene: 

·, . 

• Y = 2 e = 2{~+v) 
xy xy ªxy 

y = y = o yz zx 

{ l. 3 .19) 

{ l. 3.20) 

(1.3.21) 

(1.3.22) 

(1.3.23) 

A continuaci6n,se resumen las ecuaciones de equilibrio para los estados pla­

nos de esfuerzo. 

a) tensor de deformaciones 

Queda igual que las deformaciones planas (ecs 1,3,4 a 1.3.7), excepto que exi!_ 

te la deformación ezz dada por la ec 1,3.22 

b) ecuaciones constitutivas 

Al poner en forma matricial las ecs 1.3,19 a 1.3.21 se transforman en 

ªxx 1 V o exx 

ªyy 
= E 

I=vI" V 1 o eyy (1.3.24) 

ªxy o o ½< 1-v) y 
xy 
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La ec 1.3.24, en fonna simbólica, se puede escribir como se indica en la 

ec. 1.3.10; donde los vectores a y ! están dados por las ecs 1.3.11 y 

1.3.12 y la matriz D se indica a continuación: 

1 \) o 

E 1 o D =-- \) (l. 3.25} 
l-"2 

o o ½ti-\)} 

c) ecuaciones de Cauchy del movimiento 

Quedan iguales a las de las deformaciones planas. 

d} ecuaciones de campo 

G( ;lu + ,lu) + l+" G .i._ (ºu + av} + pf = P ;lu 
ax2 ay2 1-" ax ax ay x at2 

( 1.3.26} 

a2 a2 1 a2 v G(-Y. + _v} + .A~ (E.!!+~) + pf = p -
ax2 ay2 1-" ay ax ay y ax2 

(1.3.27) 

1,3,1.~ Relación entre los estados planos 

Se puede demostrar fácilmente que la ec 1.3,24 se transforma en la ec 1.3.13 

si se efectúa la sustitución indicada a continuación 

E E=-2 
1-" 

(1.3.28) 

( 1.3.29) 

Por tanto, se puede concluir que si se tiene resuelto el modelo matemático 

correspondiente al estado plano ~e esfuerzos, se puede tener también el corres 



19 

pondiente al estado plano de deformaciones. si el espesor se hace unita.tifo;y 

se efectúa la transformación indicada por las ecs 1.3.28 y 1.3.29. •• , 

1.3.2 Sólidos axisimétricos o de revolución 

Existen .e?tructuras cuya geometría queda definida mediante un cuerpo de rev.Q_ 

lución por lo que, existe simetría geomªtrica respecto al eje de revolución. 

Si también ex1$te simetría del material respecto al mismo eje de la simetría 
·, ' 

geométrica, entonces el sólido es axisimétrico y las variables de la teoría 
. ' 

de la elasticidad para tales cuerpos conviene expresarlas en un sistema de 

referencia cilíndrico, como el que se muestra en la Fig 1,5. 

1.3.2.1 Tensor de deformaciones 

Los componentes del tensor de deformaciones se muestran en la Fig 1,6 y en re 

-lación con el vector de desplazamientos, sus expresiones se indican a continua 

ción: 

e = ~ rr ar ( 1.3. 30) 

(1.3.31) 

e = !!_ + .!_ i:)W 
ee r rae ( l. 3. 32) 

Y =2e =~+~ rz rz az ar ( l. 3. 33) 

Y = 2 e = l ~ + aw ~ w . 
re re rae ar r (l. 3. 34) 

'Y = 2 e = .!. lY. + aw ze ze r ~e az ( 1.3. 35} 
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don~e: 

u= u (r,z,e), v = v (r,z,~) y w=w(r.z,a} son lG>s companentes del vector 

desplazamiento,.!!, en la dirección radial, r, axial, z, y tangencial,~, 

respectivamente. 

1.3.2.2 Ecuaciones constitutivas 

Los componentes del tensor esfuerzo asociado al sistema de referencia se mues 

tran en la_ Fig 1.6. La ecuación constitutiva está dada por la ec 1.2.41 en 

donde los vectores de esfuerzo y de deformaciones se indican a continuación: 

ªrr e rr 

ªzz e zz 

ªee ( l. 3. 36) e = 
eee 

(1.3.37) a = 

ªrz erz 

ªre ere 

ªze eze 

1.3.2.3 Ecuaciones de Cauchy del movimiento 

Las ecuaciones de Cauchy para la referencia cilíndrica resultan ser: 

( l. 3. 38) 

( l. 3. 39) 
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( l. 3. 40) 

1.3.2.4 Ecuaciones de campo 

Al sustituir las ecs 1.3.30 a 1,3.35 en la ecuación constitutiva, de fonna 

similar a la ec 1.2.41, el resultado se sustituye en las ecs 1.3.38 a 1.3.40, 

y se obtienen las ecuaciones de campo indicadas a continuación 

G 
...... 

{1.3.41) 

G 20-v).ª-_ {div u) + 1. 1...(12-Y. - aw) - 11... [r(-ª-!! - ~)] l-2v ai - r aa rae az r ar az ar 

(1.3.42) 

e J 20-vl ..!. l r-2v r 

(1.3.43} 

div u= e + e + e = l ~ (ru} + 2-Y. + l aw. - rr zz ee r ar • az r ae (l. 3. 44) 

1 • 
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1.3.2.5 Representación de las cargas arbitrarias mediante series de Fourier 

Al descomponer las cargas actuantes sobre el sólido axisimétrico, mediante 

series de Fourier, respecto a la variable tangencial, e, el problema tri­

dimensional se transforma en varios problemas bidimensionales en las varia 

bles radial, r, y axial, z. ~l namero de problemas bidimensionales corres­

ponde al nOmero d~ elementos utilizados en la serie de Fourier. 

1,3.2.6 Sólidos axisimétricos con carga axial 

Para cargas actuantes con simetria axial, Onicamente, existe un ténnino de la 

serie de Fourier, y los componentes del vector desplazamiento resultan ser 

u = u(r,z) (1.3.45) 

v = vlr,zl ( l. 3. 46) 

w = o (1.3.47) 

La influencia de las ecs 1.3,45 a 1.3,47 en las ecuaciones de equilibrio pa­

ra estas estructuras se resume a continuación: 

Al sustituir las ecs 1,3.45 a 1.3.47 en las ecs 1.3.30 a 1.3.35,se obtienen 

las expresiones siguientes: 

e _ au 
rr - ar ( l. 3. 48) 

ezz 
_ av 
-ai ( l. 3. 49) 

eee 
1 

= - u r 
(l. 3. 50} 
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(1.3.51) 

( l. 3. 52} 

b) ecuaciones constitutivas 

Las ecuaciones constitutivas (ec 1.2.40} se reducen a la expresión siguiente 

. ' 
ªrr 1-v V V o err 

ªzz V 1-v V o ezz 
= E 

( l. 3. 53} 
ªee {l+v) {1-2v) " V 1-v o eee 

o o o 1 
ªrz 2(1-2v} Yrz 

en donde los elementos de la ecuación constitutiva escrita en forma simb6lica 

(ec 1.2.41} resultan ser 

ªrr err 

ªzz ezz 
a = ( l. 3. 54} e = 

eee 
( l. 3. 55} 

ªee 
Yrz 

ªrz 
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1-\) \) \) o 

\) 1-\)_ \) o 

o = E (1.3.56) 
. ( 1 +" )( l-2") \) \) 1-\) o 

o o o 1 2(1-2\)) 

e) ecuacionas de Cauchy 

Las dos ecuaciones de Cauchy del movimiento que resultan se tndican a con­

tinuación: 

a a aa a2u 
___r:t. + ~ + l ( , + f ~ ~ a - ªee' p r = p -ºr ºz r rr at2 

(l. 3, 57) 

(1.3.58) 

d) ecuaciones de campo 

Al sustituir las ecs 1.3,45 a l.3,47 en las ecs 1,3,4j A 1,3,44 ~e obtienen 

las expresiones siguientes: 

G {
2 

(
1-"> _L (div u) + _L (~ - !Y.)} 

1-2" ar -. az az ar 

G { 2(l-") .L (div u) 
1-2" az -

1 a 
- -r [r(~ - av)J} + f = ar az ar P z 

av 
p 

at2 

(1.3.59) 

(1.3.60) 
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vu=­
r 

a ' } + 1:1 ir Lru az 

1,3.3 Otras geometrías 
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(1.3.61) 

E~isten v~rias geometrTas que se utilizan para modelar las estructuras como 

son barras, placas y cascaron.es, La determinación de las ecuaciones de equi­

librio resulta un poco más laboriosa q~e las geometrías discutidas, razón por 

la que no se.indicará en este resumen. 

1. 4 MUodo.6 a.pJtoximq.do.6 pall.o. .ta. Llofucl6n de. .e.cu, e.ci.utclonu de. e.qu.-lUbtúo 

Las ecuaciones de equilibrio resumidas en los incisos anteriores se pueden 

escribir, en forma matricial, como se indica a continuación 

A u = f en íl 

en r 

{1.4.1) 

{1.4.2) 

donde los componentes de las matrices~ y~ son operadores diferenciales, los 

componentes del vector.!:!_ son las funciones incógnitas del problema, y los com 

ponentes de los vectores f_y .9. son funciones conocidas. La ec 1.4.1 represen­

ta el equilibrio en cualquier punto interior de la estructura (regi6n íl), y 

la ec 1.4.2 las correspondientes condiciones de frontera (región r). 

Para fines de explicación, y por facilidad, las ecs 1.4.1 y 1.4.2, se conside 

ran como ecuaciones escalares, es decir, 

Au = f 

Bu= g 

en íl 

en r 

(1.4.3) 

{1.4.4) 
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1.4.1 Métodos de las funciones de prueba 

De los métodos aproximados existentes para resolver las ecs 1,4.1 y 1.4.2 

(1.4.3 y 1.4.4), los que utilizan soluciones mediante funciones de prueba 

son los que, en el campo numérico, se aplican con gran éxito, 

En estos métodos, la soluciOn buscada, u, es aproximada mediante la prueba, 

ü', de la siguienté 1 forma: 

(1.4.5) 

donde 'r son M funciones conocidas, linealmente independientes, que existen 

en la región íl + r; y los coeficientes Cr son par!metros desconocidos que 

se determinarán con algOn criterio. 

1.4.2 Métodos de los residuos pesados 

Para explicar estos métodos, la ec 1.4.3 se escribe como se indica a conti­

nuación: 

Au - f = O (1.4.6) 

Al sustituir en la ec 1.4.6 el valor aproximado de u(Ü}, dado por la ec 

1.4.5, se obtiene un error o residuo, E, da~o por 

{1.4.7) 

La selección de las funciones de pruebas, 'r' de la ec 1.4.5, se hace de tal 

manera que satisfagan las condiciones de frontera (en r} mientras que los 

coeficientes, Cr, de la soluciOn aproximada se cuantifican de tal manera que, 

el error, dado por la ec 1.4.7, sea m1nimo o pequeno en algOn contexto. 
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En fonna generalizada, una funci6n pesada de los residuos W f(E), es la que 

debe satisfacer el criterio de pequeñez, donde, W es la funci6n de peso y 

f(E) es la funci6n residual, tal que, f(E} = O, para E=O. El criterio de 

pequeñez para todos los métodos de los residuos se puede expresar como: 

(1.4.8} 

., . 

la condi ci ~n ·dada por la ec l. 4. 8 para operadores linea 1 es (que es e 1 caso 
. ' 

de la teor1a de la elasticidad lineal} conduce a un sistema de ecuaciones 

algebraicas lineales para todos los métodos que actualmente se usan (subdo­

minio, mfnimos cuadrados, Galerkin, etc.l 

1,4,3 Métodos de Galerkin 

El método de Galerkin, conocido también como de Bubnov-Galerkin, consiste en 

hacer que el error, E, sea ortogonal a las funciones de prueba, •r• en el 

dominio de la estructura (en n}, es decir, que las funciones de peso sean 

las funciones de prueba, como se indica a continuaci6n: 

f <I> E díl = o 
íl r 

1.4,4 Métodos variacionales 

(1.4. 9) 

En estos m~todos, se busca que la soluci6n de la ec 1,4,3 proporcione un 

valor extremal a la funcional, I(u), que es una integral de u y sus deriva­

das sobre el dominio de la estructura (n + r). 

Entonces, si se conoce la funcional, I(u}, los métodos variacionales se PUi 

den establecer de la siguiente forma: 
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I(ul = valor extremal 

B(u) = g 

(1.4.10) 

(1.4.11) 

en donde la ec. 1.4.11 establece las condiciones de frontera esenciales o 

_:principales. 

De acuerdo con las ecs 1.4.10 a 1.4.11, los mªtodos vartacionales utilizan 

la solución aproxl~ada dada por la ec 1.4,5 en donde las funciones de prueba, 

~r' satisfacen las condiciones de frontera esenciales (ec 1.4,11} y los coe­

ficientes, C, se determinan de tal manera que se satisfaga la ec 1.4.10. En r 
los métodos variacionales se puede utilizar, en vez de la funcional, una ecu_! 

ción variacional. Se puede afirmar que si el operador (A} del sistema por re­

solver es lineal, simétrico, positivo definido, el valor estacionario es un 

mínimo absoluto. 

1.4.5 Método de Rayleigh 

De todos los métodos variacionales (diferencias finitas, Kantorovich, Trefftz, 

etc.) el que actualmente tiene mayores aplicaciones es el mªtodo de Rayleigh, 

también conocido en el nombre de Ritz o Rayleigh-Ritz, 

Este mªtodo consiste en sustituir directamente la soluci6n aproximada dada 

por la ec 1.4,5, en 1a funcional I(Ü) y aplfcar la condici6n de extremo, en 

funci6n de los paráme~ros Cr' como se indica a continuaci6n: 

(1.4.12) 

fn caso de utilizarse la ecuacifin variacional, la ec, 1.4,5 se sustituye di­

rectamente en ella. 
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2. ELEMENTOS FINITOS DE UN MEDIO CONTINUO. ENFOQUE DE DESPLAZAMIENTOS 

En la fonnula:ción del m~todo del elemento finito los parámetros Cr, que 

aparecen en los métodos de las funcio.nes de prueba (inciso 1.4.1), se PU! 

den asociar a valores generalizados de la incógnita u (desplazamientos y 

sus derivadas) en los puntos nodales, o bien, a otros conceptos relaciona­

dos con tales valores (fuerzas o esfuerzos generalizados, o combinaciones 

entre desplazamientos y fuerzas generalizadas). En este resumen Onicamente 

se consideran como incógnitas los valores generalizados de u, y reci-

be el nombre de enfoque de desplazamientos . 

2. 1 Modelo d.l6 CJLU:.o Upo 

En el análisis de las estructuras esqueletales (_annaduras, marcos, etc.) se 

establecen las ecuaciones de equilibrio con base en las correspondientes 

ecuaciones de equilibrio de cada una de las barras que las forman. Lo mis-
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mo sucede con otros sistemas, no necesariamente estructurales, en donde se 

puede efectuar una discretización a p,úotu, 

En los medios continuos, generalmente, es muy difTcil asociarles, a primera 

vista, un modelo discreto para su representación racional y, por tanto, 

para establecer sus ecuaciones. La forma de realizarlo se indica a conti­

nuación, con ayuda de la Fig_ 2.1: 

a) el medio continuo se divide en un número finito de regiones, de formas 

apropia.das, mediante líneas o superficies, A estas regiones se les deno 

mina elementos finitos (de forma triangular en la Fig 2.1) 

b) los elementos finitos se supone que est§n interconectados en un número 

finito de puntos nodales, situados sobre las fronteras de los elementos 

(círculos pequeños en la Fig 2.1). Los desplazamientos de los puntos 

nodales son las incógnitas básicas del problema 

c) se define, en forma única, el campo de desplazamientos en cualquier pu!!_ 

to del elemento finito en función de los desplazamientos en los puntos 

nodales (interpolación) 

d) con el campo de desplazamientos conocido se pueden definir, también en 

forma única, los campos de qeformaciones (tensor de deformaciones), y 

de esfuerzos (tensor de esfuerzos) en función de los desplazamientos 

de los puntos nodales 

e) se determina el sistema de fuerzas concentradas, en los puntos nodales, 

que equilibre los esfuerzos en las fronteras y cualquier fuerza concen­

trada o distribuida que actOe en los puntos del elemento. Estas fuerzas 

equilibrantes tambi~n resultan en función de los desplazamientos en los 

/ 
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puntos nodales, y su relación conduce al concepto de matriz de rigideces. • 

2. 2 PJrl.n.c.lp.lo del. :t°Jr.a.ba.jo viJli:.ua.l en fu teo/Úa. de la. e.lo./2:Uchiad Une.al. 

Como se indicó en la solución aproxima.da de las ecuaciones de equilibrio con 

los métodos variacionales, se puede utilizar una ecuación variacional en vez 

de una funcional. En las ecuaciones de la elasticidad lineal, la ecuación va 

riacional está dada por el principio del trabajo virtual, del cual se obtie­

nen las ecuaciones de Cauchy del movimiento, y su expresión, en notación ini 

cial, resulta ser: 

(2.2.1) 

en donde, el símbolo, ó, indica la primera variación que opera sobre las ca!!. 

tidades que le preceden, ª(r!_)k' son los componentes de las cargas que por 

unidad de superficie actúan sobre la frontera del cuerpo y los elementos res­

tantes se definieron en el capítulo anterior. 

En notación matricial, la ec 2.2,1 se puede escribir como: 

J óeT crdíl + f óuT p !!_ díl = 1 ó .!!T f(n) dr 
n íl Tr ~ 

+ I pó ~T .f. díl 
íl . 

(2.2.2) 



32 

2. 3 Ec.u.a.ci.6n de equ.lUbJúo de lo.& elemento.& .i",úu:to-6 

A fin de ejemplificar el procedimiento para establecer las ecuaciones de 

equilibrio del modelo discreto ttpo de los medios continuos (elemento 

finito) se hace referencia a la Fig 2.1, que corresponde a un estado plano 

de esfuerzos. 

2.3.1 Definición de la geometría 

De acuerdo con el punto~) del inciso 2.1, en la Fig 2.1 se muestra la re­

gión de la estructura, la división en regiones triangulares y la definición 

de los puntos nodales. Desde luego que la geometría de los elementos finitos 

no es Onica, ni tampoco la definición de los puntos nodales. En el capítulo 

3 se presentan otras geometrías que se pueden utilizar en regiones bidimen­

sionales. 

2.3.2 Aproximación de la solución 

La formulación del elemento finito, a diferencia de los métodos de las funcio 

nes de prueba tradicionales, aproxima la solución en cada una de las regiones 

correspondientes a los elementos finitos. Entonces, la aproximación en la re­

gión global de la estructura es seccionalmente continua. Desde luego que esta 

aproximación debe proporcionar desplazamientos compatibles en las fronteras 

con los elementos vecinos. 

En la Fig 2.1 el elemento finito, e, representa a cualquier elemento en que 

se dividió la región. A ~l le corresponden los conceptos siguientes. 

Los componentes del vector desplazamientos asociados a cualquier punto del 

elemento son dos; u= u(x,y,t) paralelo al eje x y v = v(x,y,t) paralelo al 

eje y. La representaci6n vectorial resulta ser: 
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u = [ ~] = u (x , y, t ) {2.3.1) 

De acuer,dp con el punto (b) del inciso 2.1, los puntos nodales del elemento 

finito se etiquetan con las letras i, j, m, que pueden representar a cual­

quier dígito entero con los que se numeran los puntos nodales de la estruc-·,. 

tura. 
• 1 

Entonces, los vectores de desplazamiento de los puntos nodales son: 

{2.3.2) 

Con las ecs 2.3.2 se puede fonnar un solo vector denominado vector de des­

plazamientos nodales del elemento, según se indica a continuación. 

u. 
1 

u. -, 
ue 

Vi 

= u. = = ue {t) (2.3.3) -J u. 
J 

~ 
V. 
J 

um 

vm 

Con base en la ec· 2.3.2, la ec 1.4.5 para el elemento triangular de la Fig 

2.1 se puede escribir como: 
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(2.3.4) • 

~ ~ v = N. v.+ N. v.+ Nm vm = v(x, y, t) , , J J (2.3.5) 

donde fas funciones Ni = Ni (x,y), Nj = Nj(x,y) y Nm = Nm(x,y) reciben el 

nombre de funciones de forma. En el capítulo 3 se presentan las expresiones 

correspondientes a varias geometrías de elementos finitos. 

Las ecs 2.3.4 y 2.3.5 se pueden escribir en forma matricial como se indica a 

continuaci 6n 

eJ [
N. o = , 
o N. , 

~ 
u = [ N., N., N ] 

-, -J -m-

N. 

o 
J 

u. -, 
u. 
-J 

o Nm :J u. , 
(2.3.6) 

N. o vi J 

u. 
J 

v. 
J 

u m 

vm 

(2.3.7) 
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donde 

(2.3.8) 

N = LN-~ N., N J -1 -J -m (2.3.9) 

2.3.3 Compdrientes del tensor de deformaciones 

Al sustituir las ecs l. 3. 4 a l. 3.6 en la ec 1.3.12 se obtiene 

Í~ a o [:] exx 
ax ax 

e = eyy = av = o a = L u (2.3.10) ay ay 

Yxy au +~ a a 
ay ax ay ax 

en donde se utilizó la ec 2.3.1, y la matriz de operadores,.!:., de acuerdo 

con la ec 2.3.10 resulta ser 

a o ax 
L = o a 

ay 
(2.3.11) 

a a 
ay ax 

Al sustituir la ec 2.3.7 en la ec 2.3.10 resulta ser 

(2.3.12) 
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donde, la matriz de deformaciones, _ª-1 es: 

B = l N {2.3.13) 

Al sustit~ir las ecs 2.3.9 y 2.3.11 en la ec 2.3.13, se obtiene la forma ex­

plícita ·de la matriz _ª- para el elemento considerado 

aN. 3- aNm , 
o o o ax • 1 ax ax 

aN. aN. aNm 
B = o , o ..:_i o {2.3.14) ay ay ay 

aN. aN1 aNj aN. aNm aNm 1 _J 
ay ~ ay ax ay ax 

2.3.4 Ecuación constitutiva 

De acuerdo con la ec 1.3.22, la ecuación constitutiva para un material libre 

de esfuerzos y deformaciones iniéiales se escribe como: 

a = D e (2.3.15) 

Si se considera que el material está sometido a esfuerzos iniciales, Q.o y a 

deformaciones iniciales,~, la ecuación 2.3.15 se modifica como se indica a 

continuación 

{2.3.16) 
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2.3.5 Equilibrio dinámico 

La expresión del principio del trabajo virtual, dada por la ec 2.2.2, es 

válida para la región completa de la estructura. Cuando se aplica a la re 

gión de un elemento finito (íle + re}, su expresión resulta ser: 

fíle óeT cr díl +fe ó~T p!!_ díl =o/e ó~T cr(n} dr 
n r -

(2.3.17) 

en donde los elementos del integrando deben referirse al elemento finito; 

y de acuerdo con los desarrollos anteriores se cuantifican a continuación, 

al tomar en cuenta que la variación se deben considerar únicamente en el 

vector de desplazamientos nodales, ue. 

(2.3.18) 

(2.3.19) 

(2.3.20) 

Al sustituir las ecs 2.3.18 a 2.3.20 en la ec 2.3.17, y al recordar que los 

componentes del vector de desplazamientos nodales son independientes de las 

variables espaciales (salen fuera de los integrandos} se obtiene la expresión 

siguiente: 
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{2.3.21) 

Para que la ec 2.3.21 sea válida para cualquier variación del vector de des­

plazamientos nodales {o~eT), se debe cumplir que 

{2.3.22) 

donde, la matriz de masas, t!_e, del elemento e, está dado por 

{2.3.23) 

i: y~ son los vectores de fuerzas del elemento debido a las fuerzas de su­

perficie y de cuerpo, respectivamente, que actúan sobre el elemento, es decir 

e f T fs = e !! o (n) dt 
r -

Al sustituir la ec 2.3,16 en la integral de la ec 2.3.22 se obtiene 

Ío• BT .!!. díl = Jíle !T ]1_ ~ díl - Jíle !T J1. e0 díl + Ín• flT .!!.• díl 

= J BT De díl - fe + fe 
íle - - - ..:....eo .:..O-o 

{2.3.24) 

(2.3.25) 

(2.3.26) 
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donde fe y fe son los vectores de fuerzas del elemento debidas a la defor-
-eo --O-o 

mación inicial, eo, y al esfuerzo inic~al, ªº' respectivamente, en el elemen 

to finito, y resultan ser 

(2.3.27) 

e f T f = B 0 0 díl 
--O-o íle - -

(2.3.28) 

Al sustituir la ec 2.3.12 en la ec 2.3.26 resulta 

(2.3.29) 

donde la matriz de rigideces ~e, del elemento finito, e, resulta ser: 

(2.3.30) 

Al sustituir la ec 2.3.29 en la ec 2.3.22 se obtiene 

(2.3.31) 

donde el vector de fuerzas externas, fe, del elemento, e, se indica a conti­

nuaci6n 

(2.3.32) 
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2.3.6 Equilibrio estático 

Cuando las fuerzas que actúan sobre el elemento son independientes del tiempo 

(cargas estáticas), se debe cumplir la relac16n siguiente 

(2.3.33) 

Al sustituir la ec 2.3.33 en la ec 2.3.31 se obtiene la ecuaci6n de equili-
·, . 

brio estático del elemento finito, que resulta ser: 

(2.3.34) 

2.3.7 Propiedades de las matrices de rigideces y de masas 

Al calcular la transpuesta de la matriz de rigideces (ec 2.3.301 se obtiene 

(2.3.35} 

Al observar las diversas formas de ecuaciones constitutivas para las geome­

trías consideradas se concluye que la matriz de coeficientes elásticos es 

simétrica, es decir 

(2.3.36) 

además, se debe ~umplir que 

{2.3.37} 

Al sustituir las ecs 2.3.36 y 2,3.37 en la ec 2.3.35 y considerar además la 

ec 2.3.30, resulta que: 
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. 
{Ke)T = Jíle ~T Q ~ díl = Ke {2. 3. 38) · 

De la ec 2.3.38 se concluye que la matriz de rigideces de los elementos 

finitos, para los medios continuos de la elasticidad lineal, es sim~trica. 

Al calcular la transpuesta de la matriz de masas (ec 2.3.23) se obtiene 

f 
T e 

= rl P !!_ !! díl = M {2.3.39) 

De la ec 2.3.39 se concluye que la matriz de masas de los elementos finitos, 

para los medios continuos de la elasticidad lineal, es simétrica. 

2.3.8 Matriz de masas concentradas (diagonal) 

La· matriz de masas del elemento finito, dado por la ec 2.3.23, se le denomina 

matriz de masas consistente, ya que es la que resulta en fonna natural en el 

proceso de discretización en el mªtodo del elemento finito. La matriz de ma­

sas consistente generalmente no es diagonal. 

Sin embargo, por conveniencias num!ricas, se utiliza con mucha frecuencia el 

uso de matrices diagonales fonnadas de tal manera que las masas asociadas a 

los puntos se consideren concentradas. El proceso de concentraci6n no es 

Onico y se han utilizado los que a continuación se enumeran: 

a) concentración de masas mediante conceptos ffsicos, por ejemplo, el de 

!reas o volOmenes tributarios 

b) concentración mediante nuevas funciones de fonna definidas de tal manera 
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que se anulen los términos fuera de la diagonal de la matriz de masas 

consistente 

c) concentración mediante el escalamiento de los elementos de la diagonal 

principal de la matriz de masas consistente, de tal manera que se preser 

ve la masa total del elemento 

d) concentración mediante la integración numérica de la matriz de masas con-

sistente,_ al seleccionar a los puntos nodales como puntos de muestreo 

El procedimiento del inciso d conduce a coeficientes negativos de la matriz 

de masas diagonal. Jndependientemente del procedimiento seguido, la matriz 

de masas concentrada o diagonal resulta ser la forma mostrada a continuación 

(para el elemento triangular) 

M. , o o o o o 

o M. , o o o o 

o o M. o o o 
Me= 

J 
(2.3.40) 

o o o M. 
J 

o o 

o o o o Mm o 

o o o o o M m 

donde Mi, Mj, Mm son los valores de las masas concentradas en los puntos no-

dales respectivos 

2. 4 Ecua.c.lón de. e.qu..i.Ub!Llo de,! me.ello c.ontúu.1.0 global 

Si una estructura está en equilibrio, cualquier parte de ella también lo 

está; la inversa, también es cierta. Entonces, si se tiene garantizado el 
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equilibrio de todos los elementos finitos en que se discretiz6 el medio con­

tinuo, se puede establecer el equilibrio del medio continuo global. 

2.4.1 Ensamble de las ecuaciones 

A fin de llevar a cabo, sistematicamente, el establecimiento de las ecuacio­

nes de equilibrio del medio continuo global, se procede a numerar, en forma 

secuencial, los elementos finitos y los puntos nodales que resultan de la 

definici6n de la geometrTa segOn el inciso 2.3.1 (ver Fig 2.2} 

De acuerdo con lo aseverado en el inciso 2.3, el equilibrio de la estructura 

mostrada en la Fig ~.2 se puede establecer, al utilizar la ec 2.3.31, como 

se indica a continuaci6n 

(2.4.1)1 

M(2} u(2) + K(2) u(2) = f(2) (2.4.1)2 - -

(2.4.1}3 

En las ecuaciones anteriores, el número indicado en los paréntesis correspon­

de al número del elemento. En forma condensada, las ecs 2.4.1 se pueden es­

cribir como 

(2.4.2) 

Las ecs 2.4.1 6 2.4~2 se pueden reordenar, de acuerdo con las observaciones 

indicadas a continuaci6n. 

En la Fig 2.2 se puede observar que los desplazamientos del punto nodal 12, 
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(u12 y v12 ), así como sus segundas derivadas respecto al tiempo, 

(U 12 y V12 ),aparecen en las correspondientes ecuaciones de equilibrio de los 

elementos finitos indicados con los números, 11, 12, 13, 18, 19, 20 y 21. 

La observación anterior conduce a aseverar que el número de ecuaciones en 

que se pueden agrupar las ecuaciones 2.4.1 6 2.4.2 es igual al número de pun­

tos nodales multiplicado por el número de grados de libertad asociado a cada 

punto nodal. Entonces, las ecuaciones de equilibrio ordenadas se pueden escri 

bir como 

MÜ+KU=P (2.4.3) 

donde las matrices M" y K, se conocen con los nombres de matrices de masas y - -
de rigideces de la estructura, y el vector f, es el vector de cargas de la 

estructura. El ordenamiento de las matrices y vector anteriores se expresa, 

simb61icamente, a continuación 

33 ff=¿ !i(e) 
e=l 

33- K(e) 
K = I 

e=l 

33 
P = I f.(e) = P(t) 

e=l 

(2.4.4) 

(2,4.5} 

(2.4.6} 

El vector,~' de la ecuación de equilibrio de la estrLlctura (ec 2,4.3}, es 

el vector de desplazamientos de la estructura y se construye con los vectores 

desplazamiento de cada punto nodal según se indica en la ec 2.4.7. El vector 

de aceleraciones de la estructura, !J., representa las segundas derivadas res-
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pecto al tiempo del vector U. 

ul 

Ul vl 

u = Qz' 
u2 

= Q(t) (2. 4. 7) = 
V2 

El procedimiento sistematizado para llevar a cabo las ecs 2.4.4 a 2.4.6 es 

igual al que se utiliza en las estructuras esqueletales. 

2.4.2 Condiciones de frontera 

Las ecuaciones de movimiento de la estructura (ecs 2.4.3) deben satisfacer 

valores prescritos de algunos componentes del vector U. tales valores cono­

cidos definen las condiciones de frontera. 

En la Fig 2.2, del ejemplo seguido, los valores de los desplazamientos de 

los puntos nodales 2,9 y 25 son nulos. Esto se indica a continuaci6n como 

u = o -2 -

u = o 
~ -

(2.4.8)1 

(2.4.8)2 

(2.4.8)3 

Al hacer que las ecuaciones de movimiento (ec 2.4.3) satisfagan las condi­

ciones de frontera, indicadas por las ecs 2.4,8, se obtienen las ecuaciones 
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siguientes: 

MU+KU=P (2.4.9} 

en la ec 2.4.9 se puede observar que las condiciones de frontera (ecs 2.4.8) 

inciden en las matrices de masas ff y de rigideces K y en el vector de car­

gas P, que se transforman en !i, .!$_ y f., respectivamente. 

La forma sistemática de introducir las condiciones de frontera en las ecua-

ciones de movimiento es igual a como se hace en las estructuras esqueletales. 

2.4.3 Matriz de amortiguamiento 

Aunque el modelo matemático de los sólidos, elásticos lineales no considera 

efectos disipativos, al utilizarse en la modelaci6n de las estructuras reales 

se le adiciona a la ecuación de equilibrio dinámico de la estructura 

(ec 2.4.9) un t~nnino correspondiente a las fuerzas disipativas del tipo vis­

coso lineal, y se .transforma en: 

.. 
MU+CU+KU=P (2.4.10) 

• donde U es el vector de velocidades de la estructura, primera derivada res-

pecto al tiempo de!!, y~ es la matriz de amortiguamientos de la estructura, 

generalmente cuantificada con el criterio de.Rayleigh, mediante la ecuación 

siguiente 

(2.4.11} 

a yµ son coeficientes que se determinan experimentalmente 
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2.4.4 Condiciones iniciales 

Para poder integrar las ecuaciones de equilibrio dinámico (ec 2.4.10) se 

requiere especificar el origen del movimiento, a partir del cual se desea 

cuantificar. Este origen del movimiento se conoce con el nombre de condici.2_ 

nes iniciales y queda establecido al especificar los vectores de desplaza­

miento Uo y de velocidad~ en el origen del movimiento (en el tiempo, t=o), 

es decir 

u = u 
t=o -o 

(2.4.12) 

. 
u 

t=o 
= o 

-o 
(2. 4.13 }_ 

2.4.5 Equilibrio estático 

El equilibrio est§tico de las estructuras es un caso particular del movimien~ 

to. y es aquel en que el vector de cargas f. y el vector desplazamientos!!_ son 

independientes del tiempo. Al imponer esta condición a las ecuaciones de equi 

librio dinámico (ec 2.4.10), se transforman en las ecuaciones siguientes 

K U = P (2.4.14) 

2.4.6 Solución de las ecuaciones de equilibrio 

Las ecuaciones de equilibrio estático (ec 2.4.14) resultan ser un sistema de 

ecuaciones algebraicas, lineales,simétricas no homogéneas. Su solución se ob­

tiene según los métodos descritos en el capitulo 4. Con el vector de despla­

zamientos de la estructura conocido, (Q), se calculan cada uno de los vecto-
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res de desplazamientos nodales de los elementos finitos (~e) y se procede a 

cuantificar para cada elemento, en los puntos deseados, los siguientes con­

ceptos: 

a) los componentes del tensor de deformaciones, mediante las ecs 2.3.12 y 

2.3.14 

b} los componentes~del tensor esfuerzo, mediante la ec 2.3.16 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico (ec 2.4.10) es un sistema de ecuaciones 

diferenciales ordinarias, de segundo orden, lineales, no homogéneas, acopla­

das,cuya solución se indica en el capítulo 4. Conocidos los vectores de des-.. 
plazamientos (!:!_}, de velocidades (~) y de aceleraciones (!:!_) se procede como 

en el caso del problema estático a cuantificar los valores de los componen­

tes de los tensores de esfuerzos y de deformaciones durante el movimiento. 
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3. FUNCIONES DE INTERPOLACION DE ELEMENTOS FINITOS 

3. 1 Ge.neJtali.da.du 

En capítulos anteriores se indi~ó que las ecuaciones del elemento finito se 

obtienen mediante los métodos variacionales (Rayleigh-Ritz) o de los residuos 

pesados {Galerkin). Sin embargo, existen algunas diferencias básicas en re­

lación con el método del elemento finito ya que se caracteriza por: 

1) La representación funcional global de una variable consiste de un ensam 

ble de representaciones funcionales locales, Las integrales globales 

sobre el dominio de la estructura, n , se establecen en función de un ensam 

ble de integrales sobre dominios locales, ne , de elementos finitos dis­

juntos. 

2) Si se utiliza el método de Rayleigh-Ritz, el principio variacional global 

se construye como un ensamble de los principios variacionales aplicados 

a cada elemento finito. 



3) .Si se utiliza el método de Galerkin, las funciones de interpolación del 

elemento finito actúan como funciones de peso en la integral de Galerkin. • 

En general, el paso más crucial en el método del elemento finito consiste en 

la selección de funciones de interpolación adecuadas. Deben satisfacer cier 

tos criterios para que se logre la convergencia de la solución aproximada a 

la solución exacta de la ecuación diferencial en cuestión. 

La interpolación en elementos finitos se caracteriza por la forma del elemen 

to y el orden de aproximación. En general, la selección de un elemento fini 

to de pende de: 

a) la geometría del dominio global 

b) el grado de aproximaci6n deseado en la solución 

c) la faci 1 i dad de integración sobre el dominio del elemento. 

El dominio global donde se deseanintegrar las ecuaciones diferenciales puede 

ser unidimensional, bidimensional o tridimensional. En la Fig. 3.1 se indi­

can las geometrías de algunos elementos finitos correspondientes a los domi­

nios globales indicados. 

En general, las funciones de interpolación son polinomios de varios grados; 

pero también se pueden utilizar productos de polinomios con funciones expon­

ciales o trigonométricas. Si se utilizan polinomios lineales, únicamente 

se requieren los puntos nodales de las esquinas de los elementos finitos 

(Fig. 3.l);mientras que si se desean polinomios cuadráticos,se deben adici~ 

nar puntos nodales comprendidos en las fronteras de los elementos (Fig. 3.2). 

Desde luego que se pueden utilizar aproximaciones con polinomios de orden 

superior, pero se necesitan adicionar puntos nodales. 
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3. 2. Elemento A Ll.YLldúne.n6ionalu 

Se presentan . varios elementos que dependen básicamente del polinomio utj_ 

lizado para la interpolación. 

3.2.1 Elementos convencionales 

La expansión polin6mica de la variable unidimensional, u=u(x),se puede indi­

car como: 

u= a + a.xi o , i = 1,2, ... , n (3.2.1) 
. ' 

3.2.1.1 Interpolación lineal 

En este caso, la ec 3.1.1 resulta ser 

u = a + a x 
O 1 

(3.2.2) 

para poder expresar el valor de u, en funci6n de los valores en los puntos n,Q_ 

dales (Fig. 3.3) se necesita valuar la ec 3.2.2 en tales puntos, como se indi 

ca a continuación 

(3.2.3) 

(3.2.4) 
X = l 

Al sustituir la ec 3.·2.2 en la ec 3.2.3 se obtiene 

(3.2.5) 

Al sustituir la ec 3.2.2 en la ec 3.2.4 resulta 

u = a + a l 
2 O l (3.2.6) 

1 

l _.,; 
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De ·las ecs 3.2.5 y 3.2.6 se obtienen 

a = u 
O l 

(3.2.7) 

ª1 = l (u - u ) l 2 l 
(3.2.8) 

Al sustituir las ecs 3.2.7 y 3.2,8 en la ec 3.2.2 resulta 

i = 1,2 (3.2.9) 

donde: . ' 
se denominan funciones de interpolación y sus expresiones son: 

N - 1 X 
1 - - I 

N - X 
2 - I 

3.2.1.2 Interpolación lineal normalizada 

(3.2.10) 

(3.2.11) 

Si el sistema de referencia se selecciona como se indica en la Fig. 3.4, se 

define una nueva variable adimensional como se indica a continuación 

(3.2.12) 

donde: 

h =½.e. y, de acuerdo con la ec 3.2.12, se puede indicar el siguiente com 

portamiento de la variable t: 

t = o 

t =-1 

t = 1 

en el centro del elemento 

en el punto nodal 1 

en el punto nodal 2 

(3.2.13)1 

(3.2.13)2 

(3.2.13)3 

• 
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Con-base en la variable t . la ec 3.2.1 se pue~e escribir como: 

u• a + a ti o 1 (3.2.14) 

y para el caso lineal se reduce a 

u = a + a t 
O l (3.2.15} 

en donde las condiciones de· frontera dadas por las ecs 3.2.3 y 3.2.4 se indi 

can a continuaci6n: 

u = u 
l (3.2.16) 

t = -1 

u = u 
2 (3.2.17) 

t = 1 

Al seguir la secuencia indicada en el inciso anterior, las constantes a
0 

y a
1 

de la ec 3.2.15, al utilizar las ecs 3.2.16 y 3.1.17, resultan ser: 

y la ec 3.2.15 se puede escribir como 

en donde las funciones de interpolación, Ni ,resultan ser: 

(3.2.18} 

(3.2.19) 

(3.2.20} 

(3.2.21) 

(3.2.22) 
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3.2.1.3 Interpolaci6n cuadrática 

En este caso, la ec 3.1.1 toma la forma siguiente: 

u= a +ax+ a x2 
O 1 2 (3.2.23} 

y para poder cuantificar las tres constantes, a
0

, a
1 

y a2,se requiere conocer 

el valor de u en otro punto adicional a los extremos, como se indica en la 

Fig. 3.5, en donde el punto adicional se seleccionará en el centro del elemen 

to. 

De acuerdo con la Fig. 3.5, las condiciones de frontera resultan ser 

u 

u 

u 

= u 
1 

X = 0 

= u 
l 2 

x=2 

= u 3 
X = l 

(3.2.24}1 

(3.2.24}2 

{3.2.24}3 

..,. 
Al hacer que la ec 3.2.23 satisfaga las condiciones establecidi~ en las ecs 

3.2.24 se obtienen las ecuaciones siguientes 

u = a {3.2.25}1 
1 o 

u2 =a +2lla 
O 1 

+ .!. l2 
4 ª2 {3.2.25)2 

u
3

=a
0

+la
1 

+ l2 ª2 (3.2.25}3 

El sistema de ecuaciones anterior {ecs 3.2.25} se puede escribir en forma ma­

tricial como se indica a continuación 
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1 o o ªo Ul 

1 l l l t2 a = u2 2 4 l 

1 l l2 
ª2 u3 

Y su solución resulta ser 

y la ec 3.2.23 se puede escribir como 

o bien 

i = 1,2,3 

X X 2 
N

1 
= 1 - 3 (z) + 2 C¿) 

N2 = 4 (1) ( 1 - z) 

N3 .= (f) [-1 + 2 (f)] 

3.2.1,4 Interpolación cuadrática normalizada 

(3.2.26) 

(3.2.27)1 

(3.2.27)2 

(3.2.27)3 

(3.2.29) 

(3.2.30) 

(3.2.31) 

(3.2.32) 

Si el sistema de referencia se selecciona con la variable normalizada indica­

da en el inciso 3.2.1.2, segOn se muestra en la Fig. 3.6, la ec 3.2.23 se pu!_ 

de escribir como: 

I • 



56 

u= a + a t ·+ a t 2 
O 1 2 

(3.2.33) 

Con las condiciones de frontera dadas a continuación 

u = u 
1 

(3.2.34)1 
t=-1 

u = u 
2 

(3.2.34)2 
t=O 

u = u 
3 

(3.2.34)3 
t=l 

Al seguir el proceaimiento utilizado para cuantificar los coeficientes a
0

, 

a
1 

y a
2

, la ec 3.2.33 se puede escribir como 

donde 

u= N. u. , , 

N = 1 - t2 
2 

3.2.1.5 Interpolación en coordenadas naturales 

(3.2.35) 

(3.2.36} 

(3.2.37} 

(3.2.38} 

Si las funciones de interpolación se obtienen en función de variables espa­

ciales adimensionales- o normalizadas, entonces al sistema normalizado se le 

denomina sistema coordenado natural. 

Como puede observarse, en los incisos 3.2.1. l. a 3.2. 1.4 se han logrado expr!_ 

sar y las funciones de interpolación en términos de variables adimensionales 
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(que pueden ser x/l o bien t=x/h) .y en ambos casos se puede definir sist!_ 

mas coordenados naturales, pero con orfgenes diferentes. 

3.2.2 Elementos con polinomios de Lagrange 

A fin de evitar la solución de ecuaciones que se presentan en la detennina­

ción de los coeficientes del polinomio de interpolación utilizado en el inci_ 

so 3.2.1. se puede utilizar el criterio de la interpolación lagrangiana, ex­

presada como 

•• u= l. u. = N. u. , , , . , (3.2.39) 

en donde i.1 rep~senta a las funciones de interpolación de Lagrange, cuyas 

expresiones son: 

(x-x1) ••• (x-xi_ 1)(x-xi+l) .•. (x - xn) 
= {x1-x11 .. (x1-li_ 1)(xi-xi+l) ..• {x1-xn) 

{3.2.40) 

en donde con el símbolo ~ se indica el producto de los binomios x-xj y 

xi-xj sobre el rango de j . 

En esta interpolación, la longitud del elemento se divide en segmentos de 

igual tamaño por los n puntos nodales, donde n=m+l y m es el orden de 

aproximación. 

Si la ec 3.2.40 se expresa en función de la· variable adimensional t=x/.t • 

se puede escribir como: 

(3.2.41) 

En la Fig. 3.7 se muestra esquemáticamente la división ·de la región del ele­

mento para las ecs 3.2.40 y 3.2,41. A continuacidn,se ejemplifica el uso de J 
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la interpolación de Lagrange para diversos órdenes de aproximación. 

3.2.2.1 Interpolaci6n lineal 

En este caso,el orden m=l y el número de puntos n=2 , según se indica en 

la Fig. 3.8. La interpolación de Lagrange, para diversas referencias, se in 

dica a ~ontinuación. 

a) Variable no normalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.8a 
..... ~ . 

= ¿2 
X•X x-.t N 2 X = = o:z= 1 - l ·,' 1 1 x1-x2 

(3.2.42) 

2 x-x X-0 X 
N2 

1 = l¡. = = l-0 = 1 x2-x1 
(3.2.43) 

b) Variable normalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.8b 

= l2 
t-t t-1 

Nl 
2 

1 - t = t;: - ~ 1 tl-;2 0-1 (3.2.44) 

= t..2 
t-t _ t-0 _ 

N2 
1 = - 1-0 - t 2 ;2- tl 

(3.2.45) 

c) Variable normalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.8c 

l2 t-t t-1 1 (1 ) Nl = l = = (-1)-1 = 2 -t 1 tl-t2 
( 3. 2. 46 )1 

l2 t-t 
_ t-~-1~ _ 1 (l ) N 1 = = - 1- -1 - 2 •e 2 2 t .. , 

2 1 

{ 3. 2. 46) 2, 

3.2.2.2 Interpolación cuadrática 

El orden m=2 y el número de puntos n=3 , se indican en la Fig. 3.9 Y las 

expresiones para sus correspondientes variables se indican a continuación. 



a) . Variable no nonnalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.9a 
1 

3 
(x-x2)(x-x3) (x2 ){x-.e.) x x 2 

N - l - ......--.......---. - - = 1-3 0 + 2 (ir) 
1 - 1 - (x 1-x2 }(x 1- x3)- (Q4){0-.t.) ,(.. .(. 

2 (x-xl· )(x-x2) ~x O~~ º/2) ~ x ~ N = o : -r---~~ - ·X-.(.. - (X) 2 1 
3 -~3 (x -x )(x -x) = l-0 l- /2) - l l -

3 1 3 2 

• l 

b) Variable nonnalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.9b 

e) Variable nonnalizada, referencia mostrada en la Fig. 3.9c 

(3.2.47) 

(3.2.48) 

(3.2.49) 

(3.2.50) • 

(3.2.51) 

Las expresiones son iguales a lo~ primeros ténninos de las correspondientes 

ecs 3.2.50 a 3.2.52, pero el valor de las coordenadas en los puntos nodales 

.cambian, y se indica a continuación 

N _ 3 _ (~-0)(~-1) _ 1 ( ) 
1 - ll - (-1-0)(-1-1) - f ~ ~-l ( 3. 2. 53) 

3 []-(-l)]f]-U _ l 2 
N2 = l2 = ----- - - t 

[Q-{-1)] [Q-U 
{3.2.54) 

1 
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[t-(-1) ][t - O] l 
N ,_ .t.3 

= ------- = 2 ,(t + 1) 
3 3 

[ 1-(-1) ] [ 1 - O] 
(3.2.55). 

Como era de esperarse, las ecs 3.2.42 a 3.2.52 coinciden con sus casos corres 

pondientes a las ecuaciones obtenidas en el inciso 3.2.1. 

3.2.3 Elementos con polinomios de Hermite 

En las interpolaciones donde se desea,además de la continuidad de la función, 

la continuidad de las derivadas de la misma, es recomendable el uso de las 
• 1 

funciones de interpolación de Hermite. 

A fin de ejempliffcar el uso de la interpolac1on de Hermite,se describe el 

caso del elemento finito con dos puntos nodales y primeras derivadas conti­

nuas, en función de la variable normalizada, ~ = x/l 

(3.2.56) 

que puede escribirse como 

u(r) = N. u ., 1 i i = 1,2,3,4 (3.2.57) 

donde: 

O l 
hi y hi son polinomios de Hermite, {Fig. 3.10) cuyas expresiones son: 

N = hº = 1 .. 3 r2 + 2 r3 1· l ., ., (3.2.58) 

N2 = hº = 2 3 t 2 - 2 t 3 (3.2.59) 

1 
2 ,2 N = h = ' - + t3 

3 1 
(3.2.60) 

1 
N = h2 = t3 .. t2 

4 
(3.2.61) 
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Ul = u = uº (3.2.62) 
l 

s=O 

u2 = u = uº (3.·2.63) 2 
~=1 

au 1 
u = Ul 3 a; (3.2.64) 

~=O 
",t ~ 

au 1 
u'+ = = u2 . ~ a~ (3.2.65) 

~=1 

. 
Desde luego que se puede considerar continuidad en derivadas de orden. supe-

rior pero se requerirán polinomios de Hermite, también, de orden superior. 

3. 3 Element.o¿¡ b.úümen.61.onalu 

Como se indica en la Fig, 3.1, las geometrías de los elementos finitos bidi­

'flleflsionales más usados son el triangulo, el rectángulo y el cuadrilátero ge­

neral. En este inciso se bosquejan las funciones de interpolación asocia­

-das al triángulo y al rectangulo con lados lineales. En el inciso 3.5, se 

considera la posibilidad de extender estos conceptos a geometrías planas más 

complejas(cuadriláteros generales con lados curvos). 

En la expansión polinómica de los elementos 'finitos se busca el máximb orden 

ael polinomio completo correspondiente a un nQmero mínimo de grados de liber 

tad {puntos nodales). Para determinar el nQmero de términos que se presen­

tan en un polinomio de dos variables, es conveniente utilizar el triángulo de 

Pascal, mostrado en la Fig. 3.11, 
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3.3.·l Elemento triangular lineal en coordenadas cartesianas 

La representación polin6mica más simple de la función u= u (x,y) es la li­

neal (ver Fig. 3.12) y su expresión es 

U = a + a X + a y 
1 2 3 

(3.2.1) 

las condiciones de frontera correspondiente en los puntos nodales resultan 

ser 

u .· : - u • .. - i t 

x=x. 
y=y~ , 

u 

x=x. 
y=y~ 

J 

= u. u 
J 

x=x 
y=ym 

m 

= u 
m 

Al hacer que la ec 3.3.1 satisfaga las ecs 3.3.2 se obtiene 

u = 
2
1• J(a .+b .x+c .y)u .+(a .+b .x+c .y)u .+(a +b x+c v)u] 
u l 1 1 , , J J J J m m nr 1 

donde 

a. 
1 

=x.y -x y. J m m J 

b. , = y. 
1 - Ym = Yjm 

c. , = X .. X. 
m J = X . mJ 

(3.3.2) 

{3.3.3) 

(3.3A) 

{3.3.5) 

(3.3.6) 

y los coeficientes a., a , b., b , c. y c se obtienen mediante permutación 
J m J m J m 

cfclica de los sub,ndices en las ecs 3.3.4 a 3.3.6. 

1 x. Y· 1 1 

·A = 1 xj yj = 2 A1. 
Jm 

(3.3.7) 

1 xm Ym 
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el· área del triángulo ijm ~e indica con Aijm , 

La ec 3.3.3 se puede escribir como 

. que en forma matricial resulta ser 

donde: 

u = N u 

u. 
1 

u = u. 
J 

u 
m (3xl) 

y las funciones de forma 

k = 1, 2, 3 

3.3.2 Elementos triangulares en coordenadas naturales 

(3.3.8) 

(3.3.9) 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

{3.3.13) 

Como el número de términos que aparecen en un polinomio completo determina el 

-número de puntos nodales requeridos, con base en el triángulo de Pascal, en 

la Fig. 3.13 se muestran los puntos nodales requeridos para los polinomios de 

interpolación lineal, cuadrática y cQbica del elemento triangular. 

En lÜgar de· procedet como en el inciso 3,3,1, se utiliza el concepto de coorde 

nadas naturales que conduce a las coordenadas de &rea, L1 , L2 y L
3 

(Fig. 3.14), 
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cuya relación con las coordenadas cartesianas est4 dada por 

donde la ec 3.3.16 establece que las coordenadas de área Li son linealmen 

te dependientes. 

Otra forma alternativa de definir las coordenadas de área se indican a conti 

nuación (ver Fig. 3.14) 

(3.3.17) 

(3.3.18.) 

(3.3.19) 

Las funciones de forma Ni para los elementos triangulares de la Fig. 3.14 

resultan ser: 

3.3.2.1 Interpolación lineal 

Serequieren únicamente los 3 puntos nodales sobre los virtices 

N. = L. , , 

3.3.2.2 Interpolación cuadrática 

1 = 1,2,3 (3.3.20} 

Se requieren 3 puntos nodales sobre los vértices y 3 puntos nodales sobre los 

lados. 
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a) .Para los puntos en los vértices 

N. = (2 L. -l)L. , , , i=l,2,3 (3.3.21) 

b) Para 1 os puntos sobre los lados, localizados al centro 

NI.+ = 4L 1 L2 (3.3.22)1 

Ns = 4L2 L3 (3.3.22)2 

NG = 4L L 3 l 
(3.3.22)3 

3.3.2.3 Interpolación cúbica 

Se requieren 3 puntos noda1es sobre los vértices, 6 puntos nodales sobre los 

lados y un punto nodal interior alineado cor os nuntos nrrlíl~Ps de 1o~ ·~ ~-

a) Para los puntos en los vértices 

i=l,2,3 (3.3.23) 

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al tercio 

N4 
9 

= 2 L1 L2 ("3L 1 -1) (3.3.24)1 

Ns 
9 

= 2 Ll L2 (3L2 -1) (3.3.24)2 

NG 
9 

L3 (3L
2 

-1) = - L 2 2 (3.3.24)3 

o 
(3L 3 -1) N7 = f L2 L3 (3.3.24)4 

Na 
9 

= 2 L3 Ll (3L 3 -1) (3.3.24)5 
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(3.3.24)6 

c) Para el punto interior 

(3.3.25) 

3.3.3 Referencias para elementos rectangulares 

Para esta geometría es conveniente usar coordenadas normalizadas y la forma 
·,. 

de seleccionarlas se indica en la Fig. 3.15. 
,•·· . 

Debido a la geometría del rectángulo, las funciones de forma se pueden generar, 

sistemáticamente,.mediante productos de polinomios en las dos coordenadas. 

3.3.4 Familia lagrangiana para elerrentos rectangulares 

Si las funciones de interpolación se construyen con los polinomios de Lagrange 

(ec 3.2.41), se pueden escribir como 

donde: 

m l­
J 

tn 
k 

N { ) = om. ( i:: ) on ( n) i t,n ~J ~ ~k (3.3.26) 

es la función de interpolación para cualquier punto nodal i 

corresponde al polinomio de Lagrange para la variable t que pasa 
por m puntos nodales j , localizados en líneas definidas media!!_ 
ten= constante y 

es el polinomio de Lagrange para la variable n que pasa por n pu!!_ 
tos noda1es k , loé~lizados mediante -~=constante. 

En la Fig. 3.16 se muestran los puntos nodales requeridos para algunos miem­

bros de la familia de Lagrange. El uso de estas funciones está muy limitado, 

tanto por el número de puntos nodales requeridos como por el número de térmi­

nos parásitos que resultan en los polinomios, N .. , 
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3.3~5 Familia Serendipity para elementos rectangulares 

Las funciones de interpolación de esta familia se obtuvieron, originalmente, 

por inspección;y por esta razón, Zienkiewicz les asignó el nombre de Serendipity, 

en similitud con la princesa de Serendip de la novela de Horace Walpole, fa­

mosa por sus descubrimientos casuales. 

Esta familia se originó por :la conveniencia de que las funciones de interpol! 

ción dependan de -~untos nodales localizados sobre los lados del elemento, 

como puede:. _verse en la Fig. 3.17. Es necesario aseverar que las funciones 

generadas por los puntos localizados sobre los lados, generan polinomios co~ 

pletos hasta el grido tres; para aproximaciones cuartas o más, es necesario 

adicionar nodos interiores. 

Las funciones de forma para varias aproximaciones se indican a continuación: 

3.3.5.1 Interpolación lineal 

Se requieren únicamente los 4 puntos nodales sobre las esquinas 

i=l,2,3,4 (3.3.27} 

3.3.5.2 Interpolación cuadrática 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas y 4 puntos nodales sobre los 

lados. 

a} Para puntos sobre las esquinas 

(3.3.28) 
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b) Para los puntos sobre los lados, localizados al centro 

3.3.5.3 Interpolación cúbica 

para ;, = o 
l 

para n. = O , 

i=5,7 

i=6,8 

(3.3.29) 

(3.3.30) 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas y 8 puntos nodales sobre los 
·,¡ • • 

lados. 
. ' 

a) Para puntos sobre las esquinas 

(3.3.31) 

b) Para los puntos sobre los lados, localizados al tercio 

N; = i2{1+; ;i)(l-n2 )(1+9n n;) para ;i=±l y ni=±:t i=7,8,11,12 

(3.3.32) 

N1 = i2{1+n ni)(l-~2 )(1+9t ~i) para ni=±l y ~i=±j i=S,6,9,10 

(3.3.33) 

3. 4 Elemen-t:o~ :tJLi.dúne.ru, .lon.alu 

Al igual que en el inciso 3.4, se bosqueja~ las funciones de interpolación 

para las geometrías simples formadas con superficies planas ya que en el inc.:!_ 

so 3. 5 se extienden estas funci 1Jnes a geometrías más genera 1 es, como e 1 hexae 

dro. 
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3.4.1 Elemento tetraedro lineal en coordenadas cartesianas 

La función tridimensional u=u(x·,y,z) se puede representar en forma de polin.Q_ 

mios lineales como se indica a continuación 

(3.4.1) 

Las condiciones de frontera,.correspondientes a los puntos nodales (ver Fig. 

3 .18), resultan ser 

. u = u. u = u. u = u u = up 1 J m 
x=x. 

1 
x=x. 

J 
x=x m x=x p (3.4.2) 

y=y i. y=y. 
J 

y=y m y=y 
' p 

z=z. 
1 

z=z. 
J 

z=z m z=z p 

Al hacer que la ec 3.4.1 satisfaga las ecs 3.4.2 resulta: 

donde: 

v .. 
. lJmp 

N
1
. = a

1
. + b.x +e.y+ d.z , 1 , 

N. =a.+ b.x +e.y+ d.z 
J J J J J 

N = a + b x + e v + dmz m m m rrr 

N = a + b x + c_y + dpz p p p ¡.r 

es el volumen del tetraedro formado con los puntos nodales 
i,j,m y p , y se cuantifica mediante 



1 

V - 1 
1 

ijmp - o 
1 

1 

y los coeficientes ai ,bi ,c1 y di 
. ,. c,on: . ., .. 

. ' 

ª; = 

c. = , 

x. 
J 

xm 

xp 

1 

1 

1 

xj 

xm 

xp 

y. 
J 

Ym 

Yp 

y. 
J 

1 

1 

1 
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x. 
1 Y; z; 

X. y. z. 
J J J {3.4.4) 

xm Ym zm 

xp Yp zp 

se cuantifican como se indica a continua-

z. 
J 

z (3.4.5) m 

zp 

z. 
J 

z 
m (3.4.6) 

z. 
J 

zm (3.4.7) 

zp 
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xj yj 1 

d1 = xm y 1 (3.4.8) 
m 

xp Yp 1 

Las otras constantes (aj,bj_,cj,dj'ªm'bm,cm,dm'ªp'bp,cp y dp) se definen ente­

ramente en forma similar a las correspondientes constantes ai,bi,ci y d1, 
...... 

mediante un intercambio cíclico de los subíndices en el orden p,i,j,m, con 

la convenci'ón establecida en la Fig. 3.18. 

La ec 3.4.3 se puepe escribir, con las notaciones indicial y matricial, como 

se indica a continuación: 

u= Nk uk k. = i, j, m, p (3.4.9) 

u=~~ (3.4.10) 

donde: 

IiN = [ Ni N. N 
N~ ( lx4) 

J m 
(3.4.11) 

u i 

~ = u . 
J 

(3.4.12) 

um 

up 
(4xl) 

y las funciones de forma, Nk 

Nk = (ak + bkx + cky + dkz}/6 Vijmp k = i,j,m,p (3.4.13) 

_J 
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3~4.2 Elementos tetraedros en coordenadas naturales 

De manera similar al elemento triangular bidimensional, el número de puntos 

nodales requeridos para definir polinomios completos, así como el tetraedro 

de Pascal, se muestra en la Fig. 3,19. 

Las coordenadas naturales del tetraedro se denominan coordenadas de volumen, 

L.; i=l,2,3,4, cuya relación- con las coordenadas cartesianas resulta ser , 
(Fig. 3.20) . 

• • 
Ll + L X + L3 x3 + L4 x4 (3.4.14) X = Xl 2 2 

y = Ll Y1 + L2 Y2 + L3 Y3 + Li+ Y4 (3.4.15) 

z = Ll zl + L2 z2 + L3 z + L z (3.4.16) 3 4 4 

1 = Ll + L2 + L3 + Li+ (3.4.17) 

La forma alternativa para definir las coordenadas de volumen se indica a con­

tinuación (Fig. 3.20) 

Ll = V p2 3 / V 12 3 i+ (3.4.18) 

L2 = Vpl3/Vl234 (3.4.19) 

L3 = Vp12/V1231+ (3.4.20) 

L4 = V /V (3.4.21) Pl23 1234 

Las funciones de forma N; , para los elementos tetraedros de la Fig. 3.19,se 

indican a continuación: 
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3~.4.2.1 Interpolaci6n lineal 

Se requieren únicamente los 4 puntos nodales sobre los vértices. 

N. = L. , , 

3.4.2.2. _Interpolación cuadrática 

i = 1, 2, 3, 4 (3.4.22) 

Se requieren 4 puntos nodales sobre los vértices y 6 puntos nodales sobre las 

aristas, que en este caso se suponen localizadas al centro. 

a) Para lo~' puntos en los vértices 

k = 1, 2, 3, 4 (3.4.23) 

b) Para los puntos del centro de las aristas 

N
5 

= 4 L L 
1 2 (3.4.24) 

(3.4.25) 

3.4.2.3 Interpolación cúbica 

Se requieren 4 puntos nodales sobre las esquinas, 12 puntos nodales sobre las 

aristas localizadas a los tercios y 4 puntos nodales sobre las caras, alinea­

dos con los puntos nodales de las aristas. 

a) Para los puntos en los vértices 

1 N. = -2 (3 L. - 1)(3 L. - 2)L. 1 , , , i = 1, 2, 3, 4 (3.4.26) 
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b) ·Para los puntos sobre las aristas 

Ns 
9 

Ll L2 {3 Ll 1) (3.4.27} = 2 

N 9 L L (3 L 1) (3.4.28) 6 = 2 1 2 2 

c) Para. l_OS · puntos sobre las caras 
.. !, 

N17 = 27 L l L2 L3 (3.4.29) 

N = 27 L L2 L4 {3.4.30) 18 l 

3.4.3 Familia lagrangiana para prismas rectangulares 

Las funciones de interpolación, Ni , se construyen directamente con el produ_f 

to de tres polinomios de Lagrange, como se indica a continuación: 

(3.4.31} 

donde: ~,n y ¡; son las variables normalizadas y m,n y p son las subdi 

visiones a lo largo de cada arista (ver Fig. 3.21). Al igual que en los ele­

mentos bidimensionales, la aplicación práctica de estos elementos es casi nula 

por su ineficiencia. 
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3.4.4 Familia Serendipity para prismas rectangulares 

Se obtiene con razonamientos enteramente similares a los usados en los elemen 

tos bidimensionales. En la Fig. 3.22 se muestran los puntos nodales asocia­

dos a los elementos cuyas funciones de interpolación se indica_n a continuación: 

3.4.4.l • Interpolación lineal 

Se requieren únicamente 8 puntos nodales sobre las esquinas. 

3.4.4.2 Interpolatión cuadrática 

Se requieren 8 puntos nodales sobre las esquinas y 16 puntos nodales sobre 

las aristas que se seleccionaron en los puntos medios. 

a) Para los puntos sobre las esquinas 

Ni= ~1 + t ti){l + n n1){1 + t ti){t ti+ n n1 + t ti - 2) i=l,2,3, ... ,8 

{3.4.33) 

b) Para los puntos sobre las aristas 

-V- t• = ±1 , 

i =9 , 10 , 11, 12 

{3.4.34) 

l _____ ___í 
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3.4 .. 4.3 Interpolaci6n cúbica 

Se requieren 8 puntos nodales sobre las esquinas y 24 puntos nodales sobre las 

aristas que se localizaron a los tercios. 

a) Para puntos sobre las esquinas 

b) Para los punto's sobre las aristas 

..J,J- n = + 1 • ; - ' 

3.4.5 Elementos anillos axisimétricos 

r;. = ± 1 
1 

(3.4.35) 

(3.4.36) 

Si la geometría del cuerpo es la de un sólido de revolución o axisimétrico 

(ver Fig. 1.5), la configuración tridimensional se puede reducir a una bidi­

mensional debido a la posibilidad de eliminar la variable angular. Entonces, 

se pueden utilizar los elementos finitos del inciso 3.3, pero con las v.aria~ 

bles asociadas a los ejes radial y axial. 

3. 5 Elemento¿¡ .l60'fXllWJYIUJúC.0.6 

Para que cualquier geometría, relativamente compleja, se pueda representar 

con un nQmero pequeño de elementos, se necesitan elementos finitos con fonnas 

más complejas que las descritas en los incisos 3.2 a 3.4. En este inciso se 

tratan geometrías distorsionadas (lados y superficies curvas) de los elemen­

tos de fonna simple que conduzcan a geometrfas arbitrarias, según se puede 
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observar en la Fig. 3.23, en donde los puntos asociados a las regiones regul2_ 

res mapean a puntos de las regiones irregulares. En este mapeo, la referencia• 

original del elemento se transforma en una referencia curvilínea. Si el mapeo 

es uno a uno, se puede establecer una correspondencia entre las coordenadas 

cartesianas y las curvilfneas de la .forma siguiente (caso tridimensional). 

X ~ X Ll 

<. 

f bien f L2 (3.5.1) y n o y = 

. ' z z L3 

L4 

Una vez establecida la relación dada por la ec 3.5.1, las funciones de forma 

se pueden especificar en las coordenadas locales y, mediante una serie de 

transfonnaciones, determinar los elementos correspondientes a una referencia 

arbitraria. 

3.5.1 Transformación de coordenadas mediante funciones de forma 

Si Ni = Ni(~,n,,) son las funciones de forma del elemento en las coordenadas 

locales (no deformadas), se puede escribir la relación siguiente: 

(3.5.2) 
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Y - N'y + + N'v ~ N'.y. 
• - 1 1 • • • nrm 1 1 = N' 'l. (3.5.3) 

z = N'z + + N'z = N!z. 
11 ··• mm 11 = N' z (3.5.4} 

donde: 

x, y, z son las coordenadas en la referencia cartesiana de cualquier punto 
localizado en el elemento defonnado, y 

xi,yi,zi son las correspondientes coordenadas cartesianas de los m pun­
tos seleccionados apropiadamente sobre la frontera del elemento. 

{ i = 1,m) 

Para asegurar la continuidad entre las fronteras de los elementos mapeados, 

basta con asegurar que las funciones de forma, N1 , garanticen la continui 

dad de los elementos en la configuración no defonnada. 

La representación de la variable de campo, función u, definida en la región 

del elemento y en t~rminos de las coordenadas curvilíneas (t,n.~) y las fun-

ciones de forma, resol ta ser: 

••• = N u (3.5.5) 
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donde: 

U ,·=1,n i, 
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son los valores de la variable u, en los n puntos nodales del 
elemento. 

Para asegurar la continuidad de la función u (ec 3,5.5), basta con asegurar 

que las ~unciones de forma N1(~,n,~) utilizadas, garanticen la continuidad 

de u en las coordenadas del elemento no deformado. 

Los puntos nodales, n utilizados para definir la interpolación de la funci6n 

u(ec 3.5~·5) _pueden estar o no relacionados con los m puntos empleados para . ' 
definir la geometría del elemento (ecs 3,5.2 a 3.5.4). En la Fig. 3.24 se 

muestran las relacjones que se pueden presentar para un elemento plano (cua 

drilátero con lados curvos) en donde las funciones de forma N1, 1=1,8, para 

definir la geometría del elemento (ecs 3.5.2 a 3.5.4) son cuadráticas; mie! 

tras que las funciones de forma N1 , para definir la función u (ec 3.5.5) 

pueden ser lineal (i=l,4), cuadr4tica (i=l,8) o cúbica (i=l,12). 

Se llaman elementos isoparamétricos cuando se utilizan los mismos puntos para 

definir a la geometría y a la funci6n (n=m) y, por tanto, las funciones de 

forma son las mismas, es decir 

i=l, ... ,n (3.5.6) 

En la actual i.dad son los elementos de uso m4s general izado. 

Se llaman elementos subparam~tricos cuando n>m y elementos superparam~tri­

cos cuando n<m. 



80 

3.5.2 Derivadas de las funciones de forma 

Considérese el sistema de referencia local t,n.~ y su correspondiente sis­

tema de referencia global x,y,z; las derivadas parciales de las funciones 

de forma N; , respecto a las variables locales, por la regla de la cadena, 

se pued~~ expresar como: 

(3.5.7) 

(3.5.8) 

(3.5.9) 

Las ecs 3.5.7 a 3.5.9 se pueden expresar en forma matricial, según se indica 

a continuaci6n: 

aNi ax ~ az aN. aNi , 
af" a~ a~ at ax ax 

aN. ax ~ az aN. aN. , , 
= J 

, 
(3.5.10) an = an ar, ay ay an 

aN. ax ay az aNi aN. , , 
af ~ ar ~ az az 

donde: 

J denominada matriz jacobiana, se puede cuantificar explícitarrente con 
base en las ecs 3.5.2 a 3.5.4, ya que, por la ec 3.5.6, se conocen 
las funciones de forma en la referencia local (elementos isoparamé-
tricos). La expres i6n de J resulta ser: 
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ªN1 aN. aN. , , 
t arx1 E ~Y; E ~Z; 

aN. aN; aN. 
J l"I 

, , 
(3.5.11) E aTIXi E an Yi E -a- z. - n , 

aN i 
E ~xi 

aN. , 
E ~yi 

aN. , 
E a¿-zi 

En la ec 3.5.10 se puede conocer el t~rmino de la izquierda, ya que se conocen 
.... 

las Ni, por lo que se puede escribir la ecuación siguiente 
.-· . 

aN. 
1 

ax 

aN. , 
ay 

aN. 
1 

az 

= J-1 aNi 
an 

aN. _, 
ar;; 

(3.5.12) 

Para que exista i-l es necesario que el jacobiano (det i) de la transforma 

ción sea diferente de cero, es decir 
ax -~ az 
a E; a E; a E; 

det J = lil= ax ~ az = ax, ,z 
t: o (3.5.13) an an an a E;,n,r;; 

ax ay az 
ar;; ~ ar;; 
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3.5\3 Integración en coordenadas locales 

En el m~todo del elemento finito es muy frecuente cuantificar integrales 

sobre regiones de los diversos elementos finitos, como las indicadas a conti 

nuación: 

VI = Ív Gv dV = Ív Gy(x,y,z) dx dy dz (3.5.14) 

AI = f A GA dA = f A GA(x,y) dx dy (3.5.15) 

(3.5.16) 

Debido a la complejidad, tanto de los integrandos como de las regiones de 

integración, es conveniente establecer las integrales anteriores en función 

de las coordenadas naturales,y quedan como se indica a continuación: 

(3.5.17) 

(3.5.18) 

(3.5.19) 

Aunque las regiones de integración de las ecs 3.5.17 a 3.5.19 están bien de­

finidas las funciones (\,, GA y GL. resultan, en general, sumamente compl! 
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jas de tal manera que, para llevar a cabo las integraciones es necesario 

un método numérico que sea una a~roximación al problema. 

3.5.3.1 Integración numérica para rectángulos y prismas rectangulares 

La cuadratura recomendable es la gaussiana en donde el error es del orden 

O{in)·.· Con esta cuadratura, las ecs 3.5.17 a 3.5.19 se transfonnan en las 

siguientes: 

n n n 
VI= E E E H. H. H G.v (~., n., ~) 

m=l j=l i=l 1 J m 1 J m 
(3.5.20) 

n n 
= E E H. H. GA (;., n.) 

i=l j=l 1 J 1 J 
(3.5.21) • 

(3.5.22) 

donde: 

Hi son los coeficientes de peso asociado a las abscisas ,i , por donde 

se hace pasar la aproximación polindmica; cuyos valores se indican 

en la tabla 3.1. 

3.5.3.2 Integracion numérica para triángulos y tetraedros 

Las coordenadas locales de estos elementos difieren, respecto a las del in­

ciso 3.5.3.2, en los siguientes puntos 

i) son linealmente dependientes y son mayores en nQmero (uno más) que las 

coordenadas cartesianas 

ii) los límites de variación son diferentes, ya que varían de O a 1 

- - _,J 



A fin de continuar con el uso de las ecs 3.5.7 a 3.5.13,se puede hacer el si 

guiente cambio de variables (para el caso tridimensional): 

~ = L l (3.5.23) 

n = L2 (3.5.24) 

l;; = L 
3 (3.5.25) 

1 - ~ - n - l;; = L 
4 

(3.5.26) 

Como las funciones de forma N. están dadas en función de las variables 
l 

Li' el cálculo de _sus derivadas se pueden efectuar con expresiones de la 

forma siguiente: 

(3.5.27) 

Al utilizar las ecs 3.5,23 a 3.5,26 en la ec 3.5.27, resulta 

{3.5.28) 

De manera similar,se pueden obtener las siguientes ecuaciones 

(3.5.29) 

aN. aN. aN. 
l _ l 1 
~ - aL

3 
- aL

4 
(3.5.30) 

Las ecs 3.5.17 y 3.5.18 se adaptan a los correspondientes límites de integr_ª-. 

ción y son: 
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f

lfl-njl-n-t (ljl-L 1Jl-L1-L2 

V1 = Gv't,n,ddtdndt=J Gv'Ll'L2 ,L3 ,L'+)dl 1dl2dt 3 

ºº O 00 O 

(3.5.31) 

(3.5.32) 

La aproximación numérica de las ecs 3.5.31 y 3.5.32, mediante la f6rmula de 

Hammer, se:indica a continuación: •. , 

donde el limite de la sumatoria n representa los puntos de integración co!!_ 

siderados (ver tablas 3.2 y 3.3). El sfmbolo ( )i indica el valor de la fun 

ción limitada por el paréntesis en las coordenadas de los puntos de integra­

ción (ver tablas 3.2 y 3.3),y W~ y ·w~ son los factores de peso correspo!!_ 

dientes. En las tablas 3.2 y 3.3 se especifican todos los elementos para el 

uso de las fórmulas de Hanmer, 
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4. ASPECTOS NUMERICOS DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO FINITO 

Con base en los desarrollos de los capítulos anteriores, se puede aseverar 

que para poder aplicar el mªtodo del elemento finito en la soluci6n de los 

problemas que se presentan en la práctica profesional, es necesario el uso 
' de una computadora digital, Por tanto, se requiere desarrollar programas de 

computadora que, con la infonnaci6n de la geometrfa, el material y las car­

gas, se construyan y se resuelvan las ecuaciones de equilibrio correspon­

dientes, y se determinen, adem~s, los elementos requeridos para el análisis 

y el diseño de las estructuras, 

En este capftulo se resumen los aspectos numéricos que forman parte de los 

algoritmos asociados al método del elemento finito y que, desde el punto 

de vista de la computación, controlan la eficiencia de los programas de com 

putadoras asociados a los algoritmos en cuestión. 
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4.1 So.f.u.ci.6n de loll lliA.tema.4 de ec.uaci.onu a.f..geblt.a-lc.a.6 Une.ale.& 

El modelo matem8tico correspondiente al sistema de ecuaciones algebraicas 

lineales se acostumbra representar como: 

A x = b (4.1.1) 

donde A es la matriz de coeficientes (de rigideces,!, en nuestro caso) 

cuadrada, den renglones por n columnas, É. el vector de cargas (f. en nuestro 
, . 

caso} y! el. vector incógnita (los desplazamientos[, en nuestro caso). 

Los mªtodos de soluci6n para resolver el modelo matemStico dado por la ec 

4.1.1, conforman do~ grandes grupos y son: los métodos directos y los méto 

dos iterativos. Los que actualmente se encuentran en uso en el método del 

elemento finito son los directos y, de este grupo, los denominados compactos, 

descritos a continuación. 

4.1.1 Mét~dos directos generales 

En el §lgebra lineal se demuestra que cualquier matriz&, no singular, se 

puede descomponer en el producto de dos matrices triangulares, una inferior 

.!:. y otra superior[, con la condición de que alguna de ellas esté normaliz_! 

da (los elementos de la diagonal principal son iguales a la unidad), Enton­

ces, se puede escribir lo siguiente: 

A = L U - -- (4.1.2) 

Las matrices triangulares hY [, se cuantifican con la ec 4.1.2 y a tal pro~ 

ceso se denomina triangulación. Al sustttuir la ec 4,1,2 en la ec 4.1.1 se 

obtiene 

L U x = b (4.1.3) 
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La ec 4.1.3 se puede escribir como 

(4.1.4) 

donde 

U X = Y -- - (4.1.5) 

Las ecs 4.1.4 y 4,l.5, conocidas como sustituci6n hacia adelante y susti-
.-· . 

tuci6n hacia,atrás, respectivamente, establecen que el proceso de tr1angu-

laci6n (ec 4,1.2} transforma el sistema original, que es arbitrario 

(ec 4.1.l}, en dos sistemas triangulares (ecs 4.1.4 y 4.1.5} que son mucho 

más simples de resolver. 

De acuerdo con las dos posibilidades para seleccionar la matrfz normaliza­

da, se obtienen los dos métodos siguientes. 

4.1.1.1 Método de Gauss 

El método de eliminaci6n de Gauss, en forma compacta, se obtiene cuando la 

matriz triangular interior está normalizada, es decfr 

i = 1, .,., n (4.1.6} 

4.1.1.2 Método de Crout 

El método de Crout, en forma compacta, se obtiene cuando la matriz normali­

zada es la triangular superior, o sea 

i = 1, ... , n (4.1.7) 

4.1.2 Métodos directos para matrices simétricas 

Si la matriz de coeftcientes es simétrica, es dectr, 
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(4. 1.8) 

los m~todos de Gauss y de Crout se pueden modificar para tomar en cuenta tal 

situación. Para ello, la ec 4,1,2, con base en la matriz identidad, l, se 

puede escribir como: 

(4.1. 9) 

donde Des.una matriz diagonal, fonnada con la diagonal de!!, en el método 

de Gauss, o bien con la diagonal de h., en el m~todo de Crout. 

4,1,2.1 M@todo de·Gauss modificado, 

Si la ec 4,1,9 queda arreglada como: 

donde 

(4.1.10) 

(4.1.11) 

Al hacer que la ec 4,1,10 satisfaga la cond1ción de simetr1a (ec 4.1.8) Se 

obttene que 

ÜT O LT ;:: L O U (4.1.12) - -- ---
de donde se concluye lo siguiente 

(4.1.13) 

Al sustituir la ec 4,1.13 en la ec 4,1.10 se obtiene el proceso de triangu­

lación para el método de Gauss modificado para matrices stm@tricas y resulta 

\ 
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ser 

(4.1.14} 

La ec 4.1.14 establece que el proceso de triangulac1Bn queda definido por 
\, .. 

una matriz trtangular inferior nonnalizada y una matriz diagonal. 

El proceso de sust1tuci6n se obtiene al sustituir la ec 4.1.14 en la 

4.1.1 y resulta . -

La ec 4.1,15 se puede escribir como 

( 4.1.15) 

(4.1,16} 

(4.1.17} 

La ec 4.1.16 es la sustitución hacia adelante y la ec 4.1.17 la sustitución 

hacia atrb. 

4.1.2.2 Método de Crout modificado 

Si la ec 4.1.9 queda arreglada como 

donde 

L = .b. o-l 

(4.1.18} 

(4.1.19} 

Al hacer que la ec 4,1.18 satisfaga 1a·condici6n de·simetrh {éc 4.1.8}, 

.I" 
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resulta que 

(4.1. 20) 

la ec 4.J,20 establece que 

(4.1.21) 

Al sustituir 1a ec 4.1.21 en la ec 4,1.18 se obtiene el proceso de trian-. ~ 
gulaci6n para el método de Crout modificado para matrices, que se indica 

como 

A= UT D U ( 4. l. 22) 

La ec 4.1.22 establece que el proceso de triangulaci6n queda definido por 

una matriz triangular superior normalizada y una matriz diagonal. 

Al comparar las ecs 4.1,14 y 4,1,22, que definen los procesos de triangula­

ci6n para los métodos de Gauss y de Crout modificados para matrices simétr.:!_ 

cas, se puede concluir que no existe diferencia entre ellos por lo que pue­

de llamársele método de Gauss~Crout, 

De~.!¡uerdo con lo anterior, las ecuaciones de sustituci6n hacia adelante y 

hacia atrás, en notaci6n de matriz triangular superior normalizada, se pu~ 

de escribi'r como se indica a continuaci6n (ya que!!= b_T) 

(4.1.23) 

QQ_!=y_ (4.1.24) 
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4.1.2,3 Método de Cholesky 

Se puede considerar como una variante del método de Gauss-Crout, para el 

caso en que la matriz t sea positiva definida, Entonces la ec 4.1.22 se 

puede escribir como 

(4.1.25) 

donde la ma:~iz triangular U= 0112 .l:!_, ya no est§ normalizada. 

Las sustituciones hacia adelante y hacia atris se obtienen al sustituir la 

ec 4.1.25 en la ec ~.1.1 y resultan ser: 

(4.1.26) 

( 4. l. 27) 

4.L2.4 Selección y organización del método de solución 

La selección del método debe hacerse con base en el menor número de operaci.Q_ 

nes consumtdoras de tiempo en la computadora. Para matrices simétricas, que 

es el caso de interés, el método de Gauss-Crout, ordenado en fonna intelige.!!_ 

te, efectOa menos operaciones que el de Cholesky y es el que se :¡;~ienda. 

Su algoritmo, para matrices cuadradas, se resume en la tabla 4.1 ~ 
• " •. ' :e 

Aunque en los desarrollos de las ecuaciones de los métodos de solución se 

emplearon varios arreglos matriciales y vectoriales, en la computadora se 

debe utilizar el menor número de ellos ya que, en general, la capacidad de 

la memoria rápida está limitada. En la tabla 4.1 se presentan las subrutinas 

del algoritmo de Gauss-Crout donde se utiliza un arreglo matricial y un arre­

glo vectorial, por las razones indicadas a continuación 

-· ·------ ----··•------- ----- --·--
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a) la matriz diagonal, D, se guarda en la diagonal de la matriz original A 

y la matriz triangular superior normalizada se guarda en e1 triángulo 

b) 

superior de la matriz orig1nal A. Lo anterior se puede observar en la 

subrutina TGCCEV de la tabla 4.1, en donde se entra con la matriz orí-

ginaf A. 

el vector y_ se guarda en el vector b (sustitución hacia adelante) y al 

final,-el ~ector x es el que queda guardado en el vector~ (sustitución .. 
hacia atrás). Lo anterior se indica en la subrutina SGCCEV de la tabla 

4.1, donde se e~tra con la matriz triangularizada y el vector de cargas. 

Otro aspecto relacionado con la Org~nización del m@todo de solución consis­

te en c6mo se llevan a cabo las operaciones matriciales de los algoritmos., 

Como una recomendación d p,úolvL, que se justifica en el inciso 4.1.3, con­

viene realizar por columnas las operaciones con las matrices; en las sub­

rutinas de la tabla 4.1 se incluye esta recomendación. 

4.1.3 Organización de las ecuaciones de equilibrio 

El ordenamiento de las ecuaciones de equilibrio depende de la numeración de 

los puntos nodales y a la vez determina la configuración de los coeficien­

tes de la matriz fl, que es de la forma mostrada en la Fig. 4.1, para matri­

ces simétricas. De acuerdo con la Fig. 4.1, la información correspondiente 

al arreglo matricial A se puede manipular con menor o mayor eficiencia, 

tanto operativa como de capacidad, si se guarda en los arreglos descritos a 

continuaci6n, Para comparar la eficiencia se utiliza un sistema de 54 ecua­

ciones. f 
l 
l 
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4.1.3.1 Arreglos cuadrados 

Este arreglo es el mas elemental (Fig 4,ll y, de hecho, los algoritmos de la 

tabla 4.1 están desarrollados para estos arreglos. A continuaci6n se resumen 

sus desventajas numértcas 

a} existe gran desperdicio de espacio en la memoria r8pida porque, al menos 

se almacenan los} n (n-11 elementos que no se utilizan, ya que no se 

opera con ellos (cantidades bajo la diagonal principal de la Fig 4.1} 

b) existe otro desperdicio de espacio al guardar cantidades nulas, localizc­

das arriba de lo·s contornos mostrados en la Fig 4,1. Como con estas car-­

tidades si se opera, también existe desperdicio de tiempo. 

La localización de los elementos en estos arreglos es directa. En la Tab 

4,2 se muestran los tiempos y localida.des requeridos para la soluci6n de 

sistema de ecuaciones cuando se utilizan los arreglos cuadrados para los 

métodos generales (Gauss y Crout} y los modificados para matrices siméti 

cas (Gauss-Crout y Cholesky), Para el método de Gauss-Crout se utilizan dos 

versiones, la simple (V-s), que es la que resulta directamente,y la eficie_!! 

te (V-E), que utiliza un ordenam·iento de las operaciones en el algoritmo 

directo. La diferencia en tiempos y en espacio es sign.ificativa. 

4,1.3,2 Arreglos rectangulares (en banda) 

En la Fig 4.2 se muestran los coeficientes que definen la matriz A, compren­

didos entre la banda limitada por la diagonal principal y el contorno de 

banda, indicados en la Fig 4,1. Estos coeficientes forman un arreglo recta_!! 

gular denom1nado arreglo en banda, cuyas desventajas se resumen a continua­

ci"6n, 



a) subsiste el desperdicio de espacio, porque se almacenan elerrentos que 

no existen en la matriz&, como son los ceros que aparecen en el trt&n 

gulo inferior derecho de la Fig 4.2 con los cuales, desde luego, no se 

opera 

b) existe otro desperdicio de espacio al guardar los ceros que existen en­

tre los contornos de silueta y de banda, mostrados en la Fig 4.1. Pues 

to que con estos ceros sT se opera, tambi~n existe desperdicio de tiem 

po. 

Para la localización de los elementos de este arreglo, en relacidn con el 

arreglo cuadrado, no se requiere informacidn adicional al ancho de banda, 

y se puede definir una relación que identifique las columnas, ya que son 

las únicas que se distorsionan. 

5 r En la tabla 4.2 se muestran los tiempos y localidades requeridas para el 

r caso del arreglo en banda. En este ejemplo (ancho de banda igual a 37), la 

reducción en tiempos no es tan significativa, como lo es en el número de lo 

calidades, en relación con el arreglo cuadrado. 

4.1,4. Arreglos unidimensionales (en silueta}. 

En la Fig 4.3 se muestran los coeficientes que definen a la matriz A, com­

prendidos entre la diagonal principal y el contorno de silueta, indicado en 

la Fig 4.1. Estos coeficientes forman un arreglo unidimensional, al colocar 

las columnas una tras otra. 

En este arreglo no se puede hablar de desperdicio de espacio ni operativo, 

ya que se eliminan todos los ceros no operativos y, por tanto, es el arreglo 

m&s eficiente que hasta la fecha se ha logrado. Para la localización de 
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los elementos, en este arreglo en relaci6n con el arreglo cuadrado, se requi! 

re un arreglo adicional (como el JA mostrado en la Fig 4,3} en donde se espe­

cifique 1a localización del elemento de la diagonal principal correspondiente 

a cada columna, Con este arreglo se puede definir una relaci6n que identifi-
,, -

que tanto a los renglones como a las columnas distorsionadas al pasar al 

arreglo unidimensional. 

Los tiempos y localidades requeridos cuando se utiliza este arreglo se mues­

tran en la tabla 4.2. Se puede observar la gran reducción de localidades así 

como del tiempo de computación, razones por lo que este tipo de arreglo es el 

más recomendable, 

4. 2 Sowc-lón de. to¿¡ J.i.</2:tema.,!) de, e.c.ua.uonM d.,¿6 e/te.nual.M OJr..CÜn.CVU:.M .Un.e.a1.v.i 

de. .6 e.gu.ndo oJz.de.n. 

4.2.1 Introducción 

El modelo matemático correspondiente a las ecuaciones de equ1librio dinámico 

de los medios continuos modelados con la teor1a de la elasticidad se indica 

con las ecs 2.4. 10 a 2.4,13, 

La solución de las ecs 2.4.10 puede obtenerse mediante la aplicación de los 

procedimientos clásicos para la solución de ecuaciones diferenciales lineales 

con coeficientes constantes, Sin embargo, tales métodos resultan, en general, 

ineficientes para los sistemas estructurales. Por tal raz6n,se han desarrolla 

do técnicas espec·iales que toman en cuenta las características de las matrices 

.!$_, f. y M, para mejorar la eficiencia del método de soluci6n, Tales procedimie!!_ 

tos conducen a dos clases de métodos denominados directos y de superposición 

modal. Los métodos directos integran la ec 2.4.10 en forma directa, sin ningu-
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na transfonnaci6n, Los que interesan son los de paso simple, y se basan en 

las siguientes ideas: 

1) Se satisface el equilibrio Onicamente en puntos discretos a intervalos 

At, denominado paso de integración (Ftg, 4,4} 

2) Se supone conocida la variación, en el intervalo At, de los desplaza-

mientos, velocidades y aceleraciones, 

Las ideas anteriores conducen a métodos aproximados, y la aproximación y el 

costo de cada método dependen de la variación que se elija. Los métodos di­

rectos que se utilizan con mayor frecuencia se enlistan a continuación: 

al método de diferencias centrales 

b} método de Houbolt 

c) método theta de \1i 1 son 

d) método beta de Nevnnark 

e} método alfa de Hil ber 
' 

f} método cúbico de Argyris 

La diferencia básica entre estos métodos se encuentra en la fonna en que se 

aproxima la respuesta en el intervalo tt, 

En los métodos de diferencias centrales y de Houbolt, se emplea una aproxi­

mación de las aceleraciones y velocidades en términos de los desplazamientos, 

mediante diferencias finitas, 

En el método theta de Wilson, se supone ~na variación lineal en el intervalo 

[t, t + eti.f] , donde el parámetro e :> 1, controla la convergencta y estab; .. 

lidad del método. 

En el método beta de Nevm,ark, se generaliza la variación lineal de la 
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aceleración mediante dos par~metros y y a 

En el mªtodo alfa de Hilber se emplea la misma aproximación que el beta de 

Newmark,pero introduce un término perturbador que se controla mediante un 

parámetro~. 

El método cObico de Argyris aproxima la fuerza de inercia mediante una varia­

ción cObica en el ,intervalo ~t 

El propósito.que se persigue en cualquier método de integración numérica es 

que el método sea eficiente en el contexto de una buena aproximación a un 

bajo costo, 

Es necesario hacer notar que entre mas pequeño se elija el tamaño del paso 

de integración (ót} mejor será la aproximación; sin embargo, el costo del 

tiempo de computación resulta mayor, ya que éste es directamente proporcio­

nal al número de pasos de integráción. Entonces, la eficiencia de un método 

depende de la elección apropiada del paso de integración, ót, para el cual 

el método converge a la solución. 

La convergencia de un método se puede probar al satisfacer las condiciones de 

consistencia y estabilidad, Además se ha observado que cuando el tamaño del 

paso es grande, comparado con el pertodo más corto del sistema, la solución 

aproximada, no obstante satisfacer el criterJo de estabilidad, presenta erro­

res significativos en las amplitudes correspondientes a los primeros pasos de 

integración. Este fenómeno se conoce con el nombre de excedencia y debe inves 

tigarse que no se presente en el método seleccionado. 

En el método de superposición modal, el sistema de ecuaciones diferenciales 

acopladas (ec 2,4,10) se transforma en n ecuaciones de un grado de libertad, 
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desacopladas tn es el nDmero de grados de libertad de la ec 2,4.10), La 

transformación que se emplea para desacoplar las ecuaciones se determina al 

resolver el correspondiente problema de vibración libre de la ec 2.4.10 

(cuando f = Qy t = Q) que conduce a un problema de valores caracterfsticos. 

En el espacio transformado (denominado natural) se integran por separado las 

ecuadones desacopladas, cuya solución se transforma al espacio original. 

El método directo que se describe en este resumen, y cuyo uso se reco~ienda, 

es el método beta de Newmark, para s=l/4 y y=½, ya que es incondicional­

mente estable, se obtiene buena aproximación y no presenta el fenómeno de 

excedencia. El método de superposición modal también se recomienda como 

método eficiente para obtener la respuesta de sistemas lineales 

4.2.2 Método beta de Newmark 

Al considerar que la variación de la aceleración relative, asociada a cada 

grado de libertad, tiene una variación lineal en el intervalo de integración 

[t
0

, t 1], como se fodica en la Fig. 4.4, se obtienen las expresiones 

siguientes: 

(4,2,1) 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

Con base en las ecs 4,2,2 y 4,2,3, Newmark propone la aproximación siguiente: 



, 
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(4,2.4) 

(4.2.5) 

El parámetros está relacionado con la estabilidad del mltodo (paras= 1/4, 

es incondtcionalmente estable} y el parámetro y está relacionado con la est! 

bilidad y convergencia del método debido al amortiguamiento matemático que 

puede induc·trse (para 'Y = 1/2, no existe amortiguamiento matemático). Para el 

caso en que ~=1/6 y y= 1/2, las ecs 4.2.4, y 4.2.5. son iguales a las 

ecs 4.2,2 y 4,2,3, ·respectivamente, 

Al definir los vectores !Y É_, como se indica a continuacf6n: 

.. ,. 
! = !!_o + (1-y) ~t Q.o (4.2.6) 

(4.2.7) 

las ecs 4.2,4 y 4,2,5 se escriben como sigue: 

(4.2.8) 

(4.2.9) 

Al valuar las ecuaciones de movimiento (ec 2.4.10} al final del intervalo 

(t = t1 t y en la ecuaci6n resultante se sustituyen las ecs 4,2.8 y 4.2.9, 

se obtiene la siguiente expresi6n: 

(4.2.10) 



que puede escribirse como 

* n f ~1 = r (Lt.2.11) 

donde 

(4.2.12) 

.!:. = 1:_1 - e a - K b 

La ecuaci6n que gobierna la aceleración al final del paso es un sistema de 

ecuaciones algebraicas, lineales, como los descritos en el inciso 4.1. Puesto 

* que las matrices !i, f y f son sim~tricas, f también lo es. Si el tamaAo de1 

paso (Lit)_ se conserva constante durante el proceso de integración,y puesto 

* que las matrices !i, f y f son constantes,! también resulta constante. 

Al sustituir la ec 2.4.11_ en las ecs 4.2,12 y 4.2.13 se obtienen las expre­

siones siguientes: 

(4.2.!4) 

La forma sistemática para utilizar el método·de Newmark se muestra en la ta­

bla 4.3 

4. 3 E.hqu.ema. ¿,,lmple. pMa. OJt.ga.ni.zM u.n. ptr..ogtr..ama. de. c.ompu.ta.dotta. 

En la Fi'g. 4.5 se muestre~, en forma esquemática, los aspectos más relevan-

tes para construir un programa de computadora simple, basado en el métoco del 

elemento finito, para cargas estáticas. Una secuencia a seguir para construir 
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el programa de computadora puede ser la sigutente: 

a) se deftne el modelo matem~:fco que se va a resolver, Para ello se proce­

de como se bosqueja en el capítulo l. 

b) se especifica la forma de cama marripular los parámetros que definen a los 

materiales con que se va.a construir la estructura. De acuerdo con las 

ecuaciones constitutivas del capítulo 1, son: E, v y p. Esto se define 

en el· bloque indicado con MATERIALES. 

c) se establece c6mo definir la geometría y condiciones. de fronterá de la 

estructura por ~esolver, Queda definida al conocer las coordenadas de los 

puntos nodales en que se tdealtza ~e estructura, y sus condiciones cine­

máticas, según el capftulo 2. Esto se realiza en el bloque llamado 

COORDENADAS. 

d) se especifi.ca la tnformaci6n necesari.a para establecer las ecuaciones de 

equilibtio de cada uno de los elementos de la estructura (por ejemplo: 

puntos nodales, material, geometría, funciones de interpolación, etc). 

Con tal información se puede construir la matriz de rigideces de caca 

elemento, segOn se indica en los capítulos 2 y 3. Todo lo anterior se 

realiza en el bloque indicado por ELEMENTOS. 

e} se indica la forma de realizar el ensamble de la matriz de rigideces, f, 

como se especifica en el cap1tulo 2, y se lleva a cabo la triangulación 

(Cap. 4). Esta actividad queda indicada en el bloque denominado ENSAMBLE. 

f) se sistematiza la forma de cuantificar el vector de cargas con opción a 

varias condiciones de cargas. Las fuerzas debidas a esfuerzos y deforma­

ciones iniciales, peso propio, y ca~"as de superficie en los elementos 

finitos (capítulos 2 y 3) es conveniente cuantificarlos en el bloque 
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ELEMENTOS, En el bloque CARGAS se especifican 1 as cargas concentradcs qve 

act0an en los puntos noda1es y se llevan a cabo las operaciones ind~cadas, 

de acuerdo con los capítulos 2 y 4. 

Es muy recomendable que los bloques mostrados funcionen como subrutinas centro 

ladas por un programa prtnctpal que permita el dimensionamiento eficiente de 

los arreglos que se_utilicen en las subrutinas. 

Desde luego que el esquema simplista de la Fig. 4.5 puede tener muchas varian­

tes que dependerán de la experiencia numértca de quienes las elaboren. 
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5. DESARROLLO PASO A .PASO DE UN EJEMPLO DE APLICACION DEL METODO DEL ELE 
MENTO FINITO -

5.1· ·foJunula.clón de..l p,toblema. 

Obtenga con e1 m~todo del elemento finito los elementos mecánicos y cinemáti 

cos de la estructura mostrada en 1a !=ig. 5.1. 

De acuerdo con la geometría mostrada en la Fig. 5.1, e1 mode1o estructural 

corresponde a un estado plano de esfuerzos (inciso 1.3. 1.2) y coincide con e1 

modelo utilizado para ejemplificar el capítulo 2. 

5.2 Elemento ~-lrt.lt.o ~eleec..i.ona.do 

El elemento finito se~eccionado es e1 cuadrilátero isoparamétric0 1inea1 

(4 puntos nodales). Debido a la geoMetría de 1a estructura, los elementos 

finitos utilizados resultan ser rectángulos, según se muestran en la Fig. 5.2. 
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5. 3 . Componen.tu det e.temen-to li.ln-lt.o tlpo 

A fin de establecer ~as ecuaciones de equilibrio de cada uno de los elementos 

finitos en que se discretiz6 la estructura, es conveniente hacer referencia 

a un elemento tipo, que se describe a continuación, y se representa en la 

Fig. 5.3 (para un cuadrilátero general con 4 puntos nodales). 

5.3.1 Vector de desplazamientos nodales del elemento, ue 

De acuerdo con el inciso 2.3.2 se puede escribir 

u. -, 

u. Ui 
e -J 

u = u. = , etc. (5.3.1) _, 
~ Vi (2xl) 

u:f. (8xl) 

~ 

5. 3.2 Funciones de forma, Nm(E;,n), en coordenadas lo.cales 

Están dadas por la ec 3.3.27 y-resultan ser 

{5.3.2) 
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, Nj = ¼< l+t E;j )( l+n nj) • ,¼{1+t)( 1-n) 

Nk • ¼<l+t tk){ l+n nk) • j{l+t) (l+n) 

Nl • ¼<i+E; E;l)tl+n nl) = ¾<1-E;}(l+n) 

(5;3.3) 

(5.3.4) 

(5.3.5) 

5.3.3 Re1ac16n entre los sistemas de referencia global {x,y) y local (~,n) 

Estdn dadas por las ecs 3.5.2, 3.5,3 y 3.5.6. Para los elementos isoparamétrj_ 

cos lineales resultán ser: 

.. 

5.3.4 Aproximac16n de los desplazamientos 

v = Ni v1 + Nj vj + Nk vk + Nl vl = v 

qt,e en forma matricial resulta ser 

u = N ue 

donde: 

o 
N = 

O N
1
• O NJ. O, Nk O N 

u = 

--•--"" •• • -• a- •.A - -

.e. (2x8) 

(5.3.8) 

(5.3.9) 

(.5. 3 .10) 

(5.3.11) 

(5.3.12) 
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• 

5~3.5 Tensor de defonnaciones 

De acuerdo con la ec 2.3.12 

e= Bue (.5. 3 .13) 

donde la matriz de defonnaciones B resulta ser 

aN. . aN. aNk . aN .e. , 
o .:...J.. o o o ax ax ax ax 

aN. aN. aNk aN l 
B = ·, ··o , 

o __J_ o o (5.3.14) ay ay ~ Ty" 
. . aN. aN . aN. aN. aNk ~Nk aNl aN l , , J --1.. 

ay ax ay _ax ay ax ~ ax 
(3x8) 

5.3.6 Derivadas de las funciones de forma respecto a las coordenadas globa­
les 

De acuerdo con la ec 3.5.12 se puede escribir 

a a 
~ ~ 

= J -1 (5.3.15) 
a é) 

ay añ 

donde la matriz jacobiana, i, para el problema plano, resulta ser 

ax ~ X, l;. y, l; ~ é)l; 

J = = (5.3.16) 
ax ~ X,q Y,n an an 

J-1 se puede escribir como 
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• 21. ay Y,n -y,~ an - at 
J-1. 1 .1 (5.3.17) 
- J J 

ax ax -x,n x,~ - añ a( 

El jacobiano de la transformaci6n, J , resulta ser 

ax 21. 
a~ a~ 

J • = x,t Y,n - x,n Y,t (5.3.18) 
ax * ar; 

Entonces, expHcitamente, los operadores derivadas respecto .a las coorden·adas 

locales quedan 

(5.3.19) 

(5.3.20) 

Para las funciones de forma, Nm' se tienen las expresiones siguientes: 

aN. l 
---1. = N = - (y N - y N ) ax i ,x J ,n i .~ ,t i, n . (5.3.21) 

(5.3.22) 

aN . 
_...~j = N. = l (y N. - y N 
°"""ax J,X J ,n J,t ,t j,n) (5.3.23) 

(5.3.24) 
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(5.3.25). 

aNk 1 . 
-~- = Nk = -J (-x,n Nk ~ + x,t Nk ) oy ,y ,<:. : ,n 

(5.3.26) 

(5.3.27) 

(5.3.28) 

5.3.7 Derivadas de las funciones de forma respecto a las coordenadas locales 

De acuerdo con las expresiones de las funciones de forma,~, dadas en el inci 

so 5.3.2 se obtienen las expresiones siguientes 

aN. l 
-

1 
= N. = - - (1-n) 

é); , '; 4 (5.3.29) 

aN i l 
- = N . = - -4 ( 1-;) an , ,n 

(5.3.30) 

aN. l 
_J = N. = - 0-n) ª' J '; 4 

(5.3.31) 

aN. l 
_¡ = N. = - - ( l+t:) 
an J ,n 4 

(5.3.32) 

(5.3.33) 

aNk 1 
- = N = - (l+;) 
an k,n 4 

(5.3.34) 

(5.3.35) 
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(5. 3. 36)' · 

5.3.8 Derivadas de las coordenadas globales respecto a las coordenadas loca 
les 

Ce acuerdo con las expresiones del inciso 5.3.3 se obtiene 

(5.3.37) 

Xyn = Ni xi+ N. x. + Nk xk + N0 " x0 
'I ,Tl J,Tl J ,Tl .(..,,1 .(.. 

(5.3.38) 

(5.3.39) 

y =- N. Y1· + N. y. + Nk yk + N º Yo ,Tl 'l,Tl J,Tl J ,Tl .(..,Tl .(.. (5.3.40) 

s.·3.9 Matriz de masas 

La expresic5n de Ta matriz de masas está dada por (ec 2.3.23) 

(2.3.23) 

La regi6n de integracion para un estado plano resulta ser 

díl = tdA (5.3.41) 
donde: 

t es el espesor del estado plano de esfuerzos. Para el estado plano de 
deformaciones el_ espesor t=l. 

Oe acuerdo con el inciso 5.3.4, se puede escribir la expresi6n siguiente, 

para la matriz de masas consistente 

• 
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, 
' 

N~ , o N.N. , J 
Q. NiNk o NiNl o 

N~ o N/~j , o NiNk o NiNt 
...;._ . ' 

N~ o Nlk o Nlt o 
s J 

I N~ o Nlk o NjNt J (5.3.42) 
M 

N2 o NkNt o 
E k 

T N2 
k o NkNt 

R 
N2 o 

I t 

. e N2 . t 
A , 

Para 1 a matriz de masas concentrada, de acuerdo con el criterio del inciso 

2.3.Sc (escalamiento de la diagonal principal de la matriz de masas consisten 

te de tal manera que se preserve la masa total) se puede escribir la aproxim.ª-

ción siguiente 
N~ o o o o o o o , 

N~ o o o o o o , 
s N~ o o o o o 

J 
I N~ o o o o 

T M J 
Nk, N N ~ A E o o o (5.3.43) 

T N2 o o 
R k 

N2 o I .e. 
e N2 

A .e. 
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donde la constante A se calcula con la condici6n de que se preserve la masa 

total del elemento, Me , es decir 

(5.3.44) 

donde: 

Ae es el Srea del elemento finito. 

5.3.10 Inte_gración numérica de la matriz de masas 

Puesto que la integral de una matriz es igual a una matriz formada por la int~ 

gral de sus componéntes, entonces, basta con especificar la forma de integrar 

cualquier componente, digamos, el (1,1), para integrar cualquier otro. 

(5.3.45) 

Si p es constante en la región, y al tomar en cuenta la expresión de díl 

en una región plana, se puede escribir la expresión siguiente 

(5.3.46) 

Al tomar en cuenta la transformación de variables la ecuación anterior se 

puede escribir como 

(5.3.47) 

De acuerdo con las ecs 3.5.18 y 3.5.21 se puede 

e M N 
M (1,1)= pt E E H H J (~ ,n) N~ (~ n) m n ~m n , ~m' n m=l n=l 

(5.3.48) 
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donée M y N son 1 os puntos de integraci 6n de 1 a cuadratura de Gauss-Legandre. 

Si M=N=2, la ecuación anterior se puede escribir como 

Los valores·de las abscisas ¾,,nn están indicados por los aj en la tabla 

3.1 y los valores de los pesos H y H por los H. de la tabla en cues-m n J 

tión. 

5.3.11 Matriz de rigideces 

La ecuación de la matriz de rigideces dada por la ec 2.3.30 es: 

Para un estado plano resulta ser 

Ke = t I ª-T{x,y) Q_ ª- {x,y) dA 
Ae 

y al tomar en cuenta la transformación de variables 

e Il Il T · f = t J(F;,n) ª- (s,n) Q_ .!?_(F;,n) dF; dn 
. -1 -1 

(2.3.30) 

(5.3.50) 

(5.3.51) 

De acuerdo con las ecuaciones de los incisos 5.3.5 y 5.3.6, la expresión de 

la matriz de defonnaciones, B , resulta ser: 
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--~-----------------~ -1 1 
1 C" 1 C" C" C" N 
1 .. 1 . .. ... l.t') 

1 . ..., 1 . ..., e:..J e:..J M 1 ::z 1 ::z z z 
1 1 

l.t') w 1 w w w .. 1 .. .. .. ...... 
X 1 >, X >, 

1 
-=:!" o + 1 o + 

1 
w 1 w w w .. 1 .. .. ... .,.., 1 . ..., e:..J e:..J ::z 1 z: :z: ::z 

1 
C" 1 s::- 1 C" C" .. 1 .. 1 .. .. 

X 1 >, 1 X >, 
1 1 1 1 

1 1 
1 1 T'-----.--- ---- -r- -- ---- r------r-------r-------, 

1 1 1 1 
1 C" C" 1 s::- 1 e 1 
1 .. .. ... 1 .. 1 
1 . ..., . ..., e:..J 1 e:..J 1 lz :z: ::z 1 z 1 
1 1 1 
1 w w w 1 w 1 
1 .. .. .. 1 .. 1 
1 >, X >, 1 X 1 
1 1 1 

M 1 o + ,...., o 1 + 1 
1 1 
1 w w w w 1 
1 .. ... 1 
1 . ..., . ..., c..¿ c..¿ 1 
1 z ::z z ::z 1 
1 . - 1 
1 C" e e e 1 
1 .. .. 1 
1 >, X >, X 1 
1 r 1 1 
1 1 
1 1 1 1 ~----,--------,------, r- ---- --r- -- - ----r- - -- - - -, 
1 1 1 1 1 e 1 e 1 e 1 e 1 .. 1 .. 1 1 .. 1 .,... 1 .,... 1 .:.e: 1 .:.e: 1 

::z 1 z 1 ::z 1 z 1 
1 1 1 1 

w 1 w 1 w 1 w 1 .. 1 .. 1 1 1 
X 1 >, 1 X 1 >, 1 

1 1 1 
N o +· 1 U) o + 1 1 

1 1 
w w 1 w 1 w 1 .. .. 1 .. 1 .. 1 .,... .,... 1 .:.e: 1 .:.e: 1 z z 1 :z 1 :z: 1 

1 1 1 e e 1 e 1 e 1 .. 1 1 .. 1 
X >, 1 X 1 >, 1 
1 1 1 1 1 

1 1 1 
1 1 1 ~----~-------~------~ ,-------.---- ----.------ --, 

1 1 1 . , 
1 e e 1 s: 1 e 1 
1 .. 1 1 1 
1 .,.... .,... 1 .:.e: 1 .:.e: 1 
l:Z :z 1 z 1 z 1 
1 1 1 
1 w w 1 w ).¡JI 1 

1 .. 1 >, X 1 >, X 1 
1 .... o + LO o + 1 
1 

).¡JI ).¡JI ).¡JI w 1 .. 1 
•r- .,... .:.e: .:.e: 1 z ::z z z 1 

1 e C e e 1 ... .. 1 >, X >, X 1 
1 1 1 1 

¡ ___ ------ ------'------- _, .... ,"":) 

11 

col 
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La matriz de coeficientes elásticos, .Q., para el estado plano de esfuerzos 

(inciso 1.3.1.2) resulta ser 

1 \) o 

E 1 o (1.3.25) D =-- \) 
- 1 2 -v 

o o ~1-v) 

'. 

La expresión de .la matriz de rigideces cuando se utiliza la integración numé 

rica resulta ser 

Si M=N=2, la ecuación anterior se puede escribir como 

Ke = t [ H~ J ( E; i, n 1 ) B T ( E; l' n 1 ) .Q. ~ ( E; l' n 1 ) + 

T 
H1 Hz J(E;1,n2) ~ (E;1,n2) Q-ª.. (E;1,n2) + 

T H2 H1 J{E;2,n1)-ª.. {E;2,n1) .Q.-ª._ (E;2,n1) + 

H! J(S,,n,) ll_T (S,,n,) g_ll_ (S,,n,~ 

·5.3.12 Vector de cargas 

(5.3.53) 

(5.3.54) 

De acuerdo con las ecs 2.3,24, 2.3.25, 2.3.27, 2.3.28 y 2.3.32, el vector de 

cargas es 

(5.3.55) 
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Para el problema que se quiere resolver, se tiene que 

o, ) = e = o = O -..D.. -o .;_e, -
(5.3.56) 

por lo que 1a ec 5.3.55, al tomar en cuenta a las ecs 5.3.41 y 5.3.56, y al 

transformarla, se puede escribir como 

( 5. 3. 57) 

Puesto que f. es el vector de fuerzas por unidad de masa, pf_ es un vector 

de fuerza por unidad de volumen que se puede escribir como 

donde: 

PV 

(l 

cos (l 

pf_ = PV • (5~3.58) 
sen. a 

es el peso volumétrico de1.materia1 y 

la dirección de la aceleración de 1a gravedad en re1aci6n con el sis 
tema de referencia global, según se muestra en la Fig. 5.4. 

Debido a que el vector pf (ec 5.3.58) no es función de las coordenadas lo 

cales, puede salir fuera del operador integral, de la ec 5.3.57, y al efec­

tuar su integración numérica se tiene: 

= t [H2 J(s ,n ) NT Cs ,n ) + 
l l l - l l 



T 
H2H1 J(~2,n1l !!. (~2,n1) + 

H! J(~2,n2l NT t~2,n2) J pf 

= f(e) + f(e} + f(e) + f(e) 
.;.e 1 l .;.e 12 -'-<: 2 1 -'-<: 2 2 

5. 4 OJtdenaml.en.to de. la& e.c.uac..lonu de. e.qui.U.bJt.lo de. la. u:tltuc.:twr.a. 

(5.3.59) 

De acuerdÓ.con el inciso 2.4, para la construcción de las ecuaciones de equj_ 

librio (ecs 2.4.3 y 2.4.9) se requiere de un ordenamiento de los grados de 
. 

libertad de los puntos nodales de la estructura. 

El ordenamiento depende de la numeración de los puntos nodales de la estruc 

tura, que puede ser arbitraria. La localización de los coeficientes de la 

matriz de rigideces, K, depende de la numeración utilizada y la que se reco 

mienda es la que provoca que tales coeficientes queden lo mas cercanos a la 

diagonal principal. Para lograr lo anterior, se requiere que la numeración 

de los puntos nodales provoque la menor diferencia entre los grados de liber 

tad para todos los elementos finitos. 

A fin de aclarar los conceptos anteriores, se considera la malla del ejemplo 

de aplicación con la numeración de los puntos nodales indicadas en las 

Figs 5.2 y 5,5. 

Una vez definida la numeración de los puntos nodales, se puede obtener el 

ordenamiento de los grados de libertad, que tambi~n puede hacerse de diversas 

maneras; pero el m~s recomendable es el indicado a continuación: 

e:;zcw .Ci.c 



i). se le asocia a cada punto nodal un indicador de grado de 1 ibertad. Este 

indicador es nulo si el punto nodal tiene libertad de moverse en la di 

recci6n considerada ó vale 1 si su desplazamiento es nulo. El arreglo 

matricial de estos indicadores se representa mediante ID(NGL, NPE), 

donde NGL es el namero de grados de libertad por punto nodal (2 para 

ei·ejemplo), y NPE es el nQmero de puntos nodales requeridos para cons 

truir la malla de la estructura {10 para el ejemplo). 

a).·· para la numeracian de la Fig. 5.2 

• .!Q= 1 o 
o o o o o o o 1 1 

(5.4.1) . o o o o o o o o 1 1 
(2x10) 

b) para la numeración de la Fig. 5.5 

O O O O 1 O O O O 1 
ID = 

o o o o 1 o o o o 1 
(5.4.2) 

(2x10) 

ii) con los valores de los indicadores conocidos se procede a la numeración 

de los grados de libert~d de los puntos nodales. Esto se hace en el 

mismo arreglo matricial, .!Q. Al recorrer cada casillero (por columnas) 

se hace la operación siguiente: 

- si es un uno, se sustituye por un cero 

- si es un cero, y si es el primero, se sustituye por el número uno que 

es la primera ecuación de equilibrio; a partir del segundo cero en 

adelante, se sustituye por el número de la ecuación de equilibrio 

anterior más uno. 
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. a) para 1a numeración de la Fig. 5.2 

De acuerdo con la ec 5,4.1 se tiene 

lQ = [l 
3 5 7 9 11 13 15 o 

:] ' 2 4 6 8 10 12 14 16 o 
(5.4.3) 

b) para la numeración ,de la Fig. 5.5 

De acuerdo con la ec 5,4.2 se tiene 

ID = [l 
3 5 7 o 9 11 13 15 

:] - 2 4 6 8 o 10 12 14 16 
(5.4.4) 

De acuerdo con los desarrollos anteriores, el ordenamiento de los grados de 

libertad para el punto nodal N queda localizado en la columna N del arre 

glo 1º_. Para conocer los grados de libertad para cada elemento finito, es 

necesario saber cuáles son los valores de los puntos nodales i,j,k y l de 

1a referencia local (Fig. 5,3). En la tabla 5,1 se indican las numeraciones 

de las Figs. 5.2 y 5,5. 

Para tener explícitamente indicados los grados de libertad de cada elemento 

finito es conveniente construir un arreglo vectorial, _!I, con NGL*NPN ele 

mentas, donde NPN es el nOmero de puntos nodales del elemento (4 para el 

ejemplo). Este vector se construye, en forma general para el ejemplo, como 

se indica a continuación 



.. 

1-· 

IE = 

ID(l,i) 

ID(2,i) 

ID(l,j) 

ID(2,j) 

ID(l,k) 

ID(2,k) 

ID(l,l) 

ID(2 ,t) 
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(5.4.5) 

Con base en las ecs 5.4.3 y 5,4,4 y en la tabla 5.1 se escriben los vectores 

IE para cáda elemento de las Figs. 5.2 y 5.5. 

a) Vector IE para la numeracian de 1 a Fi g. 5.2 

7 11. 15 o 
8 12 16 o 

IE(l)= 
3 

; 1I(2) = 
7 

; rr( 3) =-
11 

; 1l(4) = 
15 

4 8 12 16 (5.4.6) 
1 5 9 13 
2 6 10 14 
5 9 13 o 
6 10 14 o 

b) Vectores IE para la numeraci6n de la Fig. 5.5 

11 13 15 o 
12 14 16 o 

IE(l)= 
9 

• IE( 2) = 
11 

• IE( 3) = 
13 

• IE( 4) = 
15 

10 12 14 16 (5.4.7) , - , - ,_ . 

1 3 5 7 
2 4 6 8 
5 5 7 o 
6 6 8 o 

En las ecs 5.4.6 y 5.4.7 se puede observar que los vectores indicador de 

ecuaci6n del elemento 4, _g_C 4) contiene elementos nulos. Esto es una indj_ 

caci6n de que los componentes de desplazamiento de los puntos nodales corre_! 
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pendientes son conocidos y su valor es nulo, por tanto, no deben considerar 

se para calcular la diferencia entre los grados de libertad de los elementos 

finitos, misma que permite definir cuál numeración de los puntos nodales es 

la más recomendable. En la tabla 5.2 se presenta la diferencia en cues­

tión para las numeraciones de las Figs. 5.2 y 5.5, calculadas con los datos 

mostrados en las ecs 5.4.6 y 5.4,7, 

De la tabla 5.2 se concluye que la numeración recomendable es la de la Fig. 

5.2. Con estas diferencias de numeracil'3n se calcula el ancho de semibanda de 

la matriz de rigideces cuando se utilizan arreglos rectangulares (en banda) 

según el inciso 4.1.3.2. 

5. 5 Matlúz de túg,ldec.u del e.lemen.-to fiW;to númeJto un.o 

En la Fig. 5.6 se muestran los datos geométricos correspondientes al elemen 

to finito número uno. Se utiliza la numeración de la Fig. 5.2. 

La ec 5.3.54 es la expresión de la matriz de rigideces de un elemento finito 

·tipo con cuatro puntos de integracidn numérica, A continuación, se calculan 

los componentes de tal ecuacidn, 

5.5.1 Matriz de rigideces para el primer punto de integración numérica 

De acuerdo con la ec 5.3.54 la matriz de rigideces correspondiente al primer 

punto de integración numérica resulta ser 

(5.5.1) 

Las coordenadas locales del primer punto de integración numérica (~ ,n) así 
l l 

como los coeficientes de peso (H 1 ) para N=2 se obtienen de la tabla 3.1 

y se muestran en la Fig. 5.7. 
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De ~cuerdo con la Fig. 5.7 se tiene que 

;
1 

= -0.57735,,. 

r,
1 

= ~0.57735. • • 

Hi = 1.0 

5.5.1.1 Funciones de forma 

(5.5.2) 

(5.5.3) 

( 5. 5 .. 4) 

De acuerdo con las. ecs 5.3.2 a 5.3.5, 5.5.2 y 5.5.3 se obtiene los valo­

res siguientes 

N; 11 ¡ (l+0.57735)(1+0.57735) 11 0.62201 

Nj = 0.16667 

Nk = 0.04466 

Nl = 0.16667 

(5.5.5) 

(5.5.6) 

(5.5.7) 

(5.5.8) 

5.5.1.2 Derivadas de las funciones de forma respecto a sus coordenadas loca 
les -

De acuerdo con las ecs 5.3.29 a 5.3.36, 5.5.2 y 5.5.3 resulta 

Ni,E; = -¼<-l+0.57735) • -0.3934 

Ni· = -0. 39434 ,n 

Nj,E; = 0.39434 

Nj,n = -0.10566 

Nk = 0.10566 ,E; 

Nk = 0.10566 ,n 

N.e_,~ = -0.10566 

N.e.,n = 0.39434 

-- . - • - '"" --· - -º-~,-,_,,_,'--/~.¿a c>c ,s,;, 

(5.5.9) 

(5.5.10) 

(5.5.11) 

(5.5.12) 

(5.5.13) 

(5.5.14) 

(5.5.15) 

(5.5.16) 





l 

l 

J 
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5.5~1.3 Derivadas de las coordenadas globales respecto a las coordenadas 
locales 

De acuerdo con las ecs 5,3.37 a 5.3.40~ 5.5.9 a 5.5.16 y la Fig. 6 se obtiene 

x,~ = (-0.39434)(6.0}+(0,39434)(8.0}+(0.10566)(_8.0) 

+ (-0.10566)(6.0) = 1.0 

y . = o ,-~ . ' 
Y,n = 0.5 

5.5.1.4 Jacobiano de la transformaci6n 

Con base en las ecs 5.3.18, 5.5.17 a 5.5.20 resulta 

(5.5.17) 

(5.5.18) 

{5.5.19) 

(5.5.20) 

(5.5.21) 

5.5.1.5 Derivadas de las funciones de forma respecto a las coordenadas glo­
bales 

Con base en las ecs 5.3.21 a 5.3.28, 5,5.9 a 5.5.21 se obtiene 

Ni,~ = ¿80. 5 )(-O .39434 )-(O. ){-O .39434 D = -o. 39434 

Ni,y = -0,78868 (5.5.23) 

N. = 0.39434 {5.5.24) J,X 

N. = -0.21132 J ,y {5.5.25) 

N = k,x O, 10566 (5.5.26) 



Nk = 0.21132 
, , .y 

N l,x = -0.10566 

Nl,y = 0.78868 

5.5.1.6 Matriz de deformaciones 

(5 .5 .27) 

(5.5.28) 

(5.5.29} 

Al sustituir las ecs 5.5.23 a 5.5.29 en la ec 5.3.14 se obtiene la expresi6n 
(1) de la matriz -de deformaciones, !!.i 1 , dada por la ec 5.5.30. 

5.5.1.7 Matriz de rigideces 

De acuerdo con las ecs 5.5.4 ,- 5.5.21, 5.5.30 y la Fig. 5.1, se pueden cale.!:!_ 

lar los elementos de la ec 5.5.1. El primer elemento resulta ser: 

!~~} (1,1) = t J(~l'n1)~11(011 B11+D12 B21+ 01s 8s1) + 

821( 0 21 811+ 0 22 821+ 0 23 831) + 

831(D31 811+D32 821+D39 831) J 
= (o. 3)(0. s l {<-o. 39434 l E 2083333. )(-o. 39434 l + 

(416667.)(0.)+(0.)(-0.788688 

+( O. • ) 8416667. }(-O. 39434) + 

(2083333.)(0}+(0.)(-0.788688 

+(-0.78868)80. )(-0.39434} + 

(O. )(O.) + } 

(833333.)(-0.788688 

= 12 6347. 
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donde la matriz de coefic1entes elásticos (ec 1.3.25 y Fig. 5.1) es 

D = 

2083 333. 416 667. 

416 667. 2083 333. 

o. 

o. 

o. O. 833 333. 

(5.5.31) 

Al calcular los elementos restantes de la matriz,_!$~~), se obtiene la ec 

5.5.32. 
. . 

5.5.2 Matrices de rigideces para los restantes puntos de integraci6n numé­
rica 

Al proceder de manera similar a como se hizo en el inciso 5.5.1 se obtienen 

las matrices de rigideces para los puntos de integración numérica 2,3 y 4 

mostrados en la Fig. 5.7, correspondientes a K(l) K(l) y K(l) de la 
-12 ' -21 -22 

ec 5.3.54. las matrices resultantes se indican con las ecs 5.5.33 a 5.5.35. 

5.5.3 Matriz de rigideces del elemento 

Al sustituir las ecs 5.5.32 a 5,5,35 en la ec 5.3.54 se obtiene la expresión 

de la matriz de rigideces del elemento finito número uno, según se indica 

en la ec 5.5.36. 

5.6 Mewúz de ma.óa.6 del elemen;to f,.ln.l:to • nwnvr.o un.o 

Para cuantificar la matriz de masas dada por la ec 2.3.23 se utilizan 

los desarrollos de los incisos 5.3.9 y 5.3.10, as1 como algunos resultados 

del inciso 5.5. 

De acuerdo con el criterio indicado con las ecs 5.3.43 y 5.3.44, los elemen­

tos de la matriz de masas se calculan con la ec 5.3.49. Para el primer 



( 1) 

. -ª 11 CJ. 9434E-Ol 
o. 

= -7.d868E-Ol 

O. -3.9434E-Ol 
-7.8868E-Ol O. 
-3.9434E-Ol -2.1132E-Ol 

o. 
-2.1132E-Ol 

3.9434E-Ol 

l.0566E-Ol 
o. 
2.1132E-Ol 

o. 
2.1132E-Ol 
l.0566E-Ol 

-l.0566E-Ol 
o. 
7.8868E-Ol 

o. ~ 7. 8868E-Ol 
-l,0566E-Ol 

( 5 . 5. 30 ) 

l.2635E+05 5._8313E+04 -2.7161E+04 -J.3667E+04 -3.3854E+04 -l.5625E+04 -6.4730E+04 ~9.0211E+03 
5.8313E+04 2.1382E+05 -9.0lllE+OJ 3.2646E+04 -l.5625E+04 -5.7292E+04 -3.3667E+04 ~l.8917E+05 

) ,-2.7761E+04 -9.0211E+03 5.4177E+04 -l.5625E+04 
k(I :: -3.3667E+04 3.2646E+04 -l.5625E+04 3.3393E+04 
-11 -3.3854E+04 -l.5625E+04 7.43e6E+03 9.0211E+03 

-l.5625E+04 -5.7292E+04 2.4172E+03 -8.7't74E+03 
-6.4730E+04 -3.3667E+04 -3.3854E+04 4.0271E:+04 
-9.0211E+03 -l.8917E+05 

8.1240E+04 
l.5625E+O't 
l.7344E+04 

ll) ,-9.0211E+03 
i 1

2 
= -3. 3854E+04 

-4.0271E+04 
-6.4730E+04 

3.3667E+04 

l.5625E+04 
l.9577E+05 

-2.4172E+-03 
5.0ó88E+04 

-2.2229E+04 
-5.72q2E+O't 

q.o211E+03 
-l.8917E+05 

2.2229E+04 -5.7292E+04 

l.7344E+-O't 
-2.4172E+03 

9.0 712E+03 
-4.1867E+03 

7.4386E+03 
-9.0211E+03 
-3.385'tE+04 

l.5625E+04 

-9.0211E+03 
5.0688E+04 

-4.l867E+03 
l.5351E+04 

-2.4172E+03 
-8.7474E+03 

l.5625E+04 
-5.7292E+04 

7.4386E+03 2.4172E+03 -3.3854E+04 2.2229E+04 
9.0211E+03 -8.7474E+03 4.0271E+04 ~5.7292E+04 
9.0712E+03 
4.1867E+03 
1.7344E+04 
2.4172E+03 

-3.3854E+04 
-2.l229E+04 

7.4386E+03 
-2.4172E+03 

5.4177E+04 
l.5625E+04 

-2.77ólE+04 
9.0211E+03 

4.l867E+03 l.73't4E+04 2.4172E+03 
l.5351E+04 9.0211E+03 5.0688E+04 
9.0211E+03 8.1240E+04 ~t.5625E+04 
5.0688E+04 -l.5625E+04 l.9577E+05 

-'t.0271E+04 
-5.7292E+04 
-9.0211E+03 
-8.7474E+03 

1.5625E+04 
3.3393E+04 
3.3667E+04 
3.2646E+04 

( 5 . 5 . 32 ) 

-6.4730E+04 
9.0211E+03 

-3.3854E+04 
l.5625E+04 

-2.7761E+04 
3.3667E+04 
l.2635E+05 

-5.8313E+04 

3.3ó67E+04 
-l. 8917E+05 

l.5625E+04 
-5.7292E+04 

9.0211E+03 
3.2646E+04 

-5.8313E+04 
2.1382E+05 

(5 .5.33 ) 
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' 
5.4177E+04 I.5&25E+04 -2.7761E+04 9.0211E+03 -3.J854E~Ó~ -2.2229E+04 7.4386E+03 -2.4172E+03 
l.5625E+04 3.3393E+04 3.3b67E+04 3.2646E+04 -4.0271E+04 -5.7292E+04 -9.0211E+03 -8.7474E+03 

-2.7761E+04 3.3667E+04 l.2635E+05 -5.8313E+04 -6.4730E+04 9.0211E+03 -3.3854E+04 l.5625E+04 
9.0211E+OJ 3.2646E+04 -5.8313E+04 2.1382E+05 3.3667E+04 ~l.8917E+05 l.5625E+04 -5.7292E+04 

(I) l-J.J854E+04 -4.0271E•04 -6.47JOE+04 ],]66.7E+04 8.1240E+04 l.5625E•04 l.7344E+04 -9.0211E•OJ i~= -2.2229E+04 -5.7292E+04 9.0211E+OJ -l.8917E+05 l.5625E+O~ .l.9577E+05 -2.4172E+03 5.0~88E+04 
7.4386E+03 -9.0211E+03 -J.3854E+04 l.5625E+04 l.7344E+04 -2.4172E+OJ 9.0712E+03 -4.1867E+03 

,
1 

-2.4172E+OJ -8. 7474E+03 l.5625E+04 -5. 7292E+04 -9.0211E+03 5.0688E+04 -4.1867E+03 l.5~51E+O't. 

:: ( 5: 5 . 34 ) 

9.0712E+03 4.1867E+03 l.7344E+04 2.4172E+03 -3.3854E+04 -l.5625E+04 7.4386E+OJ 9.0211E+03 
4.1667E+OJ l.5351E+04 9.0211(+03 5.0688E+04 -l.5625E+04 -5.7292E+04 2.4172E+03 -8.7474E+03 
l.7344E+04 9.C211E+03 8.1240E+04 -l.5625E+04 -6.4730E+04 -3.3667E+04 -3.3854E+04 4.0271E+04 

.... 

2.4172E+03 5.0688E+04 -l.5625E+04 l.9577é+05 -9.0211E+03 -l.8917E+05 2.2229E+04 -5.7292E+04 
(1) ,-3.3854E+04 -l.5625E+O't -6.4730[+04 -9.02llf+OJ 1~2635E+05 5.d313E+04 -2.7761E+04 -3.36b7E+04 I:::; 

~22= -l.5625E+04 -5.7292E+04 -3.3667E+04 -l.8917E+05 5.8313E+04 2.1382E+05 -9.0211E+03 3.2646E+O~ ~ 
7.4386E+OJ 2.41.72E+03 -J.3854E+04 2.2229E+04 -2.7761E+04 -9.0211E+03 5.4177E+04 -l.5625E+04 
9.0211E+03 -8.7474E+03 4.0271E+04 -5.7292E+04 -3.36ó7E+04 3.2646E+04 -l.5625E+04 J.3393E+04 

( 5.5. 35 ) 

2.7083E+05 9.3750E+04 -2.0833E+04 -J.1250E+04 -l.3542E+05 -9.3750E+04 -l.1458E+05 3 .1250E +04 
9.3750[+04 4.5833E+05 3.l250E+04 l.6667E+05 -9.3750E+04 -2.l917E+05 -3.1250E+04 -3.9583E+05 

-2.0833E+04 3.1250E+04 2.7083E+05 -9.3750E+04 -l.l458E+05 -3.1250E+04 -l.3542E+05 9.3750E+04 
-3.1250E+04 l.6667E+05 -9.3750E+04 4.5833E+05 3.1250E+O't -3.9583E+05 9.3750E+04 -2.2917E+05 

~•~,-l.3542E+05 -9.3750E+04 -l.1458E•05 J.1250E+04 2.7083E+05 9.3750E+04 -2.0833E+04 -3.1250E+04 
-9.3750E+O't -2.2917E+05 -3.1250E+04 -J.q583E+05 9.3750E+04 4.5833E+05 3.1250E+04 l.6667E+05 
-l.1458E+05 -3.1250E+04 -l.3542E+05 9.3750E+04 -2.0833E+04 J.1250E+04 2.7083E+05 -9.3750E+04 

3.1250E+04 -3.9583E+05 9.3750E+04 -2.2917E+05 -3.ll50E+04 l.6667E+05 -9.3750E+04 4.5833E+05 

( 5. 5. 36 ) 
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punto de integración numérica la expresian del componente (1,1) resulta ser 

Al sustituir los valores de las ecs 5.5.4, 5.5.5 y 5.5.21 se obtiene la ecu_ª­

ción siguiente: 

M~!) (1,1) = ptA(l.)
2
(0.5)(0.62201) 2 = 0.193447(pt).) 

Para los componentes restantes resulta 

M~~) (3,3) = 0,013889 (ptA) 

.M~;) (5,5) = 0.000997 (ptA) 

M~~) (7,7) = 0.013889 (ptA) 

(5.6.2) 

(5.6.3) 

(5.6.4) 

(5.6.5) 

Al repetir el proceso anterior para los puntos de integración numérica res­

tantes se obtienen las expresiones siguientes: 

Mi!) (.1,1) = 0.013889 (~tA) (5.6.6) 

M~;) (3,3) = 0.000997 (pt).) (5.6.7) 

MH) (5,5) = 0.013889 (pt>.) (5.6.8) 

M~;) (7,7) = 0.193447 (pt).) (5.6.9} 

M~;) (1,1) = 0,013889 (ptA) (5.6.10) 

M(l) (3 3) 
21 ' 

= 0.193447 (p'Ü) (5.6.11) 

M~ p ( 5 ,5) = 0.013889 (ptA) (5.6.12) 

M(l) (7, 7) = 0.000997 ( ptA) (5.6.13) 
2 l 

M(l) (1 1) 
22 ' 

= 0.000997 (ptA) (5.6.14) 

M(l) (3 3) 
2 2 ' 

= 0.013889 (ptA) (5.6.15) 
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• M~;) (5~5) = 0.193447 (pt~) 

Mi;) ( 7, i) =· O .013889 (pU) 

(5.6~16) 

(5.6.17} 

De acuerdo con la ec 5.3.49 y las ecs 5.6.2 a 5.6.17 se obtienen las expresi9.. 

nes siguientes 

M(l) (1,1) = (0.193447+0.013889+0.013889+0.000997)(ptA) 

= 0.222222 (ptA} (5.6.18)a 

M(l) {3,3) = M{l) (5,5) = M(l) (7,7) = 0.222222 (ptA) (5.6.18)b 

Para poder cuantificar 1 a constante ). .se hace uso de 1 a ec 5. 3.4~. El área 

del elemento finitd, Ae , es muy simple de cuantificar para el rectángulo; 

pero para cuadrilSteros generales es necesario también una integraci6n numé­

rica como se indica a continuaci~n: 

Ae:sf dxdy=j
1

j
1 

Jd~drt:s ~ ~ HiHjJ(;.,rt.) 
A -1 -1 i=l j=l • , J 

(5.6.19) 

· Para M=N=2, la ec 5.6.19 se reduce a 

(5.6.20) 

Al sustituir los valores correspondientes en la ec 5.6.20 se obtiene 

A(l) .= (1.) 2 {0.5)+(1.)(1.)(0.5)+{1.)(l.)(0.5)+(1.) 2 {0.5) 

= 2.' (5.6.21) 

Al sustituir las ecs 5.6.18 y 5.6.21 en la ec 5.3.44 resulta 

A(pt)(0.222222 * 4) = pt(2.} (5.6.22) 
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De 1·a ec 5.6.22 se puede calcular el valor de >. ; pero, las ecs 5.6.18 re­

quieren del valor de ptX que de acuerdo con la ec 5_.6.22 y los val ores in­

dicados en la Fig. 5.1 resulta ser 

ptX = (0.245)(0.3)/(0.222222 * 2) = 0.16538 (5.6.23) 

Con las ecs 5.6.23 y 5.6.18 se calcula la matriz de masas concentradas para 

el elemento número uno y el resultado se indica con la ec 5.6.24 

o. 036697 o o o o o o o 

s 0.036697 o o o o o o 

I . 0.036697 o o o o o 
M 0.036697 o o o o 

M(l)= E 
T 0.-036697 o o o 

R 0.036697 o o 
I 0.036697 o 

e 
A 0.036697 

(5.6.24) 

5. 7 Vec:t.oJ?. de ~ue.J?.za.6 de c.ue.J?.po del. el.e.mento frbu;to n.wnvw un.o 

De acuerdo con la ec 5.3.57 la expresión del vector fuerzas de cuerpo del 

elemento para el primer punto de integración resulta ser 

(5.7.1) 

Al desarrollar el producto matricial, NT pf , con base en las ecs 5.3.11 y 

5.3.58 la ec 5.7.1 se puede escribir como 
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Ni cosa 

Ni sen a 

Nj cosa 

N. sen a 
J (5.7.2) 

Nk cosa 

Nk sen a 

Nl cosa 

N.e. sen a 
\. 

Al sustituir las ecs 5.5.4 a 5,5,8, 5.5.21 y los valores mostrados en las 

Figs. 5.1 y 5.6 se obtiene 1a ec 5.7.3 

(0.62201){0, ) o. 
(O. 62201)(-1.) -0.22392 

(0.16667)(0. ) o. 
( 1) 

=(2.4)(0.3)(1.0)
2

(0.5) 
(0.1666.7) (-1.) -0.06 

f = (5.7.3) 
-Cl 1 (0.04466)(0. ) o. 

(O. 04466 )(-1.) -0.01608 

(O .16667)(0. ) o. 
(O .16667)(-L) -0.06 

Los vectores de 1a ec 5.3.57 para los puntos de integraci6n restantes resul­

tan ser: 
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o. o. o. 
-0.06 -0.06 -0.01608 

o.o o. o. 

/1) -0.01608 /1) -0.22392 ( 1) -0.06 
= = f = (5.7.4) -c12 o.o -c21 o.o -c22 o. 

-0.06 -0.06 -0.22392 

o.o o.o o. 
-0.22392 -0.01608 -0.06 

A1 sustituir las ec.s 5.7.3 y 5.7.4 en ·,a ec 5.3.57 se obtiene e1 vector de 

fuerzas de cuerpo para e1 elemento finito número uno y su valor se indica 

en 1 a ec 5. 7. 5 

o. 
-0.36 

o. 
-0.36 

o. 
-0.36 

o. 
-0. 36 

(5.7.5) 

5. 8 Ma,t,u,c.u de u nu.vr.zo.6 pa11.a. algun.o.6 pun;to.6 del. elemento 6-<.YLl:to númvr.o 
un.o 

La expresión del vector esfuerzo para cualquier punto del elemento finito 

se obtiene de acuerdo con las ecs 2.3,12 y 2.3.15 y resulta ser 
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e e cr = O e = O B u = E u (5.8.1) 

Para seleccionar los puntos donde deben calcularse los esfuerzos es convenien 

te seguir las recomendaciones de la ref. 24 (inciso 11.5.2, p~g. 280) en donde 

se establece que para elementos con funciones de fonna con continuidad C0 (es 

decir, se requiere la continuidad de la incógnita entre elementos, sin impo!_ 

tar sus derivadas) cuando se tienen funciones de forma lineales, los esfuer. 

zos deberían representarse en los centroides; mientras que para funciones de 

forma cuadráticas, los esfuerzos deberían calcularse en los puntos gaussianos 
.. 

(n=2, tabla 3.1). 

En este ejemplo, para observar la variación de los esfuerzos, los puntos se 

leccionados son los cuatro gaussianos (1,2,3 y 4 de la Fig. 5.7) y el del 

centroide (O de la Fig. 5.7). 

Para calcular la matriz de esfuerzos, E~Q.-ª._ en los puntos seleccionados se 

procede a calcular la correspondiente matriz de deformaciones,-ª._, tal como 

se indica en los incisos anteriores, y se lleva a cabo el producto con la 

matriz, Q_, dada por la ec 5.5.31. Las matrices resultantes se indican median 

te las ecs 5.8.2 a 5.8.6. 

Es conveniente conocer la posición de los puntos donde se calculan los es­

fuerzos. Esto se realiza mediante las ecs 5,3.6 y 5.3~7. Para el elemento 

en cuestión resultan ser: 

x~i) = Ni(O,O)xi+Nj(O,O)xj+Nk(O,O)xk+Nl(O,O)xl 

= (i)(6.0)+(¼)(8.0)+(¼)(8,0)+(¼)(6.0) = 7.0 = x
0 

(5.8.7) 

Y(,1) = O 5 = y o • o (5.8.8) 



(1) [-5 . .::083c+05 -2.U8331::+05 s.¿OB)l+-05 -2.ú833t:+O:> 
E O = - l • O 4 l 7 E + O 5 - 1 • O 4 1 7c +- O b l. ü 4 l 7 t:: + O 5 - l • O 1t l 7 f: + O ó 

-4.lóó7t+-U5 -2.0dJ)t-tO~ -4.lb67[ ♦ O5 2.U,d3l ♦ 05 

(1) 

E 1 t2.2013E+05 
= 4. 402bE+04 

1.7610E+05 

-8.8052E+04 2.2013E+05 -3.28ólE+05 
-4.402óE+05 4.402óE+04 -l.ó431E+Oó 
-8.8052E+04 -6.5723E+05 8.8052E+04 

E(I) =G2.2013E+05 -3.28ólE+05 2.2013E+05 -8.8052E+04 
-2 -4.4026E+04 -l.ó431E+Oó 4.4026E+04 -4.4026E+05 

-6.5723E+05 -8.8052E+04 -l.7610E+05 8.8052E+04 

ll) ~8.2154E+05 -3.2861E+05 8.2154E+05 -8.8052E+04 
~3= -l.6431E+05 -l.6431E+Oó l.ó431E+05 -4.402óE+05 

-6.5723E+05 -3.28ólE+05 -l.7610E+05 3.28ólE+05 

l 1) -Qª . 2 1 5 4 E + O 5 5. 4 - -l.ó431E+05 
-l.7610E+05 

-8.8052E+04 8.2154E+05 -3.2861E+05 
-4.4026E+05 l.6431E+05 -l.ó431E+Oó 
-3.2861E+05 -6.5723E+05 3.28ólE+05 

5.l0d3l+05 
1.041/E+OS· 
4.lóblf:+05 

2.0833E+05 -5.Z083E+05 
1.041/E+Oó -l.0417E+05 
2.0833E+05 4.lóó7E+05 

2.0833E•Om 
l.0417E+Ob 

:-Z.0833E +05 

8.2154E+05 
l.ó431E+05 
6.5723E+05 

8.2154E+-05. 
l.ó431E+05 
l.7ólOE+05 

2.2013E+05 
4.'102óE+04 
l.7ólOE+05 

2.2013E+05 
't.'t02óE+04 
6.5723E+05 

(5 .8. 2) 

3.28ólE+05 -8.2154E+05 
l.ó431E+Oó -l.ó431E+05 
3.2861E~05 l.7610E+05 

8.8052E+Ou 
4.4026E+05 

-3. 2861E +05' • 

(5 .8. 3} 

8.8052t+04 -8.2154E+05 
4.402óE+05 -l.6431E+05 
3.28ólE+05 6.~723E+05 

3.2861E•O[] 
l.6431E+Oó 

-3.2861E+05 ~ 

(5 . 8 . 4) 

8.3052E+04 -2.2013E+05 
4.4026E+05 -4.4026E+04 
8.8052E+04 ó.5723E+05 

3.2861E•Ou 
l.6431E+Oó 

-13.8052E+04 

(5 . 8. 5) 

3.28ólE+05 -2.2013E+05 
l.ó431E+Oó -4.4026E+04 
8.d052E+04 1.7610[+05 

8.8052E+Oü 
4.4026E+05 

-8.8052E:+04 

(5 .8.6) 



135 

x(l) = 6.423 = X (5.8.9) 
l e 

y( 1) = O 211 = y t5. 8.10 r 
l • c 

xil) = 7.557 = x0 (5.8.11) 

y(l) = 0.211 = y 
2 0 

(5.8.12) 

( 1) 
X3 = 6.423 = x8 (5.8.13) 

y(l) = 0.789 = y (5.8.14) 
3 B 

x(l) = .7.557 = XA (5 ,8.15) 
I+ .. 

y(l) = 0.789 = y (5.8.16) 
I+ A 

5.9 Ecu.a.c.lonu de equ,,iLibtúo de loh el.eme.n.t.oh óiYtU.o4 ~e-0ta.n:t.e4 

De acuerdo con las expresiones de rie, Ke y ~ se puede observar que de­

penden únicamente de la geometr1a y del material. Puesto que los elementos 

finitos dos, tres y cuatro (Fig, 5.2) son iguales que el uno; se puede con~ 

cluir que las correspondientes matrices que definen sus ecuaciones de equi­

librio son iguales, es decir: 

(5. 9 .1) 

(5.9.2) 

{5.9.3) 

Obvio es que los vectores de desplazamiento correspondientes son diferentes 

ya que quedan definidos por puntos nodales diferentes. 

5.10 Ecu.a.c.lonu de eqU,{,l,lbJÚo de. la. u0u,ctWl.a 

Para construir las matrices de las ecuaciones de equilibrio de la estructura 
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(M, K y f de 1a ec 2.4.9) se hace uso de los conceptos establecidos en los 

incisos 2.4 y 5.4. 

En el inciso 5.4 se explica el ordenamiento de las ecuaciones de equilibrio 

de la estructura según 1o requiere la ec 2.4.7, en donde ya se consideran las 

condiciones de frontera. La forma sistem!tica de construir las ecs 2.4.4 

a 2.4.6 se indica a continuación 

5.10.1 Ensamble de la matriz de rigideces 

De acuerdo con el ordenamiento de las ecuaciones de un elemento finito, indi 

cado con el vector indicador de ecuaci6n _!I(e), la forma en que se lleva a 

cabo la ec 2.4.5 se muestra esquemáticamente en la ec 5.10.1 

e 
Ki., 

e 
Kl s 
e 

K2s 

e 
K3s 

e 
Kl+S 

e 
Kss 

e 
Ks s 

Ke 
75 

e 
Kas 

e 
Kl6 

e 
K26 

e 
K36 

e 
Ki+6 

e 
Ks& 

e 
K66 . 

Ke 
76 

e 
Kes 

e 
K11 
e 

K21 

e 
K31 

Ke 
I+ 7 

e 
Ks1 

e 
Ks1 

Ke 
77 

e 
Ke1 

e 
Kl8 

e 
Kze 

e 
K3e 

e 
Kl+S 

e 
Kse 

·e 
Ks e 

Ke 
78 

e 
Kee 

!Ee(5) 

IEe(6) 

IEe(7) 

IEe(8) 

(5.10.1) 
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La interpretación de la ec 5.10.1 es tal que, por ejemplo, el elemento Ke 
• 12 

de la matriz de rigideces Ke del elemento finito, debe sumarse al elemento 

K(!Ee(l), !Ee(2)) de la matriz de rigideces f de la estructura. 

En la ec 5.10.2 s~ muestra como queda la matriz de rigideces del ejemplo 

cuando se lleva a cabo la ec 2.4,5 con base en la ec 5.10.1. 

5.10.2 Ensamble de la matriz de masas 

El ensamble de la matriz de masas de la estructura se lleva a cabo en forma 

enteramente· similar a como se construye la matriz de rigideces. Cuando se 

utiliza la aproximación de masas concentradas, como es el caso de este eje!!!_ 

plo, la matriz de masas es diagonal. Con base en lo anterior, y para ahorrar 

espacio, se acostumbra guardar la diagonal de la matriz en un arreglo vecto­

rial, como se muestra en la ec 5.10.3, para el caso del ejemplo de aplicación. 

5.10.3 Ensamble del vector de cargas 

El ensamble de los vectores de cargas .fe, cuyos componentes están dados por 

la ec 5.3.55, se muestra esquematicamente en la ec 5,10.4. La interpretación 

de la ec 5.10.4 debe hacerse de tal manera que, por ejemplo, el elemento f~ 

del vector de cargas fe del elemento finito debe sumarse al elemento 

P(!Ee(3)) del vector de cargas P de la estructura. 

En la ec 5.10.5 se muestra el vector de cargas que se obtiene para el ejem­

plo de aplicación. A tal vector se le asocia un sublndice c debido a que 

el vector de cargas _f~ es el único que participa en su formación. 

Casos particulares de cargas de superficie son las cargas concentradas. 

Cuando estas concentraciones actOan en los puntos nodales, ya no es necesa 



2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
K: 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

2 
r 

270830. 93750. 

458330. 

·,•·, 

138 

4 5 

-114580. 31250. -20833. 

-31250. -395830. 31250. 

270830. -93750. -135420. 

458330. 93750. 

270830. 
270830. 
541660. 

. 

6 7 8 

-31250. -135420. -93750. 

166670. -93750. -229170. 

93750. -20833. 31250. 

-229170. -31250. 166670. 

-93750. -114580. -31250. 
93750. -114580. 31250. 

o. -229160. o. 
458330. 31250: -395830. 
458330. -31250. -395830. 
916660; o. -791650. 

270830. 93750. 
270830. -93750. 
541660. o. 

458330. 
458330. 
9!66SO. 

1 
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13 14 15 16 

IL-----L-----+-------l---.¡._--~----1-----1-----1 

1 Contorno de Bond o 

1 --
1 1 
. 1 
1 1 ----. 
1 1 . 1 1 -·-··-·--·-·-·-~- ______ ,.......__ 

-20833. -31250. -135420. -93750. j 
~ ----31250. 166670. -93750. -229170. j 

1 

1 
1 ----135420. 93750. -20833. 31250. j 
Contorno lde Silueto ¡_--- 1 ---93750. -229170. - 31250. .166670. ! 

1 1 1 

-·-·---· -·-·-· -·----~ ............ .....-i 270830. -93750. -114580. -31250. -20833. -31250. -135420. -93750.1 
270830. 93750. -114580. 31250. 1 
541660 o. -229160. o. 1 

I 
458330. 31250. -395830. 31250. 166670. -93750. -229170. 
458330: - 31250. -395830. 
916660. o. -791660. 

270830. 93750. -135420. 93750. -20833. 31250. 
270830. -93750. , 
541660. o. 

458330. 93750. -229170. -31250. 166670. 
458330. 
916660. 

270830. -93750: -114580. -31250. 
270830. 93750. -114580. 31250. 
541660. o. - 229160. o. 

458330. 31250. -395830. 
458330. -31250. -395830. 
916660. o. -791660. 

270830. 93750. 
270830. - 93750. 
541660. o. 

458330. 
458330. 

-
9'"'360 . 

•• ----
(5.10.2) 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 
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fe 
l 

IEe(1) 

fe 
2 

1Ee(2) 

fe 
3 

IEe(3) 

fe IEe ( 4) 
¿fe 1+ (5.10.4) = -e fe IEe (5} 

5 

fe 
6 

IEe (6) 
·~ '• 

fe 
7 

IEe ( 7) 

fe 
8 

IEe(8) 

rio llevar a cabo la integración indicada por la ec 2.3.24; pero cuando exis 

ten en puntos diferentes a los nodales, las concentraciones deberán tratar 

se como funciones tipo deltas de Dirac. Para el caso del ejemplo de aplic~ 

ción el vector de cargas debido a las concentraciones se muestra en la ec 

5.10.6. 

5 . 11 0bte.nu6n. de. lo.6 e.le.me.nto.6 u.n.e.mW.c.o.6 de. la. u.:t:Jr..u.c.:tulta. 

El problema que se va a resolver es un problema estático por lo que los 

elementos de las ecuaciones de equilibrio son los indicados en la ec 2.4.14. 

La matriz de rigideces está dada por la ec 5.10.2 y el vector de cargas 

corresponde únicamente a las cargas concentradas y está dado por la ec 

5.10.6. 

Al observar la matriz de rigideces (ec 5.10.2) se puede aseverar lo siguie~ 

te: 

a) si se almacena en un arreglo cuadrado se requiere de 16x16=256 locali­
dades 



, 

M = 

o. 03669 -------
0.03669 -------
0.03669 -------
0.03669 -------

7 

7 

7 

7 

0.036697 
0.036697 
0.073394 --------
0.036697 
0.036697 
0.073394 --------
0.036697 
0.036697 
Q.:.QZ~ª~~ 
0.036697 
0.036697 
0.073394 ---------
0.036697 
0.036697 
0.'273394 --------
0.036697 
0.036697 
0.073394 --------
0.036697 
0.036697 
0.073394 --------

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

0.036697 + 
0.036697 
o.~73394 --------
0.036697 + 
0.036697 
0.073394 --------
0.036697 + 
0.036697 
0.073394 --------
0.036697 + 
0.036697 
0.073394 --------
0.036697 + 
0.036697 
0.073394 ----·----

(5.10.3) 

p = -e 
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o. --- ... -
-O .36 -----o. -----
-0.36 -----
o. + 
o. 
o:------

-0. 36 + 
-0.36 
-0.72 -----
o. + 
o. 
0:------

-0. 36 + 
-0.36 
-0.72 -----
o. + 
o. 
0:------

-0.36 + 
-0.36 
-0. 72 -----_ (5.10.5) 
o. + 

º· -o.-
-----
-O; 36 + 
-0. 36 
-O. 72 -----
o. + 

º· -o.-·-----
-O. 36 + 
-0.36 
-0. 72 -----
o. + 

º· o:------
-0.36 + 
-0. 36 
-0. 72 ---- -

o. 1 --------
-10. 2 --------o. 3 --------o. 4 --------

o. 5 

--------
o. 6 

--------
o. 7 

-------
o. 8 

-------~ 
o. 9 

--------
p = -co o. 10 

-------- (5.10.6) 

o. 11 

--------
o. 12 

-------~ 
o. 13 

--------
o. 14 

--------
o. 15 

------.. -
º· 16 

--------
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b) si se almacena en un arreglo rectangular (en banda) se necesitan 16x8=128 

localidades (ocho es el ancho de la semibanda, con la diagonal principal· 

incluida) 

c) si se almacena en un arreglo unidimensional (en silueta) se requiere de 

88+16=104 localidades 

Al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales considerado se 

obtiene el vector de desplazamientos de 1a estructura, 11_, que corresponde 

a los desplazamientos de los puntos nodales, cuyos valores se muestran en 

1 a ta b 1 a 5. 3. 

' . 
Conocido el vector!:!_ se pueden calcular los correspondientes vectores de des 

e _plazamiento de los elementos finitos,~, corno se indica a continuación: 

U(IE(l)) e 
Ul 

U(IE(2)) e 
u2 

U ( IE (3)) e 
u3 

e U(IE(4)) e 
u = = ui+ (5.11.1) 

U(IE(5)) e 
us 

U(IE(6)) e 
u6 

U(IE(7)) e 
u1 

U(IE(8)) ue 
8 

Al llevar a cab·o la operaci(Sn indicada en la ec 5.11.1 se obtienen los vec­

tores siguientes: 
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-0.001108 -0.000886 -0.000517 o. 
-0.008069 .:.0.004000 -0.001114 o . 

-0.001180 -O. 001108 -0.000886 -0.000517 

u(l)= 
-0.012719 

. u (2) = 
-0.008069 

. u(3)= 
-0.004000 

. u(4)= 
-0.001114 

, - ,_ ' -0.001183 0.001107 0.000886 o. 000517 

-0.012733 • -0. 008066 -0.004000 -0.001114 

0.001107 0.000886 0.000517 o. 
-0.008066 -0.004000 -0.001113 o. 

(5.11.2) (5.11.3) (5.11.4) (5.11.5) 

S.12 Ob.te.nc..l6n de loh eleme.n.toh meclin,lcoh de ld u:tJw.c.J:.wr.a. 

.Para calcular los esfuerzos en los puntos considerados para cada elemento en 

el inciso 5.8, basta multiplicar las matrices [ (ecs 5.8.2 a 5.8.6) por los 

correspondientes vectores l (ecs 5.11.2 a 5.11.5) según se indica en la 

ec 5.8.1. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 5.4 y en la 

Fig. 5.10. 

5. 1.3 ApMxhna.c..l6n de la. holu.c..l6n 

Puesto que la estructura original con un namero infinito de grados de liber­

tad (continua) se ha i.deal izado con un namero finito de grados de 1 ibertad 

(discreta) la aproximación del análisis depende fundamenta.mente del nQmero 

de elementos utilizados y de la aproximación de los desplazamientos (funcio­

nes de forma) en los elementos. S1 el elemento finito utilizado satisface 

los requisitos de convergencia es válido aseverar que la aproximación de la 
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so1~ción se puede incrementar si se utiliza una malla con mayor número de 

elementos. 

Los requisitos de convergencia para los elementos son la completez (que las 

funciones de desplazamiento sean capaces de representar desplazamientos de 

cuerpo rígido y estados de deformación constante) y la compatibilidad (las 

funciones de desplazamiento _sean continuas en los puntos interiores y en las 

fronteras). Si un elemento finito satisface las condiciones anteriores se 

dice que.es conforme. Cuando se vio1a la compatibilidad,pero se satisface 
.. 

1a completez, el elemento finito se denomina no confonne. La rapidez de la 

convergencia depende de la expansión polinómica utilizada en la aproximación 

de los desplazamientos en los e1ementos. 

A fin de tener una idea de la aproximación y la rapidez de convergencia de 

la solución obtenida con el método del elemento finito se presentan las solu 

cienes del ejemplo de aplicación obtenidas con las ma11as mostradas en la 

Fig. 5.8, que corresponde a elementos cuadriláteros lineales, y las mallas 

de la Fig. 5.9, formadas con elementos cuadriláteros cuadráticos. También 

se obtiene 1a solución con los elementos cuadriláteros lineales con modos de 

flexión* (no conforme). 

La distribución del esfuerzo normal, ªxx' se muestra en las Figs. 5.10 a 

5.12 mientras que en 1a Fig. 5.13 se presenta el desplazamiento vertical en 

el punto de aplicación de 1a carga. 

* R.L. Taylor, P.J. Beresford, and E.L. Wilson, "A n.on.-c.on.óotr.mbt.g e.le.me.n-t 
601t 1.,:tJtu,.ó o.na.l.ff.ó.ló", Int. J. Num. Meth. Eng., Vo1. 10, pp 1211-1220, 
1976. 
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La aproximación y rapidez de convergencia de los desplazamientos quedan explí 

citas en la Fig. 5.13 y para una presentación similar para los esfuerzos, se 

construyen las Figs. 5,14 a 5.16, con base en las correspondientes Figs. 5.10 

a 5.12. Con los resultados se presenta la solución pa·ra la teoría de vigas 

en el contexto de la mecánica de materiales que también es una solución apro 

ximada para la teoría de la elasticidad. 



146 

6. BIBLIOGRAFIA 

Mucho se ha escrito sobre el método del elemento finito y es seguro que se 

seguirá escribiendo sobre él. Existen miles de artículos de investigaci6n 

y de informes, as1 como varias notas para cursos, memorias de congresos y 

libros de·texto. En estas notas se indican los dos primeros artículos rel.ª­

cionados con el método del elemento finito (1 y 2), los libros de texto que 

lo tratan exclusivamente por orden de fecha de publicaci6n, y, al final, 

algunas publicaciones periódicas en donde se presentan las investigaciones 

más recientes donde se ha hecho uso del método del elemento finito, así como 

la informaci6n sobre este tema. 

l. M.J. Turner, R.W. Clough, H.C. Martín, and L.J. To::-~, "St.lnnne..6.6 and 
Ve. ó,tecüon MdlJ-6.,ljj o n Complex Sbtu..ctUll.e.6", J. Ae ro, Sce. , Va 1 . 2 3, 
No. 9, 1956, pp 805-823 

2. R.W. Clough, "The. fht,lte Element Method ,út Plane St1t.M.6 Mai..tJ.6.,ijj", 
Proc. 2nd ASCE Conf. on Electronic Computation, Pittsburgh, 1960, 
pp 345-378 

3. o.e. Zienkiewicz and Y.K. Cheung, The Fmiite Eleme.nt Me:thod ,ln S.ótu..c.­
tuJz.a1. and Contin.u..u..m MecJ1.aniM , McGraw-H i 11 , 1967 

4. o.e. Zienkiewicz, The f,(,n,{;te Element Me-thod ,út Engmeelt..ln.g Sc.,len.c.e, 
McGraw-Hi11, 1971 

5. C.S. Desai and J.F. Abel. Tnt~odu..ctlon to the F.úute Element Me-thod, 
Van Nostrand-Reinhold, 1972 

6. J.T. Oden, Fin.iite. Element-6 06 NonUneaJt Con;Unu.a.", McGraw-Hill, 1972 

7. O. Ura1, f,{J'l.,{.,te Element Method, Intext Educational Publishers, 1973 

8. H.C. Martin and G. F. Carey, I~odu.ct.lon .to Fin.iite Ele.ment Ano.ly.6i.L> , 
McGraw-Hi11, 1973 

9. W.G. Strang and G.J. Fix, AA Ano.ly.6.,ljj on tite F-<.Yll;te Element Me-thod, 
Prentice-Ha11, 1973 

10. J. Robinson, Tnteg~a;ted Theo~y on f,ln,l;te Element Method.6 , John Wiley, 
1973 



( 
147 

11 .. C.A. Brebbia and J.J. Connor, FW'l.damen.tal-6 oó F,ln,lte Elemen.t Techn.lque, 
Butterworths, London, 1973 

12. D.H. Norrie and G. De Vries, The F-i.n-lte Elemen.t Me.thod-Fundamen.tal.6 and 
AppUca:tlon-0, Academic Press, 1973 

13. R.O. Cook, Concep:u and AppUc.a.tlon1; oó F-i.n-lte Elemen.t Ancrl.y1;i.1, , John 
Wiley, 1974 

14. B. _Nath, Fu.n.damental.6 oó f,{J'l.,lte Elemen.t¿¡ 001t Eng,i.neeM , Athlone Press, 

15. 

16. 

17. 

1974 

E. L. 

R.T. 

R.H. 
1975 

Wachspress, A Railon.crl. f,{J'l..lte Element Bahi.J, , Academic Press, 1975 

Fenner,•,. 1 F-i.n-lte Elemen..t Me.titad Óº"- En.g,{J'l.eeM , MacMillan, 1975 

Gallagher, F,ln,lte Element Ancrl.y1;i.1,-FUY1.damen.tcrl.1;, Prentice-Hall, 

18. K.H. Huebner, Fi.Yt-lte Element Me.thod óo1t En.g,{J'l.eeM, John Wiley, 1975 

19. K.C. Rockey, H.R. Evans, D.W. Griffiths, and A. Nethercot, F,ln,lte 
Elemen.t Me.thod A Bah-le Tn.br..oducüon.· , Crosby, Lockwood, 1975 

20. J.J. Connor and C.A. Brebbia, f,{J'l,lte Elemen.t Techn.-lquu óo1t Fluid Flow, 
Butterworths, 1976 

21. J.T. Oden and J.N. Reddy, An Tnbtoductlon .to .the Ma;themcr.:tlccrl. Theo1ty 
oó F,ln,lte Elemen.:u , John Wiley, 1976 

22. L.J. Segerlind, AppUed Fi.Yt-lte Element Ancrl.y-0,l;,, John Wiley, 1976 

23. K.J. Bathe and E.L. Wilson, Nwnvúccrl. Me.thod.6 ,{J'I. f,{J'l,lte Ef.ement Ancrl.y1;i.1, , 
Prentice-Hall, 1976 

24. o.e. Zienkiewicz, The F-<'..n.Ue Elemen.t Me.thod, Third Edition, McGraw•Hill, 
1977 

25. P. Tong and J.N. Rossettos, F-<'..we Element Me.thod. Bahic Techn.lque and 
Tmpleme.nta:tlon. , MIT Press, 1977 •• 

:·~. 
26. E. Hinton and D.R.J. Owen, F,ln,lte Elemen.t P1tog1tamm,{J'l.g, Academic Press, 

1977 

27. G.F. Pinder and W.G. Gray, Finae Elemenú in Sub.6u.1tóa.ce Hydltolog{, 
Academic Press, 1977 

28. A.R. Mitchell and R. Wait, 'The f,{J'l..lte Element Me.thod ,{J'I. P~ Vió­
óe1te.n.Ual E qua:U.o YL6 : , Jo h n W il e y, 19 77 

29. T.J. Chung, f,ln,lte Element Ana.ly1;i.1, in. Fluid Vyn.am,é,e1;, McGraw-Hill, 
1978 



J.':t o 

30. D.H, Norrie and G, De Vries, An !n.:tltodu.c.tlon tQ Fbl.lte Elemen.t AnaJ.y~b:,, 
Academtc Press, 1978 

31,. P.G, Ciar1et, The Fi.YL.lte. Elemen.t Me:thod óo~ E.lUp:U.c. P~o6lem~, North-
H o 11 a n d , 19] 8 • 

32, E. Hinton and D,R,J, Owen, An Tn:tltoduc..tlon to Fin.lt.e Elemen.t Compu..ta.Uon.6, 
Pineridge Press, 1979 

33, Y.K. Cheung and M.F. Yeo, A PJtac.tlc.al Tntlr.oduc..tlon to Finbte Element 
AnoJ!..yliiA, Pttman, 1979 

34, C .. S_, Desa1\ ElemmtMy Pi.YL.lte. Eleme.nt Me:thod, Prentice-Ha11, 1979 

35. B,M. Irons S, Ahmed, Te.chniquv., oó Fin.lt.e. Eleme.n.t6, John Wi1ey, 1980 

36, A. J, Davi's,_The Fin.lt.e. Eleme.n.:t Me:thod~ A FiMt AppJtoac.h, C1arendon 
Press, 1980 • '. 

37, I.M·, Smith, ··r1tog1to.mmi:ng The. F.í.n.lte. Eleme.nt Me..:thod. Wilh AppUc.a.:Uo~ 
to Ge.ome.c.hanic.iS .. , John W1~ley, 1981 

38, E,B, Becker, G.F. Carey and J,T, Oden, F.ln.C.te. Eleme.nt: An Tn.:tJwduc.tlon, 
Vol. I, T .. _ ~exas Ffnfte Element Seri'es, Prentice-Hall, 1981 

International Journal For Numerica1 Methods in Engineering, John Wiley, 
a partir de 1969 

Computers & Structures, Pengamon PJte.6~, a partir de 1971 

International Journal for Numerical Methods tn F1uids, John Wi1ey, a 
partir de 1981 

International Journal for Numerica1 and Arialytical Methods in 
Geomechanics, John Wiley, a partir de 1977 



149 

7. TABLAS 



150 

TABLA 3.1 Abscisas y coeficientes de peso para la cuadratura 

de Gaus.s 

±ai Hi 

n = 1 

o 2.00000 00000 00000 

n = 2 

0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000 

n = 3 

0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556 

0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889 

n = 4 

0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454 

0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546 

n = 5 

0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189 

0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366 

·0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889 
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TABLA 3.2 Fórmula para integración numérica de tetraedros ( ref. 24). 
r- -------'---...---- -------

No. O r d en Figura Error Punto I Coordenodas Wi / Vo!urnen 

1 Lineal R = O ( h2 ) a 1 /4, 1 / 4 , 1/4, 1 /4 
, 

a 1 a , /3 , /3 , /3 
1 

1/4 , ..... 
V1 

b /3 , a , /3, /3 1 1/4 1 ..... 

2 
I • 

1 Cua drat1co 1 w R=O(h 3 ) e /3 , /3 , a , /3 1 1 / 4 

a =0.58541020 
/3 ' /3 , 

f3 =0.1 3819660 
d /3 a 1 /4 , 

a 1/4 , 1/4 , 1/4, 1/4 - 4/5 

b 1/3, 1/6, 1/6, 1/6 9/20 

3 
1 

Cúbico 
1 <("--·t~7 1 R=O(h4

) r 
c 1 1 / 6 , 1 / 3 , 1 /6 , l /6 9/ 20 

d 1 1 / 6 , 1 / 6 1 1 /3 , 1 /6 9/'óJ 

. e 1 1/6, 1 /6, 1/6, 1/3 9/20 
----
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TABLA 3:3 ' . nurner1ca de triángulos. ( Ref. 24) Fórmula para integración 
.----,., -..-··---·- --··---··-· ___ ,, _____________________ ..,..._ ----------,------

No. Orden Figura E r ro r Punto I Coordenada Wf I Area 

Li ncal R=O(h2
) Q, 1/3 1/3 , 1 /3 1 

a 1/2 , 1/2 , o 1 / 3 

2 1 d 
I • Ct•-1 rat,co 1 

¡- ~ IR=O(h3
) b o , 1/2 , 1 /2 1 / 3 

e 1 /2 , o , 1 /2 1 / 3 -V, 
fs.) 

a 1 /3 , 1/3 , 1 /3 - 27/48 

b 0.6 ' 0.2 1 0.2 

3 1 C Ú b i co 1 ~~\ 1 R=O(h4 ) 1 e 0.2 , 0.6 , • 0.2 1 25/48 

d 0.2 , 0.2 , 0.6 

--

a 1 /3 , 1 /3 , 1 /3 1 O. 22500,00000 

QuÍntico r lt1\. 1 1 
b a 1 ' /3,, /3, 
e /3 1 ) a 1 , /3 1 1 0.13239, 4152 7 

4 1 a ¡=0.0597I587I7 R=O(h 6 ) d /3 1 ' /3/3 1 1 ª1 
B 1=0A-roI42064I e a 2' 2 , /3 2 
a,=0.7974269853 f /3 2, a 2, /3 2 1 o. 12593, 91805 
~~0.1012865073 g /3 2' /3 2, ª2 . .., ___ . 
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TABLA 4 .1 .Sub r_utinas paro el algoritmo del método de~ Gauss - Crout 

e 

para arreglos cuadrados ( Versión eficiente} 

SUBROUTINE TGCCEV(A,N) 
TRIANGULACION GAUSS-CROUT CUADRADO VE 
01."IENSION A(N,N) 
YY=A(l,2)/A( 1,U 
A(2,2)=A(2,2)-A(l,2)*YY 
AU,2)=YY 
IF(N.E0.2) GO TO 900 
DO 600 J=3,N 
IS=J-1 
00 200 1=2,IS 
XX==0. 
KS=I-1 
DO 100 K=l,KS 
XX=XX+A{K,I)*ACK,J) 

100 CONTINUE 
A(l,J)=A(l,J)-XX 

200 CONTINUE 
300 CONTINUE 

XX=0. 
00 LtOO I=l,1S 
YY = All,J)/A(l,I) 
XX==XX+YY*All,J) 
A(l,J)=YY 

400 CONTINUE 
A(J,J)=A(J,J)-XX 

600 CONTINUE 
C:,00 CONTINUE 

RETURN 
ENO 

a) A=UTDU 

SUBROUTINE SGCCEVCA,B,N) . 
C SUSTITUCIO~ GAUSS-CROUT( CUADRADO 

DIMENSIUN A(N,N),B(N) 
on, LOO 1=2,N • 
i<S-=I-1 
x.x,:o. 
DO 100 K=l,¡(S 
XX=XX+A(K,I)*B(K) 

100 CONTINUE 
B(l)=o(l)-XX 

2 00 CON f I NUE 
DO 300 I=l,N 
B(I)=B( I)/ACI,Il 

300 CONTINUE • 
NP=N+l 
N~1=N-l 
00 500 M=l,NM 
I =~JP-M 
KS=I-l 
DO ltOO t<=l,KS 
B(K):3(K}-A(K,l)*B(I) 

400 CONTINUE 
500 CO\,T INUE 

RETUR.N 
END 

b) uT Y= b 

DUx= Y 

,.~ 

1-
\J 
u 
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TABLA 4.2 Comparación de la eficiencia de los m~todos de so 
lución de los sistemas de ecuaciones algebraicas­
lineales (54 ecuaciones) 

TIEMPO(s)/ PORCIENTO PARA 
METODO ARREGLO/ No. ELEM. TRIANGULA- SUSTITU- TOTAL 

MATRIZ DE A CION CION -
{4.03¡* 

Gauss Cuadra- 4.47 0.21 4.68 
do/general 96 4 100 

.. 2916 
(2.98)© (4.03)* 

Crout 4.47 0.21 4.68 
96 4 100 

(2.72)* 
Gauss-Crout Cuadrado/ 2,95 0 .. 21 3.16 
V-S simétrica 93 7 100 

1485 
+ (2.15)* 

Cholesky 2.85 0.21 2.49 
1431 92 8 100 
2916 (2.12)* 

Gauss-Crout (2.98)© 2.25 0.21 2.46 
V-E 91 9 100 

{2.49)* 
Gauss-Crout Banda/ 2.68 0.21 2.89 

\J -s simétrica 54x37 93 7 100 
= 11.91)* 

Cholesky 1998 2.01 0.21 2.22 
91 9 100 

(2.04)@ ( 1.891* 
Gauss-Crout l. 98 0.21 2 .19 
V-E 90 10 100 

( l. 28) * 
Gauss-Crout Silueta/ 1.30 O .18 1.48 
V-S simétrica 88 12 100 

( l. 04 )* 
Cholesky 924 1.03 0.18 l. 21 

+ 85 :5 100 
54 

978 ( 1.00)* 
Gauss-Crout 1.01 0.15 1.16 
V-E ( l. 00)© 87 13 100 
* Relación de tiempos totales respecto al método más eficiente 
ID Relación de localidades para guardar la matriz A respecto 

al arreglo más eficient~ 
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TABLA 4.3 Algoritmo del método beta de Newmark, para sistemas lineales 

de varios grados de libertad. 

a) Ca1cu1ar las siguientes constantes: 

ªº = Yt.t 

ª1 = t.t - ªº 

ª2 = Bt. t 

a3 = ª2t.t 

ª1+ = l. t,t2 2 - a3 

ªs = 1 + a0 a 

ª6 = ªº + \.l + a3 

b) Construir la matriz K* 

K* = a5 M + a6f 

e) Triangularizar K* 

Para cada paso de integración: 

d) Construir los vectores ~' .Q_ y!. 
. .. 

~ = ~o+ ª1 Y-o 
. .. 

E. = Qo + t. t g_o + a 4 g_o 

!. = E_i - a M ~ - f ~~ + !?_ J 
e) Calcular U1 mediante la sustitución hacia adelante y hacia atrás en el 

sistema de ecuaciones 

.. 
K* Qi = !. 

f) Calcular los vectores 
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TABLA 5.1 PUNTOS NODALES PARA LOS ELEMENTOS FINITOS 

Elemento Malla Figura 5.2 Malla Figura 5.5 

finito No. L j k p . 
L j k y 

1 

! 1 4 2 1 3 7 6 1 2 ' 

1 
1 2 6 4 3 5 8 7 2 3 

3 8 6 5 7 9 8 3 4 

1 
4 10 8 7 9 10 9 4 5 

TABLA 5.2 DIFERENCIA ENTRE LOS GRADOS DE LIBERTAD DE LOS ELEMENTOS FINITOS 

¡ 
Dife.rencia de numeración para las mallas . Elemento i 

finito No. Figura 5.2 Figura 5.5 

1 7 11 

2 7 11 

3 7 11 

4 
1 

3 9 

TABLA 5.3 Componentes de desplozamiento de los 
puntos nodales de la estructura ( mallo Fig. 5.2) 

.... t '.> P 1.. AL ,,. ,'\ 1 i: r-4 r u s l ~, > o t 0 1 u o ) A L... e;, K G 1... 1 ~ u . 1 
PTO.~üü. HU~ l L 0 N T AL-- \ L K T l LA L 

1 l.lbJlY4bt-OJ -1.27JL89bl:-02 
¿ -i.17<Joti2lL-OJ -l. 271'}412l-O¿ 
j l. ll)UbH'tc-0.3 - b • O 6 b l O O '·H:. - O J 
4 -1. l0bU96Zt.-OJ -tl.0ó'IL837é::-O3 
'.) t1.dbiJbbh-O·t -4.00úJ74bl:-OJ 
D -o.ubu/lO¿L-04 -J.99Yo254l:-03 
I ':>. lbtio'-hh-04 -l.llJ7624L-03 
o -':>. ltd?ó'J~l-04 -l.llJ'i29t;i:-03 
-¡ o. v. 

lu () . l). 
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TABLA 5 .4 Esfuerzos calculados para la estructura del ejemplo de aplicación 

¡_ ~ .. ~ ... t' .J • f J y 

N.J -.Jw t' 

L 1., C ·• '-' 
, 

✓ J.. IJ ..... j """ 

!.. vk J .:: 

l. ._, ,. J ... 

..,,.L v::...J U 

C:. '-- L ,1 j 

!.. 'v·".J ..... 

- " .. .J J 

~ J ... ~ \;,, 

- l, ;, J J 

.J \.,,:. '. u 
.) ..,,,,,; ,\ 

") \.1 ,:1 J ú 

,) v'< J :,_ 

.> vAJ u 

't l. C, ', J 
't IJ é\J :~ 

't .;,\J t, 

't uAJ L 
-. ._,;,.u u 

C.Jur,,.ut .. AüHj'i'*c.:>fJt:r..LU) ( f/,•,:'f*c.J R.:f-. GLOtsAL *""i::Sf0t..t{Ll.i'.) ( TIM**iJ Kt:F.i>,'{l.'lClPAi...*úlR.PPt.L-
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I. Ju 
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j.JV 
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1 •::, O 
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" 
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Zapata corrida Muro de retencion 

Presa de t i erra 

Fig. l.2 Ejemplos de problemas de estados planos 

de deformaci6'1 . 
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v=v{x,y) 

L 
P(x ,y) 

X 

Fig 1.3 Región para los estados planos 



! 
y' 

X 
-----­

z 

-- t = espesor 

t 
Fig. l.4 Estado plano de esfuerzos. Placa delgada con cargas 

en su plano. 

u=u(r,z,8) 
v=v(r,z,8) 

w=w(r, z,8) 

Fig.1.5 Sistema de coordenadas cilíndricas para s6lidos 

axisimétricos. 
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~ 

Fig. l. 6 Componentes de los tensores de ezfuerzo y de deforma­
ción en una referencia cili'ndrica. 
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Fig. 2.1 Idealización de una región 
bidimensional, ( estado plano 
de esfuerzos) mediante ele­
mentos finitos. 

y 

No. de elementos finitos = 33 
No. de p1 • ··, nodales • = 2 5 

@. 

® 

@ 

X 

Fig. 2.2 Elementos finitos para establecer 

;-:::.~ 

el equilibrio global de la estructura. 
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Unidimensional 

~ D 
Triangular Rectangular 

• 

l 
◊ ~ 

Cuadrilátero 
Anillo triangular 

Anillo cuadrilátero Tetra edro 

Hexaedro regular Hexaedro irregular 

Fig. 3. 1 Elementos finitos de varias formas. 
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Fig. 3.2 
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Elementos 

X -
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I • 

cuadrat1cos. 

;; !g 

t 

2 
o 

Fig. 3.3 Elemento unidimensional con variación 

lineal y origen en un extremo. 

<; =-1 

Fig. 3.4 

-x/h _ 
1 

_ x/h 
' 

Elemento unidimensional con variación 

lineal y origen en el centro. 
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1 • X 
1 2 3 ·---------00---------·· 

x=O x=t/2 x=t 

Fig. 3.5 Elemento unidimensional ' ' I con var1ac1on 

cuadrática y origen en un extremo 

1 

-.¡.--- h = 1/2 t----, 
1 2 3 o---------E1D~---------•• 

(=-1 (=1 

◄\ 
.-.--------t----------

1 

Fig. 3. 6 

1 

1 

1 • 
1 

Fig. 3.7 

E I e mento unid i m en si o na I con var iaciÓn 

cuadrática y origen en el centro. 

...,. X 

2 

- t = l. 
t 

• 
2 

• 
3 

• 3 

l 

l 

l 

1 

• n-1 

• n -l 

Coordenadas en un elemento unidimensional 

en el que se utilizo interpolación lineal 

• 
n 

• n 



168 

._, X 

l 2 

a) Variable no normalizada con origen en un extremo. 

l 

l=O 
'T 

2 

~=1 
2 

b) Variable normalizapa con origen en un extremo. 

l 2 

~=-1 l=O. 
r4 --- h = ~/2-----~-----.- S = X/h 

t 

c) Variable normalizada con origen en el centro. 

Fig. 3.8 Aproximación lineal en un elemento unidimensional 

• Lagrangiano 

. ' 
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1 2 3 
-~------------0~--------me 

X 1 = 0 X_ = ·1_ X = t z 2 3 

a) Variable no ·normalizada con origen en un 

ex tremo 

1 ' . 

1 

1 2 3 
f\1•-----------r-0111· ---------o 

t,=O (2=-1- t3=:= 
2 

b) Variable normalizada con origen en un extremo. 

-t ◄ ► t 

1 2 3 

t e (1 o 
1 = - 1 t2= O l 3= 1 

r- h= t/2 s=x/h -1 
1 

t 
e) Variable normalizada con origen :en el cent ro. 

Fig. 3:.9 Aproximaci6n cuadrótrica en un elemento unidimen.sionol 

Lagrangiano 
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Fig. 3.10 Funciones de interpolación de Hermite. 

1 

/\ 
---x--- y------------- 1 

!\/\ 
--x2---'¡(y- --y2 __ - ---- --- 2 

/\/\/\ 
-- x3---x2y--xy2 ___ y3 _________ 3 

/\/\/\/\ 
___ x•4---Y:'y---x2 y2--xy3 ___ y4..,.._._ _____ 4 

/\/\/\/\/\ 
-- x5- _...;. _______________ y5 ______ 5 

/\ /\ /\ I\ /\ / \ 

Fig. 3.11 TriÓng.ulo de Pascal .(Ref.24) 
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Fig. 3.12 Elemento triangular lineal. 

)\ ¿_j, a) Lineal 

1 2 

4 2 

b) CuodrÓtico 

4 5 2 

e) Cúbico 

Fig. 3.13 Familia de' elementos triangulares. (Ref.24) 
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L1 = l , 
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( x, y, ) \ 
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Coordenadas de 
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\ 
\ 

a re a. 

\ 

X 

Fig. 3.15 Coordenadas normalizadas para un rectángulo .(Ref.24) 
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e, o o 

a) Lineal b) Cuadrático 

o o 

o o 1 > 

c ) Cúbico 

Fig. 3.16 Familia Lagrangiana de rectángulos (Ref. 24) 

77 = + 1 

!=-1 
'T] Le- t = , 1) 1) 

--
'T] = -1 

a) Lineal b) Cuadrático 

o 
o 

1) 

e ) Cúbico d ) Cuártico 

Fig. 3.17 Familia Serendipity de rectángulos .(Ref. 24) 
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Fig. 3.18 Elemento tetraedro lineal. 
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l a) 4 nudos (lineal) 

4 1 

b) 10 nudos (cuadrático·) 

4 

y 

2 

e) 20 nudos ( c.úbico) 

Fig. 3.j 9 Familia de tetraedros. ( Ref. 24) 

4 

Fig. 3.20 Coordenadas de volumen.'( Ref. 24) 
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Fig .. 3.2.1 Prisma rectangular de la familia Lagrangiana (Ref.24) 

8 nudos 
Lineal) 

20 nudos 

( Cuadró ti e o ) 

32 nudos 

(Cúbico) 

Fig. 3.22 Familia Serendipity de prismas rectangulares 

( Ref. 24 ) 
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1 a) 4 nudos (lineal) 

b) 10 nudos (cuadrático) . 

4 

2 

e) 20 nudos ( c.Úbico) 

Fig. 3.19 Familia de tetraedros. ( Ref. 24) 

4 

Fig. 3.20 Coordenadas de volumen.'( Ref. 24) 
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Fig .. 3.2J Prisma rectangular de la familia Lagrangiana (Ref.24) 

8 nudos 
{Lineal) 

20 nudos 

{ Cuadró ti e o ) 

32 nudos 

(Cúbico) 

~=1 

77= 1 

77= 

F.ig. 3.22 Familia Serendipity de prismas rectangulares 

( Ref. 24 ) 



Coordenadas· locales 

"l 
(-1_,1) 

(-1,-1) 

( 1, 1) 

e 
(1,-1) l 

Coordenadas !Ocales 
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Y. 

y 

X 
Coordenadas cartesianas 

X 

Coordenadas cartesianas 

Fig. 3.23 Mapeos de elementos bidimensionales y tridimensionales 

( Ref. 24 ) 
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i= 1, ... , m 

i= 1, ... , n 

( b) 

o 

1 soparamétrico Superparamétrico 

( c ) 

Sub para métrico 

o Punto donde se define lo coordenada (m) 
o Punto donde se define la función (n) 

Fig. 3.24 Transformación de coordenadas mediante funciones 

de forma. ( Ref. 24 ) 
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Q, 
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JJ.o 
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1 

' 1 

t =t, 

( Tamaño del paso ) 

• 
Valores conocidos al inicio del paso Uo, Uo ' 

. 
Valores por conocer al final del poso u, ' u, ' 

Fig 4.4 Variación lineal de la aceleración en el 

intervalo de integración , ~t. 
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y u, 
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MATERIALES Matriz de coeficientes elosticos, _2 o -<t -o 
Q) 
i... 
L. 

Locolizcici6n de los puntos nodales a. o COORDENADAS - y ordeno miento de los ecuaciones 
f/) - O· -
a> - Matriz de deformaciones, B <el 

-o "O 

z o 
rigideces, 

!el - - ELEMENTOS - Motriz de K e: -. Q) 
' ·-- E 

e 
Ettl e: - Motriz de esfuerzos a:: o --f/) 

e: 
a. Q) 

Condiciones de frontero poro des-E --"O plazamientos prescritos no nulos 

~ 

<! 
f/) - Es·. ··;~-TURA - Motrlz de rigideces, K 
o 

~ .E -::, Triangulación de K L. -<t .e -
::l 
f/) 

a:: 
en - Vector de cargas p e --

<!> 
Q) 

."O. 

o - CARGAS - Desplazamientos ( sust ltución) 1l -o 
L. -a:: e: 

·o - Cálculo de esfuerzos o 
a. 

Flg. 4. 5 Organización esquemático slmple de · un programo 

de computadora paro el método del elemento finito 
( ecuaciones de equilibrio est6tlco) 
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e.o m 

E = i .O x 106 t / m 2 

V : 0.2 
Pv = 2 .4 t / m3 

p = ,o.o t 

l-Om ·1- o 
-J.. -

1 
1 ' ' 
1 

~ 

g = 9. 81 m1s1 

P = U: 0.245 -t·S/m4 
g 

Fig 5.1 Estructura del ejemplo de aplicación 
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(f) @ @ ©+ 
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@] IIl [] 1.0m 
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2.0m ' 2-.0m 2.0 m 1 
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-- 1 ,- , ..... - -- --' ' 1 ' 

Fig 5. 2 Malla de elementos finitos 
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Q(-1,1) TJ = , . k(l,l) 

t = _, 
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¿ { -1,-1) 
.,, =-1 
., j{l,-1) 
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a )_ Coordenadas globales b ) Coordenadas locales 
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~ 

Fig 5 .3 Componentes del elemento finito tipo lineal 
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g = Vector aceleración de 
- la gravedad 
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Fig 5.4 Orientación de las fuerzas de cuerpo 

@ @ ® 

@] rn 

® ® (?) 

Fig 5. 5 Malla de la Fig 5. 2 con numeración 

de los puntos nodales diferentes 
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Fig 5.6 Elemento finito número uno 

11 
11 = + 1 

H l = H2 = 1.0 

e= +l 

11 = - l 

Fig 5. 7 Abscisas y coeficientes de peso para la cuadratura 

gaussiana con N=2 para el cuadrilátero 
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Ffg. 5.10- Distribución del componente normal Oxx (t /m2 ) calculado con elementos 
finitos lineales. 
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Fig. 5. 11 Distribución del componente normal Oxx (t/m2 ) calculado con 
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Fig. 5. 12 Distribución del componente normal OXx (t/m2) calculado con elementos 

finitos lineales con modos de flexión 
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